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Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

 ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èññëåäîâàíèå õàîòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â
äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîãî åñòå-
ñòâîçíàíèÿ. Óñïåõè ýòîãî íàïðàâëåíèÿ äëÿ íå-
ëèíåéíûõ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì,  êîòîðûå îïè-
ñûâàþòñÿ íà ÿçûêå òðàåêòîðèé ñèñòåìû â ôà-
çîâîì ïðîñòðàíñòâå, îáùåïðèçíàíû [1]. Â òî æå
âðåìÿ êîíöåïöèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà â
êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ, äëÿ  êîòîðûõ â ïðèíöèïå
íåïðèìåíèìî ïîíÿòèå òðàåêòîðèè, äî ñèõ ïîð
îñòàåòñÿ ïðåäìåòîì ñåðüåçíûõ äèñêóññèé. Â
íåêîòîðûõ ïóáëèêàöèÿõ ñòàâèòñÿ ïîä ñîìíåíèå
äàæå ñàìà ïðàâîìî÷íîñòü ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ
êâàíòîâîãî õàîñà è ïðåäëàãàåòñÿ ëèøü èñêàòü
â êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ «ñëåäû» êëàññè÷åñêîãî
õàîñà. Ïîäîáíàÿ òî÷êà çðåíèÿ, åñòåñòâåííî, íå
ìîæåò íàéòè ïîääåðæêè ñðåäè ôèçèêîâ, îïèðà-
þùèõñÿ íà êâàíòîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ïîñêîëü-
êó êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùåé, íå-
æåëè êëàññè÷åñêàÿ, è ëèøü â ïðåäåëüíîì ñëó-
÷àå, íàçûâàåìîì êâàçèêëàññè÷åñêèì ïðèáëèæå-
íèåì, êâàíòîâîå îïèñàíèå ñèñòåì ïåðåõîäèò â
êëàññè÷åñêîå. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿ-
åòñÿ äåìîíñòðàöèÿ ïðåäñòàâëåíèé î êâàíòîâîì
õàîñå, âïåðâûå âîçíèêøèõ ïðè àíàëèçå ñâîéñòâ
íåéòðîííûõ ðåçîíàíñîâ â àòîìíûõ ÿäðàõ, è îá-
çîð íîâåéøèõ ïîäõîäîâ ê îïèñàíèþ êâàíòîâî-
ãî õàîñà â êâàíòîâûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ.

Äåòåðìèíèðîâàííûé õàîñ â àâòîíîìíûõ
êëàññè÷åñêèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ

Â ðàáîòå [1]  áûëè ðàññìîòðåíû ïðîáëåìû
âîçíèêíîâåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà â

êëàññè÷åñêèõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ, êîòî-
ðûå îòíîñÿòñÿ ê êëàññó íåàâòîíîìíûõ (íåçàìê-
íóòûõ) ñèñòåì. Èññëåäóåì ïðîÿâëåíèå õàîñà â
àâòîíîìíûõ  êëàññè÷åñêèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñè-
ñòåìàõ, èñïîëüçóÿ ìåòîäû, ðàçâèòûå â ðàáîòàõ
[2,3]. Ñðàçó áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåëèíåéíûå
ñèñòåìû, ïîñêîëüêó, åñëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, òî òàêàÿ ñèñòå-
ìà èìååò òîëüêî ðåãóëÿðíûå (ïåðèîäè÷åñêèå)
òèïû äâèæåíèé è â ïðèíöèïå íå îáëàäàåò õàî-
òè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ñîñòîÿíèå àâòîíîìíîé
ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè  t   ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåòñÿ [2] çàäàíèåì S îáîáùåííûõ êîîðäèíàò

)(tqi  (÷èñëî  S  îïðåäåëÿåò ÷èñëî ñòåïåíåé ñâî-

áîäû ñèñòåìû) è S îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé
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îáðàçóþùèõ  2S-ìåðíîå  ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî.
Ýòà ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

),( ii pqH , íå çàâèñÿùèì ÿâíî îò âðåìåíè t  è ñî-
âïàäàþùèì ñ ïîëíîé ýíåðãèåé  E ñèñòåìû. Óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà:
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Ïîÿñíèì âûøåñêàçàííîå íà ïðèìåðå äâèæå-
íèÿ òî÷å÷íîé ÷àñòèöû âî âíåøíåì ïîëå ñ ïî-
òåíöèàëîì )(rV

r
 , ãäå r

r
-òðåõìåðíûé ðàäèóñ-âåê-

òîð, ïðîåêöèè êîòîðîãî zyx ,,  íà äåêàðòîâû îñè
êîîðäèíàò çàäàþò òðè îáîáùåííûå êîîðäèíàòû,
òàê ÷òî ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ÷àñòèöû S = 3.
Ãàìèëüòîíèàí ÷àñòèöû ),( ii pqH  â ýòîì ñëó÷àå

Èññëåäîâàíû óñëîâèÿ ïðîÿâëåíèÿ íåðåãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ è õàîòè÷íîñòè äëÿ àâòîíîìíûõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ ñèñòåì. Ïîêàçàíî, ÷òî òåîðåìà Ëèóâèëëÿ-Àðíîëüäà, ñâÿçû-
âàþùàÿ ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ñ ÷èñëîì ãëàâíûõ íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ñèñòåìû, îïðå-
äåëÿåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïðîÿâëåíèÿ õàîñà â ñèñòåìå. Ïðîäåìîíñòðèðîâàí ìåòîä îïèñàíèÿ õàîñà
â êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ íà îñíîâå àïïàðàòà ñëó÷àéíûõ ìàòðèö Âèãíåðà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ïðîÿâëå-
íèÿ êâàíòîâîãî õàîñà ïðîàíàëèçèðîâàíû ñâîéñòâà  íåéòðîííûõ ðåçîíàíñîâ â àòîìíûõ ÿäðàõ è  äèà-
ìàãíèòíîé çàäà÷è Êåïëåðà.

ÓÄÊ 530.145



1 4

ÂÅÑÒÍÈÊ ÂÃÓ, Ñåðèÿ ôèçèêà, ìàòåìàòèêà, 2000, â. 1

Ñ.Ã. Êàäìåíñêèé

ðàâåí ñóììå êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé
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Èíòåãðèðîâàíèå  óðàâíåíèé (1) ïðè çàäàíèè
2S- íà÷àëüíûõ óñëîâèé  )0(iq , )0(iq&  ïîçâîëÿåò
íàéòè òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ñèñòåìû:

)),0(),0(()( tqqFtq iiii &= , (2)

ãäå ôóíêöèÿ iF  îïðåäåëÿåò çàêîí, îñóùåñòâëÿ-
þùèé îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû  )0(iq , )0(iq&  â ñîñòîÿíèå ñèñ-
òåìû ïðè 0>t .Óðàâíåíèå (2) ïîëíîñòüþ äåòåð-
ìèíèðîâàíî è íå ñîäåðæèò ñâîéñòâ õàîñà, îñíîâ-
íûìè ïðèçíàêàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àé-
íîñòü è íåïðåäñêàçóåìîñòü ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû è
íåâîçìîæíîñòü ïîâòîðåíèÿ ýâîëþöèè ñèñòåìû
ïðè âûõîäå åå èç îäíîãî è òîãî æå ñòàðòîâîãî ñî-
ñòîÿíèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû  ìîæíî áûëî íàáëþäàòü íå-
ðåãóëÿðíûå äâèæåíèÿ ñèñòåìû, äîïóñòèì, ÷òî â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè  ñèñòåìà îïèñûâàåò-
ñÿ íå îäíîé òî÷êîé ñ êîîðäèíàòàìè  )0(iq , )0(iq& ,
à ìàëîé îáëàñòüþ oV  â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, âñå
òî÷êè êîòîðîé ðàâíîâåðîÿòíû. Ýòó îáëàñòü ïðåä-
ñòàâèì â âèäå ñôåðû ñ öåíòðîì â òî÷êå )0(iq ,

)0(iq&  è ìàëûì ðàäèóñîì )0(D . Ïî òåîðåìå Ëèó-
âèëëÿ [2] ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû â ñîîòâåòñòâèè ñ
óðàâíåíèåì (1) îáúåì   ôàçîâîé îáëàñòè )(tV , â
êîòîðóþ ïåðåõîäèò íà÷àëüíàÿ îáëàñòü  oV ,  íå
ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Åñëè ñèñòåìà óñòîé÷èâà ê
ìàëûì âàðèàöèÿì (ìàëûì âîçìóùåíèÿì) íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé [1] ,  ôîðìà îáëàñòè )(tV  êàê ôóíê-
öèÿ t áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî ñîõðàíÿòüñÿ, ÷òî ñî-
îòâåòñòâóåò ðåãóëÿðíîìó ïîâåäåíèþ ñèñòåìû,
ïðè êîòîðîì ñèñòåìà èìååò òîëüêî ïåðèîäè÷åñ-
êèå äâèæåíèÿ. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåð-
æäåíèå: åñëè ñèñòåìà ðåãóëÿðíà, îíà ÿâëÿåòñÿ
óñòîé÷èâîé ê ìàëûì âàðèàöèÿì íà÷àëüíûõ óñ-
ëîâèé.  Äëÿ íåóñòîé÷èâûõ æå ñèñòåì ïðè ìà-
ëûõ âàðèàöèÿõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðîèñõîäèò
ðåçêîå îòêëîíåíèå òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ îò èñ-
õîäíîé òðàåêòîðèè (2) , òî åñòü ìàëûå âîçìó-
ùåíèÿ  íàðàñòàþò âî âðåìåíè.  Ìàòåìàòè÷åñ-

êè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòêëîíåíèÿ )(tD  îò èñõîä-
íîé òðàåêòîðèè (2) ïî îïðåäåëåííûì íàïðàâëå-
íèÿì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå óâåëè÷èâàþòñÿ
íà íà÷àëüíîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïî ýêñïîíåí-
öèàëüíîìó çàêîíó Ëÿïóíîâà [1]:

)exp()0()( tDtD λ= , (3)

ãäå êîíñòàíòà λ ÿâëÿåòñÿ  ïîëîæèòåëüíîé. Â
äàëüíåéøåì â ñèëó âñòóïàåò ìåõàíèçì íåëèíåé-
íîãî îãðàíè÷åíèÿ ïðîöåññà íàðàñòàíèÿ âîçìó-
ùåíèÿ [1], è òðàåêòîðèè ñíîâà íà÷èíàþò ñáëè-
æàòüñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñ ðîñòîì âðåìåíè  ïðîèñ-
õîäèò ñèëüíàÿ äåôîðìàöèÿ îáëàñòè )(tV  ïðè ñî-
õðàíåíèè åå îáúåìà ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëüíîé
îáëàñòè oV - ïî îäíèì íàïðàâëåíèÿì îíà ðàñøè-
ðÿåòñÿ, à ïî äðóãèì ñæèìàåòñÿ. Òîãäà òðàåêòî-
ðèè ñèñòåìû ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêîì óðîâíå
åå íåëèíåéíîñòè  ðàâíîìåðíî ïåðåìåøàþòñÿ â
çàíÿòîé èìè îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåðåãóëÿðíîìó ïîâåäåíèþ
ñèñòåìû è ïîÿâëåíèþ â íåé õàîòè÷åñêèõ
ñâîéñòâ, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðûõ ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü âåðîÿòíîñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

Äëÿ îöåíêè óðîâíÿ õàîòè÷íîñòè ñèñòåìû ïðè
ïåðåõîäå îò ìàëûõ ìàñøòàáîâ íåðåãóëÿðíîñòè
äâèæåíèÿ, êîãäà êîíñòàíòà λ ìàëà, ê áîëüøèì
ìîæíî èñïîëüçîâàòü áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ñòà-
áèëüíîñòè ñèñòåìû χ , îïðåäåëÿåìûé êàê

Tλχ = , ãäå T - õàðàêòåðíûé ïåðèîä ðåãóëÿðíî-
ãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Åñëè çíà÷åíèå 1<<χ , ñèñ-
òåìà ÿâëÿåòñÿ ñëàáî âîçìóùåííîé, òî åñòü õàîòè-
÷åñêèå ñëîè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû
èìåþò ìàëûé ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ, è ñèñòåìà âå-
äåò ñåáÿ ïî÷òè êàê ðåãóëÿðíàÿ. Åñëè 1=χ , ñëåäû
ðåãóëÿðíûõ ñëîåâ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðàê-
òè÷åñêè èñ÷åçàþò, è ïîâåäåíèå ñèñòåìû ñòàíîâèò-
ñÿ õàîòè÷åñêèì.

Íåðåãóëÿðíîñòü äâèæåíèÿ è ñâîéñòâà ñèììåò-
ðèè êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ïåðåõîäà ê õàîñó â ðàç-
ëè÷íûõ ñèñòåìàõ , âêëþ÷àÿ è êâàíòîâûå, â ðàáî-
òå [4] áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâ-
ëåíèå îá èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
ñèñòåìû, äîñòàòî÷íî øèðîêî  ïðèìåíÿåìîå ïðè
îïèñàíèè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì [3]. Äëÿ àâòîíîì-
íûõ  êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì ñóùåñòâóþò òàêèå ôóí-
êöèè ))(),(( tptqJJ ii=  ôàçîâûõ êîîðäèíàò ñèñòå-
ìû )(),( tptq ii , êîòîðûå íå çàâèñÿò îò âðåìåíè è
íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. Ñðåäè èíòåã-
ðàëîâ äâèæåíèÿ  ñèñòåìû âûäåëåííóþ ðîëü èã-
ðàþò òàê íàçûâàåìûå ãëàâíûå èëè ïåðâûå èíòåã-
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ðàëû äâèæåíèÿ kJ ,  êîòîðûå ïðÿìî ñâÿçàíû ñ
ïðîñòðàíñòâåííûìè è âðåìåííûìè ñâîéñòâàìè
ñèììåòðèè ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû. Ýòó ñâÿçü
óñòàíàâëèâàåò òåîðåìà Íåòòåð [3]. Òàê, åñëè ãà-
ìèëüòîíèàí ñèñòåìû ),( ii pqH íå ìåíÿåòñÿ ïðè
ñäâèãå âðåìåíè, ñäâèãàõ íà÷àëà ñèñòåìû  êîîð-
äèíàò, ïîâîðîòàõ ñèñòåìû êîîðäèíàò âîêðóã
ïðîèçâîëüíîé îñè, òî ñèñòåìà îáëàäàåò òàêèìè
ãëàâíûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ kJ , êàê ýíåð-
ãèÿ,  èìïóëüñ, ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñè-
ñòåìû. Ñóùåñòâóåò òåîðåìà Ëèóâèëëÿ-Àðíîëü-
äà [3], ñîãëàñíî êîòîðîé ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà
ñ S  còåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò òîëüêî ðåãóëÿð-
íûå òèïû äâèæåíèé, åñëè SM =  , ãäå M - ÷èñëî
íåçàâèñèìûõ ãëàâíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ kJ .
Òàêèå ñèñòåìû îáëàäàþò ñâîéñòâîì èíòåãðèðó-
åìîñòè èõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1), òî åñòü òðà-
åêòîðèè äâèæåíèÿ ñèñòåìû (2) ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç èíòåãðàëû îò àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Åñëè æå SM <  , óðàâíåíèÿ  äâèæåíèÿ (1) â ïðèí-
öèïå ñòàíîâÿòñÿ íåèíòåãðèðóåìûìè, è äâèæå-
íèå ñèñòåìû ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ñòà-
íîâèòñÿ íåðåãóëÿðíûì è ñèñòåìà ïåðåõîäèò â
õàîòè÷åñêèé ðåæèì. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ
ôîðìóëèðîâêîé íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ïîÿâëå-
íèÿ â ñèñòåìå õàîñà.

Êëàññè÷åñêàÿ äèàìàãíèòíàÿ çàäà÷à Êåïëåðà
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà êëàññè÷åñêîé àâòîíîì-

íîé íåëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû , äëÿ êî-
òîðîé äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èññëåäîâàíû [5] ðå-
æèìû ïåðåõîäà îò ðåãóëÿðíîñòè ê õàîñó, ðàññìîò-
ðèì  äèàìàãíèòíóþ çàäà÷ó Êåïëåðà. Â íåé àíà-
ëèçèðóåòñÿ  äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïðèòÿãèâàþ-
ùåì êóëîíîâñêîì ïîëå àòîìà âîäîðîäà ñ îäíî-
âðåìåííûì âîçäåéñòâèåì íà ýëåêòðîí ïîñòîÿí-
íîãî è îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ íàïðÿæåí-
íîñòüþ B

r
, íàïðàâëåííîé ïî îñè Z. Ãàìèëüòîíè-

àí ýëåêòðîíà â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê:

VHH o += , (4)

ãäå oH  -  ãàìèëüòîíèàí çàäà÷è Êåïëåðà :

r

e

m

p
Ho

22

2
−=

r

, (5)

à V - ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà, ñâÿçàííàÿ ñ  âîç-
äåéñòâèåì íà ýëåêòðîí ìàãíèòíîãî ïîëÿ :

)(
2

1 222 yxmLV z ++= ωω , (6)

ïðè÷åì zL - ïðîåêöèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâè-

æåíèÿ ýëåêòðîíà íà îñü Z, à ÷àñòîòà 
mc

eB

2
=ω .

Äëÿ ÿâíîé îöåíêè ìàñøòàáîâ âëèÿíèÿ ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ óäîáíî ââåñòè áåçðàçìåðíóþ ýíåðãèþ

oE

E=ε , ãäå âåëè÷èíà 3
142 )( emEo ω=    ñîîòâåò-

ñòâóåò êóëîíîâñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà äëÿ  òà-
êèõ çíà÷åíèé r , êîãäà ýòà  ýíåðãèÿ ñîâïàäàåò

ñî ñâÿçàííîé ñ ìàãíèòíûì ïîëåì  ýíåðãèåé

2

22ωmr
.  Äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïîëíîé

ýíåðãèè ýëåêòðîíà E , ïðè êîòîðûõ äâèæåíèå
ýëåêòðîíà ïðîèñõîäèò â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, âåëè÷èíà ε  ìåíÿåòñÿ îò
− ∞  äëÿ 0=B  äî 0 ïðè ∞=B .

Ïðîàíàëèçèðóåì ýòó çàäà÷ó ñ ïîçèöèé èí-
òåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïðè îòñóò-
ñòâèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ  ãàìèëüòîíè-
àí  ýëåêòðîíà  ñîâïàäàåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì oH
(5) çàäà÷è Êåïëåðà. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò
ãëàâíûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå
ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè ãàìèëüòîíèàíà  oH , êî-
òîðûé íå ìåíÿåòñÿ âî  âðåìåíè (ñ ýòèì ñâÿçàíà
ýíåðãèÿ E) è îáëàäàåò ïðîñòðàíñòâåííîé ñôåðè-
÷åñêîé ñèììåòðèåé (ñ ýòèì ñâÿçàí âåêòîð L

r

ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà). Ñðå-
äè ýòèõ ãëàâíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ìîæíî
íàéòè òðè ãëàâíûõ íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëà -
ýíåðãèþ E , êâàäðàò ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâè-
æåíèÿ ýëåêòðîíà 2L

r
  è åãî ïðîåêöèþ zL  íà îñü

Z. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå 3== SM , òî óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà èíòåãðèðóåìû, à äâè-
æåíèå ýëåêòðîíà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Ïðè
âêëþ÷åíèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîòåíöè-
àë V (6) ñîõðàíÿåò â êà÷åñòâå ãëàâíûõ íåçàâè-
ñèìûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ òîëüêî ýíåðãèþ è
ïðîåêöèþ Lz , íî ðàçðóøàåò èíòåãðàë äâèæåíèÿ

2L
r

. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå M=2 < S=3,  è â ñè-
ñòåìå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ õàîòè÷åñêèå ìîäû äâè-
æåíèé, ñâÿçàííûå ñ âîçíèêíîâåíèåì â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñòîõàñòè÷åñêèõ ñëîåâ. Äëÿ ìàëûõ
çíà÷åíèé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ B
èíòåãðàë äâèæåíèÿ 2L

r
  ïðèáëèæåííî ñîõðàíÿåò-

ñÿ, ïîýòîìó ñòîõàñòè÷åñêèå ñëîè â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå åùå äîñòàòî÷íî òîíêè, òàê ÷òî ðåãó-
ëÿðíîå äâèæåíèå ïðåîáëàäàåò. Ïðè óâåëè÷åíèè
íàïðÿæåííîñòè B   âåëè÷èíà 2L

r
 ïåðåñòàåò áûòü

èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Òîãäà íàðàñòàåò íåðåãó-
ëÿðíîñòü  äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà è îíî ïðèáëèæà-
åòñÿ ê  ðåæèìó ïîëíîãî õàîñà.

Â  ðàáîòå  [5] ñ èñïîëüçîâàíèåì áûñòðîäåé-
ñòâóþùèõ êîìïüþòåðîâ áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò
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Ñ.Ã. Êàäìåíñêèé

äîëè R  ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîêðûâàåìîãî
ðåãóëÿðíûìè òðàåêòîðèÿì ýëåêòðîíà,  â çàâè-
ñèìîñòè îò âåëè÷èíû ε  äëÿ ñëó÷àÿ ñâÿçàííûõ
ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíà  (ε < 0). Ðåçóëüòàòû ýòîãî
ðàñ÷åòà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.1. Âèäíî, ÷òî âå-
ëè÷èíà R áëèçêà ê 1 äëÿ 48,0−≤ε , à çàòåì ïðè
óâåëè÷åíèè ε áûñòðî ñïàäàåò äî íóëÿ â îáëàñ-
òè 125,048,0 −≤≤− ε , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðå-
õîäó äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà â õàîòè÷åñêèé ðåæèì.

Îïèñàíèå êâàíòîâûõ àâòîíîìíûõ ãàìèëüòî-
íîâûõ ñèñòåì

Äëÿ ïåðåõîäà  îò êëàññè÷åñêîãî ê êâàíòî-
âîìó îïèñàíèþ àâòîíîìíîé ãàìèëüòîíîâîé ìå-
õàíè÷åñêîé  ñèñòåìû íåîáõîäèìî [2] âûïîëíèòü
äâå ïðîöåäóðû. Âî-ïåðâûõ, â êëàññè÷åñêîì ãà-
ìèëüòîíèàíå ),( ii pqH  ñëåäóåò ñîõðàíèòü âñå S
îáîáùåííûõ êîîðäèíàò iq , à îáîáùåííûå èì-

ïóëüñû ip  çàìåíèòü íà îïåðàòîðû 
i

i
q

ip
∂
∂

h−=ˆ ,

ãäå h - ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, òî åñòü âìåñòî êëàñ-

ñè÷åñêîãî  ãàìèëüòîíèàíà ),( ii pqH  ñëåäóåò èñ-
ïîëüçîâàòü åãî êâàíòîâûé àíàëîã - îïåðàòîð Ãà-
ìèëüòîíà )ˆ,(ˆ

ii pqHH ≡ . Àíàëîãè÷íî âñå ãëàâ-
íûå íåçàâèñèìûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ

),( iikk pqJJ =  êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû, íå ñîâïà-
äàþùèå ñ ãàìèëüòîíèàíîì ñèñòåìû, ñëåäóåò
çàìåíèòü íà îïåðàòîðû )ˆ,(ˆ

iikk pqJJ = . Çàìåòèì,
÷òî ïðè îïèñàíèè êâàíòîâûõ ñèñòåì  ÷àñòèö,
îáëàäàþùèõ  âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,
ñâÿçàííûìè, íàïðèìåð, ñ èõ ñïèíîì, òðåáóåòñÿ

ó÷åò ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ îáîá-
ùåííûõ âíóòðåííèõ êîîðäèíàò ÷àñòèö â îïåðà-
òîðàõ âñåõ íåçàâèñèìûõ ãëàâíûõ èíòåãðàëîâ,
÷èñëî êîòîðûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íîé
êëàññè÷åñêîé ñèñòåìîé óâåëè÷èâàåòñÿ. Âî-âòî-
ðûõ, íåîáõîäèìî íàéòè  âîëíîâóþ ôóíêöèþ
ñèñòåìû )( iqλΨ , êâàäðàò ìîäóëÿ êîòîðîé

2
)( iqλΨ îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàé-

òè ñèñòåìó â ñîñòîÿíèè ñ îáîáùåííûìè êîîð-
äèíàòàìè iq . Äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû )( iqλΨ  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà:

)()(ˆ
ii qEqH λλλ Ψ=Ψ , (7)

êîòîðîå ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ  ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè )( iqλΨ  îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà ñèñòåìû Ĥ  ñ
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λE  , êîòîðûå îïðåäå-
ëÿþò  âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû.
Íàëè÷èå â ñèñòåìå íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ  èíòåã-
ðàëîâ äâèæåíèÿ 

kĴ  ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî  âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû  )( iqλΨ ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñîá-
ñòâåííîé ôóíêöèåé  è îïåðàòîðîâ  

kĴ  ñ ñîáñòâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè kJ :

=Ψ )(ˆ
ik qJ λ )( ik qJ λΨ . (8)

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (7-8) íå çàâèñÿò îò
âðåìåíè è ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, â îòëè÷èå îò
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1) äëÿ êëàññè÷åñêîé ñèñ-
òåìû, à èõ ðåøåíèÿ  äàþò [2] îäíîçíà÷íîå è äå-
òåðìèíèðîâàííîå îïèñàíèå âîëíîâîé ôóíêöèè
ñèñòåìû )( iqλΨ  âî âñåì ïðîñòðàíñòâå åå îáîá-
ùåííûõ êîîðäèíàò. Êàê è â ñëó÷àå êëàññè÷åñ-
êèõ ñèñòåì, ýòîò âûâîä îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíå-
íèÿ (7-8) ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàíû è íå ñî-
äåðæàò ñâîéñòâ õàîñà, îñíîâíûìè ïðèçíàêàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíîñòü è íåïðåäñêàçó-
åìîñòü ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû. Êîãäà æå â êâàíòî-
âûõ ñèñòåìàõ ìîæíî íàáëþäàòü èõ íåðåãóëÿð-
íîå ïîâåäåíèå è êâàíòîâûé õàîñ?

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé êâàíòîâîé ñè-
ñòåìû, â êîòîðîé ÷èñëî óðàâíåíèé (7-8) , ðàâ-
íîå ÷èñëó M ãëàâíûõ íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ
äâèæåíèÿ, ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì S îáîáùåííûõ êî-
îðäèíàò iq ,îò êîòîðûõ çàâèñèò âîëíîâàÿ ôóí-
êöèÿ ñèñòåìû, òî åñòü ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáî-
äû ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (7-8) ÿâ-
ëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè, òî åñòü  âîëíîâàÿ ôóí-
êöèÿ ñèñòåìû )( iqλΨ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â âèäå èíòåãðàëîâ îò àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

 
Ðèñ.1. Çàâèñèìîñòü äîëè R ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà,
ïîêðûâàåìîãî ðåãóëÿðíûìè òðàåêòîðèÿìè , îò
ýíåðãèè ε  äëÿ êëàññè÷åñêîé äèàìàãíèòíîé çàäà÷è
Êåïëåðà.



1 7

ÂÅÑÒÍÈÊ ÂÃÓ, Ñåðèÿ ôèçèêà, ìàòåìàòèêà, 2000, â. 1

Êâàíòîâûé  äåòåðìèíèðîâàííûé  õàîñ

Òàêàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îïèñûâàåò ðåãóëÿðíîå
ïîâåäåíèå ñèñòåìû. Åñëè æå êâàíòîâàÿ ñèñòå-
ìà èìååò ÷èñëî M<S, òî óðàâíåíèÿ (7-8) ÿâëÿ-
þòñÿ íåèíòåãðèðóåìûìè , è â ýòîì ñëó÷àå (ïðè
îïðåäåëåííîì ñïîñîáå îïèñàíèÿ ñèñòåìû !) â íåé
ìîæíî íàáëþäàòü íåðåãóëÿðíîå ïîâåäåíèå è
õàîñ. Ýòîò âûâîä, ñäåëàííûé â ðàáîòàõ [4], ôàê-
òè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå òåîðå-
ìû Ëèóâèëëÿ-Àðíîëüäà íà ñëó÷àé êâàíòîâûõ
ñèñòåì è ôîðìóëèðóåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå íå-
ðåãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ óêàçàííûõ ñèñòåì.  Ïðè
êàêîì æå ñïîñîáå îïèñàíèÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì
è â êàêèõ òåðìèíàõ ìîæíî îáíàðóæèòü èõ íåðå-
ãóëÿðíîå ïîâåäåíèå  è  ïðîÿâëåíèå â íèõ äåòåð-
ìèíèðîâàííîãî êâàíòîâîãî õàîñà?

Ñëó÷àéíûå ìàòðèöû Âèãíåðà è äåòåðìèíè-
ðîâàííûé  êâàíòîâûé õàîñ

Åùå â íà÷àëå 20-õ ãîäîâ  Ãåéçåíáåðãîì áûëà
ïðåäëîæåíà ìàòðè÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà êâàíòî-
âîé ìåõàíèêè, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíò-
íà ïî ðåçóëüòàòàì ôîðìóëèðîâêå, îáñóæäàâ-
øåéñÿ âûøå è îñíîâàííîé [2] íà èñïîëüçîâàíèè
ïîíÿòèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè. Ïðîäåìîíñòðèðó-
åì îñîáåííîñòè ìàòðè÷íîãî ïîäõîäà  íà ïðèìå-
ðå àâòîíîìíîé íåðåãóëÿðíîé êâàíòîâîé ñèñòå-
ìû, îïèñûâàåìîé âîëíîâîé ôóíêöèåé )( iqλΨ ,
óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèÿì (7-8), êîãäà M<S.
Ðàçëîæèì ôóíêöèþ )( iqλΨ  â ðÿä ïî èçâåñòíûì
âîëíîâûì ôóíêöèÿì )( ik qφ  äëÿ èíòåãðèðóåìîé
è ïîýòîìó ðåãóëÿðíîé  êâàíòîâîé ñèñòåìû ñ òåì
æå ñàìûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû:

∑=Ψ
k

ikki qcq )()( φλ
λ , (9)

ãäå êîýôôèöèåíòû λ
kc , âçÿòûå ïî ìîäóëþ â êâàä-

ðàòå, îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòü íàéòè èçó÷àåìóþ
ñèñòåìó  â ñîñòîÿíèè, îïèñûâàåìîì âîëíîâîé
ôóíêöèåé )( ik qφ , è  ïîýòîìó óäîâëåòâîðÿþò óñ-
ëîâèÿì íîðìèðîâêè:

1
2

=∑
k

kcλ
 ,      ∑ =

λ

λ 1
2

kc .                  (10)

Åñëè ïîäñòàâèòü ðàçëîæåíèå (9) â óðàâíå-
íèå  Øðåäèíãåðà(7) , òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ λ

kc
ìîæíî ïîëó÷èòü [2] ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå:

∑ =
1

11
k

kkkk cEcH λ
λ

λ
,        (11)

ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû 
1kkH îïðåäåëÿþòñÿ èí-

òåãðàëàìè âèäà:

i
i

ikiikkk dqqqHqH ∏∫ ∗= )()(ˆ)(
11

φφ ,        (12)

ïðè÷åì çâåçäî÷êà íàä âîëíîâîé ôóíêöèåé ñî-
îòâåòñòâóåò åå êîìïëåêñíîìó ñîïðÿæåíèþ. Â
êâàíòîâîé ìåõàíèêå [2] ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðÿä
(9) òî÷íî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè  )( iqλΨ , åñëè â
ñóììå ïî k  ó÷èòûâàåòñÿ ïîëíûé (áåñêîíå÷íûé)
íàáîð  ôóíêöèé )( ik qφ . Îäíàêî îïðåäåëåííóþ
ãðóïïó âîëíîâûõ ôóíêöèé )( iqλΨ ñ èíäåêñàìè
λ , ëåæàùèìè â íåêîòîðîé êîìïàêòíîé îáëàñòè,
ìîæíî ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñ-
òè îïèñàòü ðàçëîæåíèÿìè âèäà (9) ïðè èñïîëüçî-
âàíèè  êîíå÷íîãî ÷èñëà N ñîñòîÿíèé  )( ik qφ . Ýòè
ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþò ãëàâíûìè êîìïîíåíòàìè
àíàëèçèðóåìûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé )( iqλΨ . Â
ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà 

1kkH  ñòàíîâèòñÿ êâàäðàò-
íîé ìàòðèöåé ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ N2.  Çíàÿ ýòó
ìàòðèöó, ìîæíî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (11) ðàñ-
ñ÷èòàòü  ýíåðãèè λE  è êîýôôèöèåíòû λ

kc  äëÿ N
ñîñòîÿíèé )( iqλΨ  , à çàòåì ñ ïîìîùüþ ðàçëîæå-
íèÿ (10) âîññòàíîâèòü è âîëíîâûå ôóíêöèè ýòèõ
ñîñòîÿíèé. Íî  åñëè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû )( iqλΨ
îïèñûâàåòñÿ êîíå÷íîé ñóïåðïîçèöèåé (9) ðåãó-
ëÿðíûõ ñîñòîÿíèé  )( ik qφ , òî ñîñòîÿíèå )( iqλΨ
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Êàê æå òîãäà áûòü
ñ íåðåãóëÿðíûì ïîâåäåíèåì ñèñòåìû? Ñèòóàöèÿ
â ýòîì ñëó÷àå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ñèòóàöèè
ñ ïîëíîé äåòåðìèíèðîâàííîñòüþ  ëþáîé êîíê-
ðåòíîé òðàåêòîðèè (2) â  êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå.
Âûõîä èç ýòîé ñèòóàöèè â êâàíòîâîé ñèñòåìå
àíàëîãè÷åí âûõîäó èç ïîäîáíîé ñèòóàöèè â
êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå, êîãäà íåîáõîäèìî ïåðåé-
òè îò íàáëþäåíèÿ îäíîé òðàåêòîðèè  ê ðàññìîò-
ðåíèþ âñåõ òðàåêòîðèé, ñâÿçàííûõ ñ  ìàëûì
íà÷àëüíûì ôàçîâûì îáúåìîì ñèñòåìû oV . Äëÿ
âîçìîæíîñòè íàáëþäåíèÿ íåðåãóëÿðíîãî ïîâå-
äåíèÿ êâàíòîâîé  ñèñòåìû  íåîáõîäèìî ðàññìàò-
ðèâàòü íå îäíî ñîñòîÿíèå )( iqλΨ , à äîñòàòî÷íî
áîëüøóþ ãðóïïó (àíñàìáëü) ïîäîáíûõ ñîñòîÿ-
íèé è àíàëèçèðîâàòü ïðîÿâëåíèå íåðåãóëÿðíîñ-
òè ñâîéñòâ ñèñòåìû â íåðåãóëÿðíîì ïîâåäåíèè
êîýôôèöèåíòîâ λ

kc  â ðàçëîæåíèÿõ òèïà (9) äëÿ
âñåãî ðàññìàòðèâàåìîãî àíñàìáëÿ.

Ñëåäóÿ Âèãíåðó, äîïóñòèì, ÷òî ñâîéñòâà õà-
îñà â êâàíòîâîé ñèñòåìå ïðîÿâëÿþòñÿ â òîì, ÷òî
ìàòðèöà 

1kkH  ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ìàòðèöåé, âñå
ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-
íàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîêàçàòü [6], ÷òî ýëå-
ìåíòû ýòîé ìàòðèöû ïîä÷èíÿþòñÿ íîðìàëüíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ, õîðîøî èçâåñòíîìó â òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòè. Òîãäà èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11), â
êîòîðîì ôèãóðèðóåò ñëó÷àéíàÿ ìàòðèöà 

1kkH ,
ìîæíî ðàññ÷èòàòü äëÿ  N  ñîñòîÿíèé )( iqλΨ  ðàñ-



1 8

ÂÅÑÒÍÈÊ ÂÃÓ, Ñåðèÿ ôèçèêà, ìàòåìàòèêà, 2000, â. 1

Ñ.Ã. Êàäìåíñêèé

ïðåäåëåíèÿ ýíåðãèé λE  è êîýôôèöèåíòîâ λ
kc , êî-

òîðûå ñòàíîâÿòñÿ òàêæå ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíà-
ìè. Èñïîëüçóÿ íàéäåííîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåð-
ãèé λE , ìîæíî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé
D ìåæäó ñîñåäíèìè ïî âåëè÷èíå ýíåðãèè óðîâ-
íÿìè λE , íàçûâàåìîå ðàñïðåäåëåíèåì Âèãíåðà:







−= 2

4
exp

2
)( xxxP

ππ
,        (13)

ãäå 
0D

Dx = ,à 0D -ñðåäíåå  ðàññòîÿíèå ìåæäó

ñîñåäíèìè óðîâíÿìè.
Â ñâîþ î÷åðåäü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ

êîýôôèöèåíòîâ λ
kc  ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ k

è λ  îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî  óñëîâèÿìè èõ íîðìè-
ðîâêè (10). Ïîýòîìó, åñëè ÷èñëî ãëàâíûõ êîìïî-
íåíò N  â ðàçëîæåíèè (11) çíà÷èòåëüíî áîëüøå
åäèíèöû , òî ëþáîé èç  êîýôôèöèåíòîâ λ

kc  ïîä-
÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ âèäà:







−= 2)(

2
exp)

2
()( λλ

π kk c
NN

cP  ,        (14)

 äëÿ êîòîðîãî ñðåäíåå çíà÷åíèå 2)( λ
kc  âåëè÷è-

íû 2)( λ
kc  ðàâíî N

1 . Èñïîëüçóÿ ðàñïðåäåëåíèå
êîýôôèöèåíòîâ λ

kc , ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ )( fPν  âåëè÷èíû f = ( )∑
k

kkc βλ 2

, ãäå

kβ  - ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå âåëè÷èíû:

)( fPν = 






−

−

2
exp

1
2 y

yB
νν

ν ,         (15)

ãäå )(
f

f
y = , νB -íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà, à

1
2

2 −















= ∑∑

k
k

k
k ββν .                                         (16)

Ðàñïðåäåëåíèå (15) ñîâïàäàåò ñ õîðîøî èç-
âåñòíûì â òåîðèè âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèåì

2χ  ñ   ν   ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Â ñëó÷àå  ν  =1
ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïåðåõîäèò â   ðàñïðåäåëåíèå
Ïîðòåðà-Òîìàñà. Ìàñøòàá ôëþêòóàöèé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû f  â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿ-
åòñÿ åå äèñïåðñèåé  )( fD =

22 ff − , êîòîðàÿ

äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (15) îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé
22

f
ν . Âèäíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ  ν  =1  ýòè  ôëþê-

òóàöèè  âåëèêè, îäíàêî ïðè  ν  >>1  âåëè÷èíà
f ïðàêòè÷åñêè íå ôëþêòóèðóåò.

Íåéòðîííûå ðåçîíàíñû è êâàíòîâûé õàîñ
â àòîìíûõ ÿäðàõ

Â ñå÷åíèÿõ ÿäåðíûõ ðåàêöèé, èíäóöèðóåìûõ
ïàäàþùèìè íà ÿäðî-ìèøåíü ñ àòîìíûì âåñîì
À  ìåäëåííûìè íåéòðîíàìè, íàáëþäàåòñÿ [6] â
çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè íåéòðîíîâ nE  áîëüøîå
÷èñëî õîðîøî ðàçäåëåííûõ óçêèõ ïèêîâ , ïîëî-
æåíèå êîòîðûõ íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îä-
íîé ðåàêöèè ê äðóãîé è êîòîðûå  ñîîòâåòñòâóþò
íåéòðîííûì ðåçîíàíñàì. Êàæäûé èç ýòèõ  ðåçî-
íàíñîâ îäíîçíà÷íî ñâÿçàí ñ îïðåäåëåííûì âîç-
áóæäåííûì ñîñòîÿíèåì ñîñòàâíîãî ÿäðà ñ àòîì-
íûì âåñîì (À+1),   êîòîðîå îáðàçóåòñÿ ïðè ñëèÿ-
íèè íàëåòàþùåãî íåéòðîíà ñ ÿäðîì-ìèøåíüþ, è
õàðàêòåðèçóåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé )( iqλΨ , îï-
ðåäåëÿåìîé ðåøåíèåì óðàâíåíèé (7-8)  è èíäåê-
ñîì λ , êîòîðûé, ïîìèìî ýíåðãèè λE , õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ åùå è íàáîðîì êâàíòîâûõ ÷èñåë,  ñâÿ-
çàííûõ ñ ïåðâûìè íåçàâèñèìûìè èíòåãðàëàìè
äâèæåíèÿ ÿäðà  kJ  . Ê òàêèì êâàíòîâûì ÷èñëàì
îòíîñÿòñÿ ïîëíûé ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ
ñîñòàâíîãî ÿäðà (åãî íàçûâàþò ñïèíîì ÿäðà ) J,
ïðîåêöèÿ ñïèíà m  íà îñü Z    è  ÷åòíîñòü π .  ×åò-
íîñòü ñèñòåìû ÷àñòèö â êâàíòîâîé ìåõàíèêå õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ  êâàíòîâûì ÷èñëîì  π , êîòîðîå
ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ  +1(-1), åñëè âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû íå ìåíÿåò çíàêà (ìåíÿåò
çíàê) ïðè îòðàæåíèè  ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäè-
íàò ÷àñòèö, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé (íå÷åòíîé).
Äëÿ ñèñòåì ñ ÿäåðíûìè è ýëåêòðîìàãíèòíûìè
âçàèìîäåéñòâèÿìè  ÷åòíîñòü ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì
äâèæåíèÿ, è òîëüêî ó÷åò ñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèé,
ïðîÿâëÿþùèõñÿ, íàïðèìåð â áåòà-ðàñïàäå, ïðè-
âîäèò ê íåñîõðàíåíèþ ÷åòíîñòè. Íåéòðîííûé ðå-
çîíàíñ õàðàêòåðèçóåòñÿ  òàêæå  øèðèíîé

∑ λλ Γ=Γ
s

s , êîòîðàÿ ïðè äåëåíèè íà h  äàåò ïîë-
íóþ âåðîÿòíîñòü ðàñïàäà ðåçîíàíñà â åäèíèöó
âðåìåíè, ïðè÷åì âåëè÷èíû sλΓ îïðåäåëÿþò ïàð-
öèàëüíûå øèðèíû ðàñïàäà íåéòðîííîãî ðåçîíàí-
ñà λ  â ðàçëè÷íûå êàíàëû s, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ

ns = , α=s , γ=s  è  fs =  îòâå÷àþò ñîîòâåò-
ñòâåííî êàíàëàì ðàñïàäà ñ èñïóñêàíèåì íåéòðî-
íà, àëüôà-÷àñòèöû, ãàììà-êâàíòà è  êàíàëó äåëå-
íèÿ ÿäðà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàêîïëåíà  áîãàòàÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ îá ýíåðãèÿõ,
ñïèíàõ è ÷åòíîñòÿõ íåéòðîííûõ ðåçîíàíñîâ, èõ
ïîëíûõ è ïàðöèàëüíûõ øèðèíàõ  è, íàêîíåö, îá
ýôôåêòàõ íåñîõðàíåíèÿ ÷åòíîñòè â íåéòðîííûõ
ðåçîíàíñàõ. Îáðàáîòêà ýòîé èíôîðìàöèè  [6,7]
ïîçâîëèëà  âïåðâûå ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèÿ î
ïðèðîäå öåëîãî ðÿäà ôóíäàìåíòàëüíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ è ñòàòèñòè÷åñêèõ  õàðàêòåðèñòèê ÿäåð,
âêëþ÷àÿ ïðåäñòàâëåíèÿ î êâàíòîâîì õàîñå.
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Êâàíòîâûé  äåòåðìèíèðîâàííûé  õàîñ

Ðèñ.2. Ðàñïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé 
0D

D
x =  ìåæäó

ñîñåäíèìè íåéòðîííûìè ðåçîíàíñàìè, íàáëþäàþùèìèñÿ

â ðåàêöèè n = Th232. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò
ðàñïðåäåëåíèþ Âèãíåðà P x( ) , íîðìèðîâàííîìó íà
÷èñëî (223)  àíàëèçèðóåìûõ íåéòðîííûõ ðåçîíàíñîâ .

Ïîñêîëüêó â òÿæåëûõ ÿäðàõ ÷èñëî S îáîá-
ùåííûõ êîîðäèíàò iq , âõîäÿùèõ â )( iqλΨ  ,
î÷åíü âåëèêî, à ÷èñëî M íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ  äëÿ íåéòðîííûõ ðåçîíàí-
ñîâ ìàëî ( SM << ), òî ìîæíî îæèäàòü â ñîîò-
âåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ëèóâèëëÿ-Àðíîëüäà  ïðî-
ÿâëåíèÿ  íåðåãóëÿðíîñòåé â ñâîéñòâàõ  àíñàìá-
ëÿ íåéòðîííûõ ðåçîíàíñîâ.

Ñòàòèñòè÷åñêèé  àíàëèç ðàñïðåäåëåíèÿ
ýíåðãåòè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ñîñåäíèìè
íåéòðîííûìè ðåçîíàíñàìè ñ ôèêñèðîâàííûìè
çíà÷åíèÿìè J , m è π  äëÿ øèðîêîé îáëàñòè ÿäåð
ïðîäåìîíñòðèðîâàë [6]  õîðîøåå ñîãëàñèå ýòèõ
ðàñïðåäåëåíèé ñ ðàñïðåäåëåíèåì Âèãíåðà (13),
÷òî èëëþñòðèðóåòñÿ ðèñóíêîì  2 . Äëÿ ïðîâåðêè
ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèé êîýôôèöèåíòîâ λ

kc  â
ðàçëîæåíèÿõ òèïà (9) äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé

)( iqλΨ àíñàìáëÿ íåéòðîííûõ ðåçîíàíñîâ ìîæíî
ðàññìîòðåòü ñâîéñòâà íåéòðîííûõ øèðèí nλΓ
íåéòðîííûõ ðåçîíàíñîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò-
ñÿ [7]  êàê nλΓ = 02)(

0 nkc Γλ , ãäå èíäåêñ 0k îòâå÷àåò â
ðàçëîæåíèè (9) âîëíîâîé ôóíêöèè 

0kφ ÿäðà (À+1),
êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò êâàçèñòàöèîíàðíîìó ñî-
ñòîÿíèþ íåéòðîíà ñ øèðèíîé ðàñïàäà 0

nΓ  â ïî-
òåíöèàëüíîì ïîëå ÿäðà-ìèøåíè. Òîãäà, ïðèðàâ-
íèâàÿ ââåäåííóþ âûøå âåëè÷èíó f âåëè÷èíå

nλΓ , ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî  øèðèíû nλΓ
àíñàìáëÿ íåéòðîííûõ ðåçîíàíñîâ  ïîä÷èíÿþòñÿ
ðàñïðåäåëåíèþ (15)  ñ ν =1, òî åñòü ðàñïðåäåëå-
íèþ Ïîðòåðà -Òîìàñà, ÷òî èëëþñòðèðóåòñÿ   ðè-

ñóíêîì 3 [6]. Àëüôà-øèðèíû  λαΓ  íåéòðîííûõ ðå-

çîíàíñîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê [7]

( )∑ ∑ α
λ

λαλα Γ=Γ=Γ
r r

rrr c 02

, ãäå 0
rαΓ  - øèðèíà ðàñïà-

äà  ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàþùåãî äâèæåíèå àëüôà -
÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå äî÷åðíåãî ÿäðà,
íàõîäÿùåãîñÿ â ñîñòîÿíèè r. Ïðèðàâíèâàÿ âåëè-
÷èíó λαΓ  âåëè÷èíå f , ìîæíî ñäåëàòü çàêëþ÷å-
íèå , ÷òî àëüôà-øèðèíû íåéòðîííûõ  ðåçîíàí-
ñîâ ïîä÷èíÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ 2χ  ñ   v  ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû (15), ãäå v îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé  (16) ïðè çàìåíå  èíäåêñà i íà èíäåêñ r , à
âåëè÷èí iα   íà  0

rαΓ . Ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîëíûõ àëüôà-øèðèí íåéò-
ðîííûõ ðåçîíàíñîâ ñ ðàñïðåäåëåíèåì 2χ  äåìîí-
ñòðèðóåò èõ õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå [7]. Ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå ãàììà-øèðèíû λγΓ  íåéòðîííûõ
ðåçîíàíñîâ ïðàêòè÷åñêè íå èñïûòûâàþò ôëþê-
òóàöèé ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî íåéòðîííîãî ðå-
çîíàíñà ê äðóãîìó [6]. Ýòîò ôàêò õîðîøî ïîíÿ-
òåí  ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (15), ïîñêîëü-
êó èìååòñÿ  ìíîãî êàíàëîâ ãàììà-ðàñïàäà  íåé-
òðîííîãî ðåçîíàíñà ñ ïåðåõîäîì íà  íèçêîëåæà-
ùèå ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâíîãî ÿäðà , òàê ÷òî âåëè-
÷èíà v  â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò áîëüøîå çíà-
÷åíèå v >>1 . Îñîáåííî äðàìàòè÷åñêàÿ êàðòèíà
âîçíèêàåò ñ äåëèòåëüíûìè øèðèíàìè fλΓ  íåéò-
ðîííûõ ðåçîíàíñîâ . Â  ýòîì ñëó÷àå ìîæíî áûëî
áû ðàññ÷èòûâàòü íà   ñèòóàöèþ, àíàëîãè÷íóþ
ñèòóàöèè ñ ãàììà-øèðèíàìè, êîãäà v  >>1 , ïî-
ñêîëüêó ÷èñëî íàáëþäàåìûõ êàíàëîâ äåëåíèÿ
ÿäðà ñ ïîÿâëåíèåì ÿäåð-îñêîëêîâ ñ ðàçëè÷íûì
ñîñòàâîì è â  ðàçëè÷íûõ  ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿ-
íèÿõ  èñêëþ÷èòåëüíî âåëèêî. Îäíàêî  ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå äåëèòåëüíûå øèðèíû fλΓ î÷åíü ñèëü-
íî ôëþêòóèðóþò ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî íåéò-
ðîííîãî ðåçîíàíñà ê äðóãîìó, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
åò ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèÿì  v, íå ñèëüíî
îòëè÷àþùèìñÿ îò  1. Èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî óäè-
âèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà áûëà äàíà Î. Áîðîì [6],
êîòîðûé ïðåäïîëîæèë,÷òî äåëåíèå ñîñòàâíîãî
ÿäðà èç íåéòðîííûõ ðåçîíàíñîâ  ïðîòåêàåò ÷å-
ðåç íåáîëüøîå ÷èñëî îïðåäåëåííûõ ïåðåõîäíûõ
ñîñòîÿíèé, îïèñûâàåìûõ âîëíîâûìè ôóíêöèÿ-
ìè φp . Òîãäà, ïðåäñòàâëÿÿ fλΓ  ôîðìóëîé, àíà-
ëîãè÷íîé ôîðìóëå äëÿ ïîëíîé àëüôà-øèðèíû
íåéòðîííîãî ðåçîíàíñà ïðè çàìåíå àëüôà-÷àñ-
òè÷íûõ   øèðèí 0

rαΓ  íà äåëèòåëüíûå øèðèíû fpΓ
èç ïåðåõîäíûõ ñîñòîÿíèé p , è èñïîëüçóÿ ðàñïðå-
äåëåíèå (15) ñ ff λΓ=  , ìîæíî îáúÿñíèòü ñèëü-
íûå  ôëþêòóàöèè äåëèòåëüíûõ øèðèí äëÿ àíñàì-
áëÿ íåéòðîííûõ ðåçîíàíñîâ.Çàìåòèì , ÷òî ïðåä-
ñòàâëåíèå î ïåðåõîäíûõ ñîñòîÿíèÿõ îêàçàëîñü
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Ñ.Ã. Êàäìåíñêèé

âåñüìà ïðîäóêòèâíûì è ïðè îïèñàíèè  ïðîöåñ-
ñîâ  äåëåíèÿ àòîìíûõ ÿäåð èç îñíîâíûõ è íèçêî-
ëåæàùèõ âîçáóæäåííûõ  ñîñòîÿíèé, âåñüìà äà-
ëåêèõ ïî ñâîéñòâàì îò íåéòðîííûõ ðåçîíàíñîâ.

 Òàêèì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû
îïåðàòîðà  Ãàìèëüòîíà (12)  êàê  ñëó÷àéíîé
ìàòðèöû íå òîëüêî áëåñòÿùå ïîäòâåðäèëîñü
ïðè àíàëèçå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àí-
ñàìáëÿ íåéòðîííûõ ðåçîíàíñîâ, íî è ïîçâîëèëî
ñäåëàòü âåñüìà ïðîäóêòèâíûå ïðåäñêàçàíèÿ .

Êâàíòîâàÿ äèàìàãíèòíàÿ çàäà÷à Êåïëåðà è
êâàíòîâûé ïàðàìåòð ñòàáèëüíîñòè

Âåðíåìñÿ ê êâàíòîâîé çàäà÷å Êåïëåðà. Ðàñ-
ñìîòðèì ðàçëîæåíèå (9)  âîëíîâîé ôóíêöèè

( )r
r

λΨ , ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé (7-8) ñ
òî÷íûì îïåðàòîðîì Ãàìèëüòîíà $ ( )H r

r
, ñîîò-

âåòñòâóþùèì êëàññè÷åñêîìó ãàìèëüòîíèàíó

(4), ïî âîëíîâûì ôóíêöèÿì ( )r
r

kφ  , ÿâëÿþùèìñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèé (7-8) ñ îïåðàòîðîì Ãàìèëü-

òîíà ( )rH
v

0
ˆ , ñîîòâåòñòâóþùèì êëàññè÷åñêîìó

ãàìèëüòîíèàíó çàäà÷è Êåïëåðà (5). Èíäåêñ k â

âîëíîâîé ôóíêöèè ( )r
r

kφ  ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-
åòñÿ çàäàíèåì òðåõ ÷èñåë  n l m, , , êîòîðûå ïî
òåðìèíîëîãèè  Í.Áîðà  íàçûâàþòñÿ ãëàâíûì,
îðáèòàëüíûì è ìàãíèòíûì êâàíòîâûìè ÷èñëà-
ìè  è îïðåäåëÿþò  ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òðåõ
íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ -

ýíåðãèè ýëåêòðîíà â êóëîíîâñêîì ïîëå

2n

R
En −=  , ãäå âåëè÷èíà 2

4

2h

me
R=  íàçûâàåòñÿ

ïîñòîÿííîé Ðèäáåðãà, îïåðàòîðà êâàäðàòà ìî-

ìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà 2ˆL
r

 è îïå-

ðàòîðà ïðîåêöèè îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåê-
òðîíà $Lz  íà îñü Z. Â ñâîþ î÷åðåäü, âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ ( )r
r

λΨ  îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà-
÷åíèÿìè äâóõ íåçàâèñèìûõ ãëàâíûõ èíòåãðàëîâ
-ýíåðãèåé Es  è  ìàãíèòíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì
m. Òàêèì îáðàçîì ïðè âêëþ÷åíèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ ñîõðàíÿåòñÿ âûðîæäåíèå ýíåðãèè ïî m, íî
èñ÷åçàåò åå âûðîæäåíèå ïî èíäåêñó l. Â ýòîì
ñëó÷àå óðàâíåíèÿ  (7-8) ñòàíîâÿòñÿ íåèíòåãðè-
ðóåìûìè, à èõ ðåøåíèÿ óæå ìîãóò îïèñàòü íå-
ðåãóëÿðíîå ïîâåäåíèå àíñàìáëÿ ñîñòîÿíèé

( )r
r

λΨ  êâàíòîâîé ñèñòåìû.
Èñïîëüçóÿ ìåòîäû ðàáîò [8], ìîæíî ðàññ÷è-

òàòü ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ  ðàñïðåäåëåíèÿ
êâàäðàòà êîýôôèöèåíòà λ

kc ðàçëîæåíèÿ (9) äëÿ

ôèêñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ k ñ õàðàêòåðèñòèêà-
ìè n l m, , ,ãäå n >> 1, â çàâèñèìîñòè îò õàðàê-
òåðèñòèê ñîñòîÿíèé λ ñ òåì æå çíà÷åíèåì m .
Ïðè óñðåäíåíèè ýòîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî
äîñòàòî÷íî øèðîêîìó ýíåðãåòè÷åñêîìó èíòåð-
âàëó ∆, âíóòðè êîòîðîãî èìååòñÿ ìíîãî ñîñòîÿ-

íèé λ , äëÿ óñðåäíåííîé âåëè÷èíû ( )2λ
kc  âîçíè-

êàåò Áðåéò-Âèãíåðîâñêàÿ ôîðìóëà :

λ

λ

0

2)(

D

ck
= [ ]4)

~
(2 22

kk

k

EE Γ+−
Γ

λπ ,                  (17)

êîòîðàÿ èìååò ôîðìó ïèêà ñ ìàêñèìóìîì ïðè

kEE
~=λ  è øèðèíîé íà ïîëóâûñîòå , ðàâíîé øè-

ðèíå ôðàãìåíòàöèè kΓ ñîñòîÿíèÿ k ïî  ñîñòîÿ-
íèÿì λ, ïðè÷åì 

kkkk VEE +=~  , kkV - ìàòðè÷íûé
ýëåìåíò ïîòåíöèàëà 0

ˆˆ HHV −=  (6), à  λ
0D  - ñðåä-

íåå ýíåðãåòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿ-
ìè λ ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì m .Òåïåðü ìîæ-

íî ââåñòè [4] âåëè÷èíó k
k

D0

Γ=χ , ãäå kD0 - ðàç-

íîñòü çíà÷åíèé 
kE

~  äëÿ ñîñåäíèõ óðîâíåé k, îò-
ëè÷àþùèõñÿ ïî n íà 1,  êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê êâàíòîâûé àíàëîã êëàññè÷åñêîãî

Ðèñ.3. Ðàñïðåäåëåíèå  íåéòðîííûõ øèðèí äëÿ

( ) 2
1

n

ny
λ

λ

Γ
Γ

=   , íàáëþäàâøèõñÿ â ðåàêöèè

n = Th232.Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò
ðàñïðåäåëåíèþ Ïîðòåðà-Òîìàñà P y( ) ,
íîðìèðîâàííîìó íà ÷èñëî àíàëèçèðóåìûõ
íåéòðîííûõ ðåçîíàíñîâ.
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Êâàíòîâûé  äåòåðìèíèðîâàííûé  õàîñ

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü êâàíòîâîãî ïàðàìåòðà

ñòàáèëüíîñòè 
D

kΓ
=χ  â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè ε  äëÿ

äèàìàãíèòíîé çàäà÷è Êåïëåðà.

ïàðàìåòðà ñòàáèëüíîñòè χ  , ðàññìîòðåííîãî
âûøå. Ïðè çíà÷åíèÿõ χ ≥ 1 êâàíòîâûé àíñàìáëü
ñîñòîÿíèé λ îáëàäàåò çàìåòíîé íåðåãóëÿðíîñ-
òüþ, ïîñêîëüêó â íèõ óæå ñìåøèâàþòñÿ ñîñòî-
ÿíèÿ k ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè íå òîëüêî l , íî è n.
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà  [4] ïàðàìåòðà ñòàáèëüíîñ-
òè χ  äëÿ êâàíòîâîé äèàìàãíèòíîé çàäà÷è Êåï-
ëåðà â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîé ýíåðãèè ε
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 4. Âèäíî, ÷òî êðèòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñòàáèëüíîñòè χ = 1
äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷åíèè ýíåðãèè ε = -0,45, êî-
òîðîå íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ êëàññè÷åñêèì êðè-
òè÷åñêèì çíà÷åíèåì ýíåðãèè ε = -0,48 [5], íà÷è-
íàÿ ñ  êîòîðîé, êàê âèäíî èç ðèñ.1, ïðîèñõîäèò
çàìåòíîå îòêëîíåíèå îò ðåãóëÿðíîñòè äâèæåíèé
â êëàññè÷åñêîé äèàìàãíèòíîé çàäà÷å Êåïëåðà.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðîâåäåííûé âûøå îáçîð ïðîäåìîíñòðèðî-
âàë âîçìîæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîãî îïèñàíèÿ
ñâîéñòâ õàîñà íå òîëüêî â êëàññè÷åñêèõ, íî è â

êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ. Ýòîò õàîñ íàçûâàåòñÿ äå-
òåðìèíèðîâàííûì, èëè äèíàìè÷åñêèì. Îäíàêî,
ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî îáñòîÿòåëü-
ñòâî, ÷òî ïðèðîäà ýòîãî  õàîñà íå ñîâñåì äèíà-
ìè÷åñêàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â êëàññè÷åñêèõ íåëè-
íåéíûõ ñèñòåìàõ äëÿ ïðîÿâëåíèÿ õàîñà òðåáóåò-
ñÿ ââåäåíèå íà÷àëüíîãî ôàçîâîãî îáúåìà V

0
 , âñå

òî÷êè êîòîðîãî ñ÷èòàþòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè.
Àíàëîãè÷íî â êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ òðåáóåòñÿ
ïåðåéòè îò ðàññìîòðåíèÿ îäíîãî êâàíòîâîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ê  èññëåäîâàíèþ àíñàìáëÿ, ñîäåðæàùå-
ãî äîñòàòî÷íî ìíîãî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî ðàññìîòðåíèþ êâàíòîâîé ñèñòåìû
â îïðåäåëåííîì èíòåðâàëå åå ýíåðãèé âîçáóæäå-
íèÿ, â êîòîðîì âñå ñîñòîÿíèÿ ñíîâà ðàññìàòðè-
âàþòñÿ êàê  ðàâíîâåðîÿòíûå. Äðóãèìè ñëîâàìè ,
õàîñ âîçíèêàåò ëèøü ïðè ââåäåíèè ýëåìåíòà âå-
ðîÿòíîñòè â ñïîñîá íàáëþäåíèÿ äåòåðìèíèðîâàí-
íûõ êâàíòîâûõ è êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì.
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