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ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÈÒÎ ÍÀ ÏÐÎÄÀÊÒ-ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ

Þ.Å. Ãëèêëèõ, Ë.À. Ìîðîçîâà

Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû ñî-
ñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ Èòî íà áåñêîíå÷íîì ïðîèçâåäåíèè íåêîìïàê-
òíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (ïðîäàêò-ìíîãî-
îáðàçèè) ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ î ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé è ñâîéñòâàõ
óðàâíåíèé.

Ýòîò ðåçóëüòàò âàæåí äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷
ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, òàêèõ, êàê ïîñòðîå-
íèå ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè, àññîöèèðîâàííîé
ñ ìåðàìè Ãèááñà, è âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóãðóïïû Ôåëëåðà.
Ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê ðàáîòàì [I], [2] è [3],
ãäå óêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ôèçè÷åñêèå ìî-
äåëè è ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé äëÿ
óðàâíåíèé Ñòðàòîíîâè÷à íà ïðîèçâåäåíèÿõ êîì-
ïàêòíûõ ãðóïï Ëè èëè êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé. Äëÿ óðàâíåíèé Èòî (êîòîðûå áî-
ëåå ïðîñòî ñâÿçàíû ñ ïîëóãðóïïàìè) íà áåñêî-
íå÷íûõ ïðîèçâåäåíèÿõ êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ïîêàçàíî
â [5]. Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì íåêîìïàêòíûå ðè-
ìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ è óðàâíåíèÿ Èòî, êîòîðûå
ëîêàëüíî ëèïøèöåâû (íå îáÿçàòåëüíî ãëàäêè, ò.å
ïåðåõîä ê óðàâíåíèÿì â ôîðìå Ñòðàòîíîâè÷à íå-
âîçìîæåí). Ðàññìîòðåíèå ýòîãî (ñóùåñòâåííî
áîëåå îáùåãî) ñëó÷àÿ ïîòðåáîâàëî çíà÷èòåëüíî-
ãî èçìåíåíèÿ òåõíèêè äîêàçàòåëüñòâà.

Ïóñòü Ì - íåêîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãî-
îáðàçèå ðàçìåðíîñòè n ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì
g . Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

ZM × . Çàäàäèì ñëåäóþùèå îáúåêòû: (i) îòîáðà-
æåíèå TMMMMa →××: , óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ: ( ) MTmmma m∈21,, ; (ii) ïîëå ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ ( ) [ ]ltMTRmtA m
n ,0,:, ∈→ ; (iii) ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ âèíåðîâñêèõ ïðî-
öåññîâ ( )twk  â [ ] ZkltRn ∈∈ ,,0, .

Ðàññìîòðèì íà ZM ×  áåñêîíå÷íóþ ñèñòå-
ìó ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé Èòî â ôîðìå Áåëîïîëüñêîé-Äàëåöêîãî [6]
òàêóþ, ÷òî äëÿ êîìïîíåíòû Ì

k
 èìååò ìåñòî

óðàâíåíèå âèäà:

( +ξξξ=ξ +−ξ dtttttatd kkktk k
))(),(),(,(exp)( 11)(

)())(,( tdwttA kkξ+ , (1)

ãäå åõð - ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ñâÿçíîñ-
òè Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè 1,,1,, +−=∈ξ kkkiMg ii .
Êîýôôèöèåíòû à è A îò k íå çàâèñÿò, òî åñòü óðàâ-
íåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî íî-
ìåðó.

1. Îïðåäåëåíèå. [4] Àòëàñ íà ìíîãîîáðàçèè
Ì íàçîâåì ðàâíîìåðíûì ðèìàíîâûì, åñëè äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè Mm∈  ñóùåñòâóåò êàðòà αU , α∈Um ,
èç ýòîãî àòëàñà, òàêàÿ, ÷òî αU  ñîäåðæèò ìåò-
ðè÷åñêèé øàð )(rmΩ  ñ öåíòðîì â òî÷êå m ôèêñè-
ðîâàííîãî ðàäèóñà r > 0 îòíîñèòåëüíî ðèìàíîâà
ðàññòîÿíèÿ íà Ì.

Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [4]), ÷òî íà ëþ-
áîì êîíå÷íîìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóåò
ðèìàíîâà ìåòðèêà, îáëàäàþùàÿ ðèìàíîâûì
ðàâíîìåðíûì àòëàñîì. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ïîäîáíûå ìåòðèêè ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè, è ïîýòî-
ìó ïî Òåîðåìå Õîïôà-Ðèíîâà øàðû )(rmΩ  îò-
íîñèòåëüíî êîìïàêòíû. Äëÿ ïðîñòîòû äàëüíåé-
øåãî èçëîæåíèÿ ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êàð-
òû èç óêàçàííîãî àòëàñà òàêæå îòíîñèòåëüíî

ÓÄÊ 517.9

Äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
Èòî ñ ëîêàëüíî-ëèïøèöåâûìè (íå îáÿçàòåëüíî ãëàäêèìè) êîýôôèöèåíòàìè íà áåñêîíå÷íîì ïðîèçâå-
äåíèè íåêîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (ïðîäàêò-ìíîãîîáðàçèé).
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êîìïàêòíû - ìû âñåãäà ìîæåì «óìåíüøèòü»
êàðòó, âçÿâ èç íåå îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíóþ
îêðåñòíîñòü øàðà )(rmΩ .

Çàôèêñèðóåì íà êàæäîé êîìïîíåíòå Ì
k
 ïðî-

èçâåäåíèÿ ZM ×  îäíó è òó æå êàðòó U
~  èç óêà-

çàííîãî àòëàñà.

2. Òåîðåìà. Ïóñòü (i) ),,,( 21 mmmta è ),( mtA
- ëîêàëüíî ëèïøèöåâû è îãðàíè÷åíû ïî íîðìå;
(ii) ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíûé ðèìàíîâ àòëàñ
íà Ì òàêîé, ÷òî â êàðòàõ ýòîãî àòëàñà âû-
ïîëíÿåòñÿ îöåíêà CAAtr x ≤Γ ),(  äëÿ íåêîòîðîé
ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû Ñ, íå çàâèñÿùåé îò
âûáîðà êàðòû (âñå íîðìû ïîðîæäåíû ðèìàíî-
âîé ìåòðèêîé).

Òîãäà óðàâíåíèå (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

kkkk MUmm ⊂∈=ξ ~
,)0( , (2)

èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå, îïðåäåëåí-
íîå ïðè ],0[ lt ∈ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåçäå äàëåå ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàðòû èç ðàâíîìåðíîãî àòëàñà, óêà-
çàííîãî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû. Ïåðåéäåì îò
óðàâíåíèÿ (1) ê ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ â ëî-
êàëüíûõ êîîðäèíàòàõ:

−ξξξ=ξ +− dtttttatd kkkk ))(),(),(,()( 11

+Γ− dtttAttAtr kktk
)))(,(),(,((

2

1
)( ξξξ

)())(,( tdwttA kkξ+ , (3)

ãäå ),( ⋅⋅Γ  - ëîêàëüíûé êîýôôèöèåíò ñâÿçíîñòè.

Âëîæèì èçîìåòðè÷íî ìíîãîîáðàçèå Ì â NR
äîñòàòî÷íî âûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Îòìåòèì, â
÷àñòíîñòè, ÷òî êàê ñëåäñòâèå ìû ïîëó÷èì âëîæå-
íèå ZM ×  â ZRN × .

Çàôèêñèðóåì íà âñåõ Ì
k
 îäíó è òó æå êàðòó

U èç çàäàííîãî àòëàñà. Ðàññìîòðèì òðóá÷àòóþ
îêðåñòíîñòü V íàä êàðòîé U. Êàê èçâåñòíî, ýòó
îêðåñòíîñòü ëîêàëüíî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ KU × , ãäå Ê - îòêðûòûé
øàð â ïðîñòðàíñòâå nNR − .

Îïðåäåëèì íà V íîâóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó g
1

òàêóþ, ÷òî KT wu ),(  îðòîãîíàëüíî UT wu ),( , ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå íà UT wu ),(  çàäàåòñÿ ðèìàíîâûì
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â MT wu ),(ρ , ãäå ρ - ðåò-
ðàêöèÿ V íà Ì, à íà KT wu ),(  ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå èíäóöèðóåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â
RN. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ñóæåíèå g

1

íà U ñîâïàäàåò ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé g.

Âûáåðåì îêðåñòíîñòü Î øàðà Urm ⊂Ω )(  â
V , òàêóþ, ÷òî çàìûêàíèå VO ⊂ . Ïóñòü

RRN →ϕ :  - ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî
1)(,10 =ϕ≤ϕ≤ x ïðè VOx ⊂∈  è 0)( =ϕ x  ïðè

Vx∉  (ôóíêöèÿ Óðûñîíà). Îáîçíà÷èì ÷åðåç h
åâêëèäîâó ìåòðèêó íà RN. Çàäàäèì íà RN íî-
âûé ðèìàíîâ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð g~  ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

)h-(gg ϕ+ϕ= 1~
1 .

Ýòó êîíñòðóêöèþ ìîæíî ïðîâåñòè íàä êàæ-
äîé êàðòîé.

3. Ëåììà. Ïîäìíîãîîáðàçèå U ñ ìåòðèêîé g
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì â RN ñ ìåòðèêîé g~ .

Ëåììà 3 âûòåêàåò èç ëåììû 5 ðàáîòû [5].
Ðàçëîæåíèå V â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

äàåò ðàçëîæåíèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
nN

km
N

km RTUTRT −×=),( . Îïðåäåëèì êîýôôèöèåí-

òû â  è Â  êàê âåêòîð â RN è ëèíåéíûé îïåðàòîð
Â : Nn TRR → , êîòîðûå íà V çàäàþòñÿ ôîðìó-
ëàìè:

)0,),((ˆ akma ϕ= ,







ϕ

=
0

),(ˆ Akm
A

è ïðîäîëæàþòñÿ íà âñå RN íóëåì.
Ðàññìîòðèì â ZRN ×  áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó

óðàâíåíèé, êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé â ãëî-
áàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (êàðòå) íà RN çàäàåò-
ñÿ ôîðìóëîé:

−ξξξ=ξ +− dtttttatd kkkk ))(),(),(,(ˆ)( 11

)())(,(ˆ)))(,(ˆ),(,(ˆ(
2

1
)(

2 tdwttAdtttAttAtr kkkktk
ξ+ξξΓ− ξ ,

(4)

ãäå 
kξΓ2  - ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñâÿçíîñòè

Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè g~  íà RN â óêàçàííîé ãëî-
áàëüíîé êàðòå.

Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
)(,2

N
p RZl → , íîðìà â êîòîðîì çàäàåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì ñîîòíîøåíèåì:

2
1

2

,2
)(∑

∈
=

Zi
iip

pxx ,

ãäå ix  - åâêëèäîâà íîðìà õ â RN; { }∞
== 0sspp  -

ïîëîæèòåëüíàÿ óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èç l

1
, òàêàÿ, ÷òî
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∑
∞

=
==

0
0 2

1
,0

s
spp (5)

Çàìåòèì, ÷òî U è V îòíîñèòåëüíî êîìïàêò-
íû, îòêóäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü êîýôôèöè-
åíòîâ óðàâíåíèÿ è ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ, à
òàêæå âëîæåíèå: )(,2

N
p RZlZU →⊂× . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû ZRRZl NN
p ×⊂→ )(,2 .

Ñèñòåìà (4) ïðåâðàùàåòñÿ â )(,2
N

p RZl →  â
óðàâíåíèå:

+ξξΓ−ξ=ξ ξ dtttBttBtrdtttbtd )))(,(),(,((*
2

1
))(,()(

)())(,( tdwttB ξ+ , (6)

ãäå ),(,...);,...,,(...,),( 21,2 xtbxxxxRZlx n
N

p =→∈ -
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ),,,(ˆ 11 +−= kkkk xxxtbb , òî åñòü âåê-

òîðíîå ïîëå íà ),();(,2 xtBRZl N
p →  - áëî÷íî-äèàãî-

íàëüíàÿ ìàòðèöà ñ íåíóëåâûìè áëîêàìè ),(ˆ kkk xtAB = ,

òî åñòü )()(:),( ,2,2
N

p
n

p RZlRZlxtB →→→  - ëè-

íåéíûé îïåðàòîð; )),(),((* xtBxtBxΓ  - áèëèíåé-

íûé îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé áëî÷íî-äèàãî-
íàëüíîé ìàòðèöåé ñ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè

),...)((...,)());,(ˆ),,(ˆ(* 2 twtwxtAxtA kkkxkk k
=Γ=Γ -

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ âèíåðîâñêèõ

ïðîöåññîâ â Rn. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî )(tw  ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê âèíåðîâñêèé ïðîöåññ â

)(,2
n

p RZl → .
Çàäàäèì â êàðòå U ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê

......0 kmm =
4. Òåîðåìà. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (6) ñ

íà÷àëüíûì óñëîâèåì

0)0( m=ξ (7)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Òåîðåìà 4 âûòåêàåò èç îáùåé òåîðåìû ñó-

ùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé Èòî â ôîð-
ìå Áåëîïîëüñêîé-Äàëåöêîãî, ïîëó÷åííîé â [6].

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ...... km  èç
(2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Òåîðåìû 4.

Èòàê, ïóñòü )(tξ  - ðåøåíèå çàäà÷è (6)-(7),
),...)((...,)( tt iξ=ξ , ãäå êîìïîíåíòû iξ  óäîâëåòâî-

ðÿþò óðàâíåíèþ:

+ξξΓ−ξ=ξ ξ dtttAttAtrdtttatd iitii i
)))(,(ˆ),(,(ˆ(

2

1
))(,(ˆ)( )(

2

)())(,(ˆ tdwttA iiξ+ . (8)

Îòìåòèì, ÷òî 1−ξi  è 1+ξi  èçâåñòíû è ìû ïðè-
íèìàåì èõ çà ïàðàìåòðû.

Â òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè V íàä ðàññìàòðèâàå-
ìîé êàðòîé U óðàâíåíèå (8) ðàñïàäàåòñÿ â ñèñòåìó:

+ξξΓ−ξ=ξ ξ dtttAttAtrdtttatd iitii i
)))(,(),(,((

2

1
))(,()( )(

niïðètdwttA ii ,...,1)())(,( =ξ+ ,

Nniïðètd i ,...,10)( +==ξ ,

òî åñòü iξ  - ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (3), à òàê êàê (3) ýêâèâàëåíòíî (1), òî iξ
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ðåøåíèåì (1). Î÷åâèäíî,
÷òî ii MUt ⊂∈ξ )( .

Ïåðåáèðàÿ âñå êàðòû èç çàäàííîãî àòëàñà
íà Ì

k
, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ ðåøåíèé
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âåðøåíî.
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