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ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÜ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÐÅØÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ
ÄËß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ

Á.Ä. Ãåëüìàí

Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ïåðâîé ðàáîòîé, ïîñâÿùåííîé âû÷èñëåíèþ
òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà íåïîä-
âèæíûõ òî÷åê ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, áûëà
ñòàòüÿ [13]. Íåêîòîðûå äðóãèå ðåçóëüòàòû â
ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè äîêàçàíû â [5, 10, 14, 15].

Â ðàáîòå [10] áûëà âïåðâûå ïîëó÷åíà îöåí-
êà íà  ãëîáàëüíóþ ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ðå-
øåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
âêëþ÷åíèé. Îäíàêî, â ýòîé ðàáîòå áûëè íàëî-
æåíû ñëèøêîì ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà äèôôå-
ðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå.

 Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàþòñÿ íåêîòî-
ðûå îáùèå òåîðåìû î òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåð-
íîñòè ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìíîãî-
çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è äàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ýòèõ
òåîðåì ê âû÷èñëåíèþ ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé
ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé Êàðàòåî-
äîðåâñêîãî òèïà. Ïîëó÷åííûå òåîðåìû ÿâëÿþò-
ñÿ íîâûìè è óòî÷íÿþò  ðåçóëüòàòû ðàáîòû [10].

1. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÔÀÊÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÌÍÎ-
ÃÎÇÍÀ×ÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ

Ïóñòü Y - ïîäìíîæåñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàí-
ñòâà E, îáîçíà÷èì:

K(Y) - ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ
ïîäìíîæåñòâ â Y;

Kv(Y) - ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîìïàêò-
íûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ â Y.

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (ì-îòîáðàæåíèå)
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Õ â ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî Z - ýòî ñîîòâåòñòâèå, ñîïîñòàâëÿþ-
ùåå êàæäîé òî÷êå Xx∈  íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî

( ) ZxF ⊂ , íàçûâàåìîå îáðàçîì òî÷êè x.

Â äàëüíåéøåì, åñëè îáðàçû ì-îòîáðàæåíèÿ
F  ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòàìè, òî áóäåì çàïèñûâàòü
ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì, ( )ZKXF →: . Àíàëî-

ãè÷íî, îáîçíà÷åíèå ( )ZKXF υ→:  îçíà÷àåò, ÷òî
îáðàçû F(x) ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè êîìïàêòíû-
ìè ìíîæåñòâàìè.

Âñþäó â äàëüíåéøåì ì-îòîáðàæåíèÿ îáî-
çíà÷àþòñÿ ïðîïèñíûìè, à îäíîçíà÷íûå - ñòðî÷-
íûìè áóêâàìè.

1.1.Î ï ð å ä å ë å í è å. Ì-îòîáðàæåíèå
( )ZKXF →:  íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì

ñâåðõó â òî÷êå Xx ∈0 , åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòî-
ãî ìíîæåñòâà ( )°⊃⊂ xFVZV ,  ñóùåñòâóåò îòêðû-
òàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè °x  òàêàÿ, ÷òî ( ) VUF ⊂ .

Åñëè F - ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó â êàæäîé
òî÷êå Xx∈ , òî îíî íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâ-
íûì ñâåðõó.

1.2.Î ï ð å ä å ë å í è å. Ì-îòîáðàæåíèå
( )ZKXF →:  íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíè-

çó â òî÷êå Xx ∈0 , åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà ZV ⊂  òàêîãî, ÷òî ( ) φ≠VxF I  íàé-
äåòñÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè  °x , òàêàÿ,
÷òî ( ) φ≠° VxF I  äëÿ ëþáîãî Ux∈ . Åñëè F - ïî-
ëóíåïðåðûâíî ñíèçó â êàæäîé òî÷êå Xx∈ , òî îíî
íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó.

1.3.Î ï ð å ä å ë å í è å. Ì-îòîáðàæåíèå
( )ZKXF →:  íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè îíî

îäíîâðåìåííî ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è ñíèçó.
1.4.Î ï ð å ä å ë å í è å.  Íåïðåðûâíîå îòî-

áðàæåíèå ZXf →:  íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì
ñå÷åíèåì ì-îòîáðàæåíèÿ F, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷-
êè Xx∈  âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå ( ) ( )xFxf ∈ .

1.5.Î ï ð å ä å ë å í è å. Ì-îòîáðàæåíèå
( )ZKXF →:  íàçûâàåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì,

åñëè:

Äîêàçàííûå â ñòàòüå òåîðåìû î òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìíîãî-
çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ãëîáàëüíîé è ëîêàëüíîé ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé
çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.
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1) F - ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó;
2) ìíîæåñòâî ( )BF  ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â

Z äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà XB ⊂ .
1.6.Î ï ð å ä å ë å í è å. Ì-îòîáðàæåíèå

( )ZKXF →:  íàçûâàåòñÿ óñèëåííî âïîëíå íåïðå-
ðûâíûì, åñëè:

1)F - íåïðåðûâíîå ì-îòîáðàæåíèå;
2) ìíîæåñòâî ( )BF  ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â

Z äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà XB ⊂ .
Ïóñòü E-áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, EX ⊂ ,

( )EKXF →:  - íåêîòîðîå ì-îòîáðàæåíèå.
Òî÷êó °x  áóäåì íàçûâàòü íåïîäâèæíîé òî÷-

êîé ì-îòîáðàæåíèÿ F, åñëè ( )°° ∈ xFx .
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î âðàùå-

íèè âïîëíå íåïðåðûâíûõ ìíîãîçíà÷íûõ âåêòîð-
íûõ ïîëåé ñ âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè îáðàçà-
ìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü U - îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî
â E, ( )EKUF v→:  - âïîëíå íåïðåðûâíîå ì-îòî-
áðàæåíèå. Âïîëíå íåïðåðûâíûì ìíîãîçíà÷íûì
âåêòîðíûì ïîëåì (ìâ-ïîëåì), ïîðîæäåííûì F,
íàçîâåì ì-îòîáðàæåíèå ( )EKUFi v→−=Φ : ,
îïðåäåëåííîå óñëîâèåì: ( ) ( )xFxx −=Φ .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìâ-ïîëå  Φ   íåâûðîæäå-
íî íà  ∂U, åñëè ( )xΦ∉0  äëÿ ëþáîãî Ux ∂∈ .

Ìíîæåñòâî âñåõ âïîëíå íåïðåðûâíûõ íåâû-
ðîæäåííûõ íà ∂U ìâ-ïîëåé îáîçíà÷èì ( )UU ∂ℜ , .

1.7. Î ï ð å ä å ë å í è å. Ìâ-ïîëÿ
( )UU ∂ℜ∈ΦΦ ,, 10  íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè

( )10 ~ ΦΦ , åñëè ñóùåñòâóåò âïîëíå íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå [ ] ( )EKvU →×Ψ 1,0:  òàêîå, ÷òî:

à) ( ) ( ) ( ) ( )1,,0, 10 xxxxxx Ψ−=ΦΨ−=Φ  äëÿ
ëþáîãî Ux∈ ;

á) ( )λΨ∉ ,xx  äëÿ ëþáûõ [ ]1,0, ∈λ∂∈ Ux .
Ïóñòü Z - ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë. Ñóùåñòâóåò

îòîáðàæåíèå ( ) ZUU →∂ℜγ ,: , óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì:

1) åñëè ( ) 0, ≠Φγ U , òî ñóùåñòâóåò òî÷êà Ux ∈°
òàêàÿ, ÷òî ( ) 0∋Φ °x ;

2) åñëè ( ) 0xxx −∋Φ  äëÿ ëþáîãî Ux ∂∈ , òî

( )
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3) åñëè ΦΦ ~0 1
, òî ( ) ( )UU ,, 10 Φγ=Φγ ;

4) åñëè ( ) ( )xx 10 Φ⊂Φ  äëÿ ëþáîãî Ux∈ , òî

( ) ( )UU ,, 10 Φγ=Φγ ;

5) ïóñòü JjjU ∈}{  - ñåìåéñòâî îòêðûòûõ íå-

ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ â U òàêèõ, ÷òî

jJj UU ∈= U ; åñëè ( )jj UU ∂ℜ∈Φ ,  äëÿ ëþáîãî

Jj ∈ , òî ( ) 0, ≠Φγ jU  ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà

Jj ∈  è ( ) ( )∑
∈

Φγ=Φγ
Jj

jUU ,, .

×èñëî ( )U,Φγ  íàçûâàåòñÿ âðàùåíèåì âïîëíå
íåïðåðûâíîãî ìâ-ïîëÿ Φ íà ãðàíèöå îáëàñòè U.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî îòî-
áðàæåíèÿ γ è èçó÷åíèå åãî ñâîéñòâ ñîäåðæèòñÿ,
íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [3],[4].

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ è äðóãèõ ñâîéñòâ ìíî-
ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ìîæíî íàéòè â ìîíî-
ãðàôèÿõ [4,8,9].

2. ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÜ
ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÛÕ  ÒÎ×ÅÊ
ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÎÃÎ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß

Ïóñòü E - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, U -îãðà-
íè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â E,

( )EKUF υ→:  - âïîëíå íåïðåðûâíîå ì-îòîáðà-
æåíèå, ( )UUFi ∂ℜ∈−=Φ , . Îáîçíà÷èì ( )UN ,Φ
ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê F, ò.å.

( ) ( ){ } ( ){ }xUxxFxUxUN Φ∈∈=∈∈=Φ 0, .

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ( )UN ,Φ  ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòîì â E. Èçó÷èì ðàçìåðíîñòü dim ýòîãî
ìíîæåñòâà. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðàçìåðíîñòè dim
ñîäåðæàòñÿ,íàïðèìåð, â [1,6].

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, èãðà-
þùåå âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøèõ êîíñòðóêöèÿõ.

2.1. Ë å ì ì à. Ïóñòü X - ìåòðè÷åñêîå êîìïàê-
òíîå ïðîñòðàíñòâî, ( ) 1dim −≤ nX .  Åñëè E - áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî è ( )EKXT υ→:  -  ïîëóíåïðå-
ðûâíîå ñíèçó ì-îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì:

1) ( ) 0∋xT  äëÿ ëþáîãî Xx∈ ;
2) ( )( ) nxT ≥dim  äëÿ ëþáîãî Xx∈ ;
òî ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíîå îòî-

áðàæåíèå EXf →:  òàêîå,÷òî ( ) ( ) ( )xFxfxf ∈≠ ,0
äëÿ ëþáîãî Xx∈ .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ñîäåðæèòñÿ â
[13].

Îñíîâûâàÿñü íà ýòîé ëåììå, äîêàæåì ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå.

2.2. Ò å î ð å ì à. Ïóñòü ( )EKUF υ→:  - âïîëíå
íåïðåðûâíîå ì-îòîáðàæåíèå, ( )UUFi ∂ℜ∈−=Φ , .

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
à) ( ) 0, ≠Φγ U ;
á) ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü V,

( ) UVUN ⊂⊂Φ, , è ïîëóíåïðåðûâíîå ñíèçó ì-
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îòîáðàæåíèå ( )EKVG υ→: , ( )( ) nxG ≥dim ,
( ) ( )xFxG ⊂ , äëÿ ëþáîãî Vx∈ .

Eñëè ( )xGx∈  äëÿ ëþáîãî ( )UNx ,Φ∈ , òî
( )( ) nUN ≥Φ,dim .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå, òîãäà ( )( ) 1,dim −≤Φ nUN . Ðàññìîòðèì ì-
îòîáðàæåíèå ( )EKVGiG υ→−= :1 . Ñóæåíèå ýòî-

ãî îòîáðàæåíèÿ ( )UN
GG

,11
ˆ

Φ=  óäîâëåòâîðÿåò óñ-
ëîâèÿì ëåììû 2.1, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ñå-
÷åíèå ( ) EUNfi →Φ−=ϕ ,:ˆˆ , ( ) ( )xGx 1

ˆˆ0 ∈ϕ≠  äëÿ
ëþáîãî ( )UNx ,Φ∈ . Â ñèëó òåîðåìû Ìàéêëà î
íåïðåðûâíîì ñå÷åíèè (ñì.,íàïðèìåð,[11]), ñóùå-
ñòâóåò íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå

( ) ( )xGxEV 1,: ∈ϕ→ϕ , äëÿ ëþáîãî Vx∈ ,

( ) ϕ=ϕ Φ
ˆ

,UN . Î÷åâèäíî, ÷òî ( ) 0≠ϕ x , äëÿ ëþáîãî

Vx∈ , ò.ê. ( )xG10∉ , åñëè ( )UNx ,Φ∉ .
Äëÿ ëþáîãî Vx∈  èìååì ñëåäóþùèå âêëþ÷å-

íèÿ:

( ) ( ) ( )xxGx Φ⊂∈ϕ 1 .

Ðàññìîòðèì íîâîå ìâ-ïîëå ( )EKU υ→Φ :1 ,
îïðåäåëåííîå óñëîâèåì:

( )
( )
( )





∉Φ

∈ϕ
=Φ

.,

,,
1

Vxåñëèx

Vxåñëèx
x

Î÷åâèäíî, ÷òî ( ) ( )xx Φ⊂Φ∉ 10  äëÿ ëþáîãî
Ux∈  è Φ1  ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì ìâ-ïî-

ëåì. Òîãäà, ( ) ( )( ) 0,,1 ≠Φγ=Φγ UxU , ñëåäîâàòåëü-
íî, äîëæíà ñóùåñòâîâàòü òî÷êà x

0 
òàêàÿ, ÷òî

( ) 001 ∋Φ x . Îäíàêî, ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòðîå-
íèþ ì-îòîáðàæåíèÿ Φ1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå-
÷èå è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

2.3. Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ïóñòü ( )EKUF υ→:  -
óñèëåííî âïîëíå íåïðåðûâíîå ì-îòîáðàæåíèå.
Åñëè ( )UUFi ∂ℜ∈−=Φ , , ( ) 0, ≠Φγ U  è ( )( ) nxF ≥dim
äëÿ ëþáîãî Ux∈ , òî ( )( ) nUN ≥Φ,dim .

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.2.

3. ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÜ
ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÐÅØÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ

Ïóñòü G - îòêðûòàÿ îáëàñòü â nRR ×1  òà-
êàÿ, ÷òî [ ] [ ] GrxBhtt ⊂×+ ,, 000 . Ïóñòü

( )nRKGF υ→:  - ì-îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ( ) [ ] ( )nRKrxBtF υ→⋅ ,:, 0  ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì ì-îòîáðàæåíèåì äëÿ ïî÷òè âñåõ [ ]httt +∈ 00, ;

2) ( ) [ ] ( )nRKhttxF υ→+⋅ 00,:,  ÿâëÿåòñÿ èçìå-
ðèìûì äëÿ âñåõ [ ]rxBx ,0∈ ;

3) ñóùåñòâóþò èíòåãðèðóåìûå ïî Ëåáåãó íåî-
òðèöàòåëüíûå ôóíêöèè [ ] 1

00,:, Rhttba →+  òàêèå,
÷òî äëÿ ëþáîãî [ ]rxBx ,0∈  âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî:

( )
( ) ( ) xtbtay

xtFy
+≤

∈ ,
max

äëÿ ïî÷òè âñåõ [ ]httt +∈ 00, .
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

( )
( ) .

,

00 xtx

xtFx

=

∈&

Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è íà ïðîìåæóòêå
[ ] hddtt ≤<+ 0,, 00 , íàçîâåì àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíóþ ôóíêöèþ [ ] nRdttx →+00,:  òàêóþ, ÷òî

( ) ( )( )txtFtx ,∈&  ïî÷òè âñþäó è ( ) 00 xtx = .
Îáîçíà÷èì [ ]( )∑ + 000 ,, xdtt  ìíîæåñòâî ðå-

øåíèé ýòîé çàäà÷è íà ïðîìåæóòêå [ ]dtt +00, . Èç-
âåñòíî (ñì.,íàïðèìåð,[4]), ÷òî [ ]( )∑ + 000 ,, xdtt
ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ d.

Ïóñòü [ ]dttCU +⊂
00 ,  - îòêðûòûé øàð, îïðåäå-

ëåííûé óñëîâèåì:

( ) [ ]{ }rxxCxxU dtt <−∈⋅== + 0, 00
.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ì-îòîáðàæåíèÿ (èíòåã-
ðàëüíûå îïåðàòîðû)

( ) ( ) [ ] ( ) ( )( ){ txtFtyLyyx dttF ,1
, 00

∈∈⋅==ℑ +  ïðè ïî-

÷òè âñåõ [ ]dttt +∈ 00, }

( )( ) ( ) ( ) ( ){ }∫ ℑ∈⋅ττ+=Φ t

t F xydyxtx
0

0 .

3.1. Ï ð å ä ë î æ å í è å. Ì-îòîáðàæåíèå Φ
íà U  óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

à) ( )≠Φ x ∅ äëÿ ëþáîãî x;

á) ( ) [ ]( )dttCKx +υ⊂Φ
00, ;

â) ôóíêöèÿ ( ) Uxx ∈⋅=  ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæ-
íîé òî÷êîé ì-îòîáðàæåíèÿ Φ, òîãäà è òîëüêî
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òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
Êîøè è ( ) rxx ≤⋅−0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î  ýòîãî óòâåðæäåíèÿ
õîðîøî èçâåñòíî è ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â [4].

Èçó÷èì íåïðåðûâíîñòü ì-îòîáðàæåíèÿ Φ,
äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

3.2. Ë å ì ì à. Ïóñòü ì-îòîáðàæåíèå
( )nRKGF υ→:  óäîâëåòâîðÿåò ñäåëàííûì ïðåä-

ïîëîæåíèÿì, òîãäà äëÿ ëþáîãî  δ >0, ñóùåñòâóåò
òàêîé êîìïàêò [ ]ba,⊂∆δ , ÷òî [ ]( ) δ≤∆µ δ\,ba  è
ñóæåíèå F íà [ ]rxB ,0×∆δ  ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì
ì-îòîáðàæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ïðîâîäèòñÿ àíà-
ëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó  ñîîòâåòñòâóþùåé òåî-
ðåìû èç [12] ( ñì. òàêæå [4]).

3.3. Ò å î ð å ì à. Îïåðàòîð Φ ÿâëÿåòñÿ óñèëåí-
íî âïîëíå íåïðåðûâíûì ì-îòîáðàæåíèåì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê F ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì ì-îòîáðàæåíèåì ïî âòîðîìó ïåðå-
ìåííîìó, òî, â ÷àñòíîñòè, îí ÿâëÿåòñÿ ïî ýòîìó
ïåðåìåííîìó  ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó. Õîðî-
øî èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, èíòåãðàëüíûé
îïåðàòîð Φ ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó.
Íàì îñòàåòñÿ äîêàçàòü òîëüêî  ïîëóíåïðåðûâ-
íîñòü ñíèçó ýòîãî îïåðàòîðà.

Ïóñòü V - ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî
â ïðîñòðàíñòâå [ ] ( ) UtxxC ba ∈= ˆˆ,,  è ( )xVy ˆˆ Φ∈ I .
Òîãäà ñóùåñòâóåò 00 >ε  òàêîå, ÷òî îòêðûòàÿ îê-

ðåñòíîñòü ( ) VyU ⊂ε ˆ
0

. Ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðà-

æåíèÿ Φ,   ( ) ( )∫+=
t

a

dssuxty 0ˆ , ãäå ( ) ( )( )sxsFsu ˆ,∈

äëÿ ïî÷òè âñåõ [ ]bas ,∈ .
Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî η òàêîå, ÷òî êàê òîëüêî η<− xx ˆ , òî
( )=Φ xV I ∅.

Îáîçíà÷èì: ( ) ( )∫∫ ==
b

a

b

a

dssbbdssaa 00 , , =N

( )000 xrba ++= . Âûáåðåì òåïåðü êîìïàêò ∆,

óäîâëåòâîðÿþùèé ëåììå 2.5 òàê, ÷òîáû

[ ]( )
N

ba
6

\, 0ε<∆µ .

Îáîçíà÷èì F̂  ñóæåíèå ì-îòîáðàæåíèÿ F íà
ìíîæåñòâî [ ]rxB ,0×∆ . Òàê êàê îòîáðàæåíèå F̂
èìååò êîìïàêòíûå îáðàçû, òî èç íåïðåðûâíîñ-
òè ýòîãî ì-îòîáðàæåíèÿ âûòåêàåò åãî íåïðåðûâ-
íîñòü êàê îòîáðàæåíèå â ìåòðè÷åñêîå  ïðîñòðàí-
ñòâî ( )( )hRK n , , ãäå h - ìåòðèêà Õàóñäîðôà (ñì.,
íàïðèìåð, [4]). Òàê êàê ëþáîå íåïðåðûâíîå îòî-
áðàæåíèå êîìïàêòà â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì îòî-
áðàæåíèåì, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî η >0,

÷òî êàê òîëüêî η<− 21 tt , η<− 21 xx ,

( ) [ ]rxBxt ii ,, 0×∆∈ , i=1,2, òî

( ) ( )( ) ( )ab
xtFxtFh

−
ε<

3
,,, 0

2211 .

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ( ) Utxx ∈=  òàêîå,
÷òî η<− xx ˆ . Òîãäà ìíîæåñòâî

( ) ( )( )
( )

( )( )≠=
−

tuUtxtFtM
ab3

0
,ˆ

εI ∅

äëÿ ïî÷òè âñåõ ∆∈t . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ì-îòîáðà-
æåíèå nRM →∆:  ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì îòîáðàæå-
íèåì. Òîãäà M èìååò èçìåðèìûé ñåëåêòîð

( )t00 υ=υ , ò.å. 0υ  ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì îòîáðàæå-
íèåì è ( ) ( )tMt ∈υ0  äëÿ ïî÷òè âñåõ ∆∈t .

Ïóñòü ( )t11 υ=υ  - ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ñå-
÷åíèå ì-îòîáðàæåíèÿ [ ]( ) nRbaP →∆\,: ,

( ) ( )( )txtFtP ,= .
Ðàññìîòðèì èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå

( )
( )
( ) [ ]





∆∈υ

∆∈υ
=υ

.\,,

,,

1

0

batêîãäàt

têîãäàt
t

Î÷åâèäíî, ÷òî ( ) ( )( )txtFt ,∈υ  ïðè ïî÷òè âñåõ

[ ]bat ,∈ . Ïóñòü ( ) ( )∫+=
t

a

dssvxty 0 . Î÷åâèäíî, ÷òî

( )xy Φ∈ . Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ( )yUy ˆ
0ε∈ . Äåé-

ñòâèòåëüíî:

( ) ( ) ( ) ( ) +∫ υ−≤∫ υ−≤−
∆

dsssudsssuyy
b

a

ˆ

( ) ( )
[ ]

( ) ( ) [ ]( ) 0
0

\,
2\,

3
ε<∆µ+

−
ε

∆µ≤∫ υ−+
∆

Nba
ab

dsssu
ba

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ( )( )Vxy IΦ∈ , ÷òî è äîêàçûâàåò
òåîðåìó.

3.4. Ë å ì ì à. Ïóñòü [ ] ( )nRKbaF υ→,:  - èç-
ìåðèìîå ì-îòîáðàæåíèå, ïóñòü ñóùåñòâóåò èç-
ìåðèìîå ìíîæåñòâî [ ]baA ,⊂  òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ( )( ) 1dim, ≥∈ tFAt .  Åñëè ( ) 0>µ A , òî äëÿ
ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà m ñóùå-
ñòâóþò èçìåðèìûå ñå÷åíèÿ ( ){ }m

iix 1=⋅  ì-îòîáðàæå-
íèÿ F ëèíåéíî íåçàâèñèìûå íà [a,b].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñâîéñòâà
Ñêîðöà-Äðàãîíè èçìåðèìîãî ì-îòîáðàæåíèÿ
(ñì.,íàïðèìåð,[4]) äëÿ ëþáîãî 0>δ  ñóùåñòâóåò
êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî [ ]baD ,⊂  òàêîå, ÷òî

[ ]( ) δ<µ Dba \,  è DF  ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâ-
íûì ñíèçó ì-îòîáðàæåíèåì.
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Ðàññìîòðèì ì-îòîáðàæåíèå

[ ] ( )nRCvbaF →,:ˆ ,

( )
( )







∉

∈
=

.,

,,
ˆ

DtäëÿR

DtäëÿtF
tF

n

Òàê êàê ìíîæåñòâî [ ] Dba \,  îòêðûòî, òî F̂  ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó ì-îòîáðàæåíèåì.

Èçâåñòíî (ñì.,íàïðèìåð,[7]), ÷òî ïî÷òè âñå
òî÷êè ïðîèçâîëüíîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A
ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïëîòíîñòè, ò.å.

[ ]( )
1

2

,
lim 00

0
=+−µ

→ h

hxhxA
h

I

äëÿ ïî÷òè âñåõ Ax ∈0 .
Ïóñòü δ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó,

( )Aµ<δ<0 . Òîãäà ( ) 0>µ DAI . Ïóñòü
{ } ( )DAt m

ii I∈=1  è ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïëîòíîñòè
ýòîãî ìíîæåñòâà. Òîãäà ñóùåñòâóåò 00 >ε  òàêîå,
÷òî ( )[ ] 0, 00 >ε+ε−µ DAtt ii II  äëÿ i=1,2,...,m, è

=+−+− ],[],[ 0000 εεεε jjii tttt I ∅ äëÿ ji ≠ .

Ïóñòü g
0 

- íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå ì-îòáðàæåíèÿ
F̂ , êîòîðîå ñóùåñòâóåò â ñèëó òåîðåìû Ìàéê-
ëà. Ýòî îòîáðàæåíèå â òî÷êàõ { }m

iit 1=  ïðèíèìàåò
ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ( ) ( ) ( )mtgtgtg 02010 ,...,, . Äëÿ
ëþáîãî k=1,2,...,m îáîçíà÷èì g

k 
íåïðåðûâíîå

ñå÷åíèå F̂  òàêîå,÷òî ( ) ( )kkk tgtg 0≠ , ( ) 0≠kk tg  è

[ ] ( ) [ ] ( )0000 ,\,0,\, ε+ε−ε+ε− =
kkkk ttbattbak gg . Òàêèå ñå÷åíèÿ

âñåãäà ñóùåñòâóþò, ò.ê. ( )( ) ( )( ) 1dimˆdim ≥= kk tFtF .
Î÷åâèäíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ýòè îòîáðàæåíèÿ { }m

iig 1=  ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû.

Òàê êàê ( )[ ] 0, 00 >ε+ε−µ DAtt ii UU ,
mi ,...,2,1= , òî { }m

iDig
1=  òàêæå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî

íåçàâèñèìûìè, ïðè÷åì îíè ÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè
ì-îòîáðàæåíèÿ DF .

 Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ñå÷å-
íèå [ ] nRbaz →,:  ì-îòîáðàæåíèÿ [ ] DbaF \, . Òîã-
äà îïðåäåëåíû ñå÷åíèÿ

( )
( )

( ) [ ]





∈

∈
=

.\,,

,,

Dbatêîãäàtz

Dtêîãäàtg
tx

i

i

Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ( ){ }m
iix 1=⋅  îáðàçó-

þò ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî èçìåðèìûõ
ñå÷åíèé ì-îòîáðàæåíèÿ F.

3.5. Ò å î ð å ì à. Ïóñòü  F óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì 1,2,3. Ïóñòü ìíîæåñòâî

[ ] ( )( ) 1,dim,{ 00 ≥+∈= xtFhtttA , äëÿ ëþáîãî

[ ]rxBx ,0∈ }

èçìåðèìî è

[ ]( )
0

,
lim 00

0
>+µ

→ h

httA
h

I
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî β
0
, ÷òî äëÿ ëþáî-

ãî   β, 00 β≤β<  ìíîæåñòâî [ ]( )≠∑ ∑ += 000 ,, xtt β ∅,
ðàçìåðíîñòü dim(Σ) = ∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì

( ) ( )∫= t

t
dssata

0

ˆ  è ( ) ( )∫= t

t
dssbtb

0

ˆ . Ýòî íåïðåðûâíûå,

íåîòðèöàòåëüíûå, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå ôóí-
êöèè è ( ) ( ) 0ˆˆ 00 == tbta . Âûáåðåì β

1
 > 0 ñòîëü ìà-

ëûì, ÷òî 
( )

( )
r

b

a <
β−

β

1

1

ˆ1

ˆ
. Ïóñòü  [ ]β+⊂

00 ,ttCU ,

10 β≤β<  - ìíîæåñòâî, îïðåäåëåííîå óñëîâèåì:

( ) ( ){ }rxxxxU <⋅−⋅== 0 .

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð →Φ U:

[ ]( )β+υ→
00,ttCK . Åñëè ( ) ( )xz Φ∈⋅ , òî ( ) ( )∫+= t

t
dssyxtz

0
0 ,

ãäå ( ) ( )( )sxsFsy ,∈  ïðè ïî÷òè âñåõ [ ]β+∈ 00,tts .
Òîãäà

( ) ( ) ( ) rdssbrdssadssyxz
tt

t

t

<∫+∫≤∫=−
ββ 1

0

1

00

0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ( )UKU υ→Φ :  è íå èìååò
íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ∂U.

Òàê êàê

[ ]( )
0

,
lim 00

0
>+µ

→ h

httA
h

I
,

òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî β
2
 >0, ÷òî äëÿ ëþáî-

ãî β, 20 β≤β< , [ ]( ) 0, 00 >β+µ ttAI .
Ïóñòü { }210 ,min ββ=β , 00 β≤β< . Òîãäà

[ ] ( )UKCU tt υ→⊂Φ β+00 ,:  ÿâëÿåòñÿ óñèëåííî âïîë-
íå íåïðåðûâíûì ì-îòîáðàæåíèåì.
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Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà m, òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü

( )( ) mx ≥Φdim  äëÿ ëþáîãî .Ux∈  Äëÿ ýòîãî, â
ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà Φ(x), äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå m+1 ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìîé òî÷êè ( ) ( ) ( )xzz m Φ∈⋅⋅ ,...,0 .

Òàê êàê â ñèëó ëåììû 3.4 ì-îòîáðàæåíèå
( ) ( )( ) [ ] ( )n

x RKttxFF υ→β+⋅⋅=⋅ 00,:,  èìååò m+1 ëè-

íåéíî íåçàâèñèìîå ñå÷åíèå ( ){ }m
iiy 0=⋅ , òî

( ) ( )∫+= t

t ii dssyxtz
0

0 , i=0,1, ... ,m, ëåæàò â îáðàçå
Φ(x) è ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Òîãäà, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.3, èìååì:

( )( ) mUiN ≥∑≥Φ− )(dim,dim

äëÿ ëþáîãî m. Ñëåäîâàòåëüíî, dim(Σ) = ∞, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

4. ËÎÊÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÐÀÇÌÅÐÍÎ-
ÑÒÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÛÕ ÒÎ-
×ÅÊ ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ

Ðàññìîòðèì ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ðàçìåðíî-
ñòè ìíîæåñòâà ( )UN ,Φ . Ïóñòü U - îãðàíè÷åí-
íàÿ îòêðûòàÿ îáëàñòü â E, ( )UUFi ∂ℜ∈−=Φ , .

4.1. Ë å ì ì à. Ïóñòü X - ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ( )EKXF υ→:  - ïîëóíåïðåðûâíîå
ñíèçó ì-îòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè

Xx ∈0  è ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà ( )( )0dim xFn ≤
ñóùåñòâóåò ε>0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè

( )0xUx ε∈  âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî: ( )( ) nxF ≥dim .
Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû Ìàéêëà.
4.2. Ò å î ð å ì à. Ïóñòü ( )EKUF υ→:  - óñè-

ëåííî âïîëíå íåïðåðûâíîå ì-îòîáðàæåíèå,
Ux ∈0  - íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ì-îòîáðàæåíèÿ F.

Åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü UW ⊂
òî÷êè x

0 
è âïîëíå íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå

EWf →:   ì-îòîáðàæåíèÿ F òàêèå, ÷òî:
1) òî÷êà x

0 
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé îñîáîé

òî÷êîé âïîëíå íåïðåðûâíîãî ïîëÿ ϕ = i � f  ;
2)  ( ) 0, 0 ≠ϕ xind .
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε>0 ðàçìåðíîñòü( )( ) ( )( )0, dim,dim

0
xFUFiNx ≥−ε , ãäå

( )=−ε UFiNx ,,0
 ( ){ }ε≤−−∈= 0, xxUFiNx .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ðàçìåð-
íîñòü dim ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé (ñì.,íàïðè-
ìåð,[1]), òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî íåðàâåí-
ñòâî òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε>0.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè
ñíèçó ì-îòîáðàæåíèÿ F, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà

( )( )0dim xFn ≤ , ñóùåñòâóåò ε
0
>0 è îêðåñòíîñòü

( ) ( ) WxUxU ⊂⊂ εε 00 00
 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

( )xUx
0ε∈  ðàçìåðíîñòü ( )( ) nxF ≥dim .

Ðàññìîòðèì 00, ε<ε<ε . Ïóñòü ( )00
xUV ε= ,

( )EKVF υ→:ˆ  îïðåäåëåíî óñëîâèåì:

( )
( )

( ) ( )





ε≤−≤ε
ε<−

ε−ε
−−ε

+
ε−ε

ε−−=
.,

,,ˆ
00

0

0

00

0

0
xxåñëè

xxåñëè

xF
xx

xf
xx

xF
xF

Î÷åâèäíî, ÷òî ( ) ( )xFxF ⊂ˆ , äëÿ ëþáîãî FVx ˆ,∈  -
âïîëíå íåïðåðûâíîå ì-îòîáðàæåíèå, è âûïîë-
íåíî âêëþ÷åíèå:

( ) ( ) ( )UFiNVFiNVFiN x ,,,ˆ
00, −⊂−⊂− ε .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ( )( ) ( )( )xFxF dimˆdim =  äëÿ ëþ-
áîãî x∈V. Òàê êàê ( ) ( ) xxfxF ≠=ˆ  äëÿ ëþáîãî

Vx ∂∈ , òî  âûïîëíåíû  âñå óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 2.3.
Ñëåäîâàòåëüíî,

( )( ) ( )( ) nVFiNUFiNx ≥−≥−ε ,ˆdim,dim
00 , ,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó, ò.ê. ÷èñëî n áûëî âçÿ-
òî ïðîèçâîëüíî.

4.3. Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ïóñòü F - óñèëåííî âïîëíå
íåïðåðûâíîå ì-îòîáðàæåíèå, ïóñòü ñóùåñòâóåò
òàêàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü W òî÷êè

( ) UWUFiNx ⊂−∈ ,,0 , ÷òî äëÿ ëþáîãî x∈W
òî÷êà x

0
∈F(x). Òîãäà

( )( ) ( )( )0, dim,dim
0

xFUFiNx ≥−ε

äëÿ ëþáîãî ε>0.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â êà÷åñòâå ñå÷åíèÿ

f âîçüìåì îòîáðàæåíèå EWf →: , ( ) 0xxf = .
Î÷åâèäíî, ÷òî x

0
 - åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ

òî÷êà f è ind (i � f,x
0
)=1. Òåïåðü  ñïðàâåäëèâîñòü

ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç òåîðåìû 4.2.
Ïóñòü ( )EKUFi υ→−=Φ :  - óñèëåííî âïîë-

íå íåïðåðûâíîå ìâ-ïîëå, ( ) UUNx ⊂Φ∈ ,0 .
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ( ) ( )( )xFxx ,0ρ=β .
4.4. Ò å î ð å ì à. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå

ε>0, ÷òî äëÿ ëþáîãî 00, ε<−∈ xxUx , ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî

( ) )[ 1,0,0 ∈−≤β kxxkx ,

òî dim ( ) ( )( )0, dim,
0

xFBNx ≥Φε  äëÿ ëþáîãî ε>0.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïî-
íàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

4.5. Ë å ì ì à. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåî-
ðåìû 4.4, òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà k

1
, k<k

1
<1, ñó-

ùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
( ) ExUf →ε 00

: , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:
à) f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñå÷åíèåì F;
á) ( ) 010 xxkxfx −≤−  äëÿ ëþáîãî

( )00
xUx ε∈ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ÷èñëî k
1
 óäîâ-

ëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó k<k
1
<1. Ðàññìîòðèì ÷èñ-

ëî 




 −∈λ

k

kk1,0  è ôóíêöèþ ( ) ( ) ( )xx βλ+=α 1 .

Òîãäà îïðåäåëåíî ì-îòîáðàæåíèå
( ) ( )EKxUF υ→ε 01 0

: ,

( ) ( ) ( ){ }xxyxFyxF α≤−∈= 01 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ( )≠xF1 ∅ äëÿ ëþáîãî x è ÿâëÿåò-
ñÿ âûïóêëûì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Íåòðóä-
íî äîêàçàòü òàêæå, ÷òî ì-îòîáðàæåíèå F

1
 ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó. Ñëåäîâàòåëüíî,
ó íåãî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå f.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ( )00
xUx ε∈  ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî:

( ) ( ) ( ) ( ) 010 1 xxkxxxfx −≤βλ+=α≤− .

Ëåììà äîêàçàíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (òåîðåìû 4.4). Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíå-
íèå óñëîâèé òåîðåìû 4.2, ãäå f óäîâëåòâîðÿåò óñ-
ëîâèÿì ëåììû 4.5.

Î÷åâèäíî, ÷òî ( ) ( ) 0≠−=ϕ xfxx  äëÿ ëþáîãî
0xx ≠ , à ( ) 00 =ϕ x . Ïðè÷åì, ( ) ( ) 011 xxkx −−≥ϕ

äëÿ ëþáîãî x. Çàìåòèì, ÷òî ( ) 1, 0 =ϕ xind , ò.ê. f
îòîáðàæàåò øàð [ ]ε,0xB  â ñåáÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 4.2 âûïîëíåíû, ÷òî è äî-
êàçûâàåò òåîðåìó.

4.6. Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ïóñòü âïîëíå íåïðå-
ðûâíîå ìâ-ïîëå ( )EKUFi υ→−=Φ :  íåâûðîæ-
äåíî íà U∂  è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

à) ( )≠Φ UN , ∅;
á) F ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, ò.å. äëÿ ëþáûõ

Uyx ∈,  âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

( ) ( )( ) 10,, <≤−≤ kyxkyFxFh .

Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè ( )UNx ,0 Φ∈  è ëþáî-
ãî ÷èñëà ε>0 èìååì:

( )( ) ( )( )0, dim,dim
0

xFUNx ≥Φε .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ( )UNx ,0 Φ∈ ,
ò.å. x

0
 - íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ì-îòîáðàæåíèÿ F.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

( )( ) ( ) ( )( ) 000 ,, xxkxFxFhxFx −≤≤ρ

äëÿ ëþáîãî Ux∈ . Òàê êàê ïîëå Φ ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíûì è âïîëíå íåïðåðûâíûì, òî ñïðàâåäëè-
âîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç òåîðåìû 4.4.

5. ËÎÊÀËÜÍÀß ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÜ ÌÍÎÆÅ-
ÑÒÂÀ ÐÅØÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ ÄËß ÄÈÔ-
ÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ

Ïðèìåíèì äîêàçàííûå â ïðåäûäóùåì ïàðà-
ãðàôå òåîðåìû äëÿ èçó÷åíèÿ ëîêàëüíîé ðàçìåð-
íîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ îä-
íîãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Ïóñòü G - îòêðûòàÿ îáëàñòü â nRR ×1 , òàêàÿ,
÷òî [ ] [ ] .,, 000 GrxBhtt ⊂×+  Ïóñòü ( )nRKGF υ→:
- ì-îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1) ( ) [ ] ( )nRKrxBtF υ→⋅ ,:, 0  ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöå-
âûì ñ êîíñòàíòîé α äëÿ ïî÷òè âñåõ [ ]httt +∈ 00, ;

2) ( ) [ ] ( )nRKhttxF υ→+⋅ 00,:,  ÿâëÿåòñÿ èçìåðè-
ìûì äëÿ âñåõ [ ]rxBx ,0∈ ;

3) ñóùåñòâóþò èíòåãðèðóåìûå ïî Ëåáåãó ôóí-
êöèè [ ] 1

00,:, Rhttba →+ , òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
[ ]rxBx ,0∈  âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

( )
( ) ( ) xtbtay

xtFy
+≤

∈ ,
max

 äëÿ ïî÷òè âñåõ [ ]httt +∈ 00, .
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

( )

( ) .

,

00 xtx

xtFx

=

∈&

Îáîçíà÷èì [ ]( )∑ + 000 ,, xdtt  ìíîæåñòâî ðå-
øåíèé ýòîé çàäà÷è íà ïðîìåæóòêå [ ]dtt +00, .
Ïóñòü [ ]dttCU +⊂

00 ,  - îòêðûòûé øàð, îïðåäåëåí-
íûé óñëîâèåì:

( ) [ ]{ }rxxCxxU dtt <−∈⋅== + 0, 00
.

Êàê è â ðàçäåëå 3, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå èí-
òåãðàëüíûå îïåðàòîðû:
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( ) ( ) [ ] ( ) ( )( ){ txtFtyLyyx dttF ,1
, 00

∈∈⋅==ℑ +

[ ]}dtttâïïðè +∈ 00,..

( )( ) ( ) ( ) ( )








ℑ∈⋅∫ ττ+=Φ xydyxtx F

t

t0
0 .

5.1. Ï ð å ä ë î æ å í è å. Ì-îòîáðàæåíèå Φ íà
U  ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ
ìåòðèêè Õàóñäîðôà èìååì:

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }xUyyUxyxh Φ⊂ΦΦ⊂Φε=ΦΦ εε ,inf, .

Ðàññìîòðèì yxd −α>ε , ãäå α - êîíñòàíòà Ëèï-
øèöà äëÿ F, x è y - ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èç U.

Ïóñòü ( ) ( )xzz Φ∈⋅= , òîãäà ( ) ( )∫+= t

t
dssxxtz

0

ˆ0 ,

( ) ( )( )sxsFsx ,ˆ ∈  ïðè ïî÷òè âñåõ [ ]dtts +∈ 00, .
Â ñèëó ëèïøèöåâîñòè  ì-îòîáðàæåíèÿ F ïî

âòîðîìó ïåðåìåííîìó, èìååì âêëþ÷åíèå

( ) ( )( ) ( )( )( )sysFUsxsFsx ,,ˆ β⊂∈

äëÿ ëþáîãî β, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó
β<−α yx .

Ðàññìîòðèì èçìåðèìîå ì-îòîáðàæåíèå
( ) ( )[ ] ( )( )sysFsxBs ,, Iβ=Ψβ . Òîãäà ñóùåñòâóåò èç-

ìåðèìîå ñå÷åíèå ( ) ( )ssy ββ Ψ∈ˆ  íà [ ]dtt +00, .
Èìååì:

( ) ( )( )sysFsy ,ˆ ∈β , ( ) ( ) β≤−β sxsy ˆˆ

äëÿ ïî÷òè âñåõ [ ]dtts +∈ 00, . Òîãäà, åñëè

( ) ( )∫+=υ ββ
t
t dssyxt
0

ˆ0 ,

òî

[ ]
( ) ( )( ) ddssysxz t

tdttt
β≤∫ −=υ−

+∈β 0
00

ˆˆmax
,

.

Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

d
yx

ε<β<−α , òî ε<υ− βz . Òîãäà

( ) ( )( )yUx Φ⊂Φ ε .
Àíàëîãè÷íî äîêàæåì âêëþ÷åíèå ( ) ( )( )xUy Φ⊂Φ ε .

Òîãäà ( ) ( )( ) ε<ΦΦ yxh ,  äëÿ ëþáîãî yxd −α>ε .
Ñëåäîâàòåëüíî, ( ) ( )( ) yxdyxh −α≤ΦΦ , .

5.2. Ò å î ð å ì à. Ïóñòü  F óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì 1,2,3. Ïóñòü ìíîæåñòâî

[ ] ( )( ){ ,1,dim, 00 ≥+∈= xtFhtttA

[ ]}rxBxëþáîãîäëÿ ,0∈

èçìåðèìî è

[ ]( )
0

,
lim 00

0
>+µ

→ h

httA
h

I
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî β
0
, ÷òî äëÿ ëþáî-

ãî  β, 00 β≤β< , ìíîæåñòâî [ ]( )≠∑ β+∑= 000 ,, xtt ∅,
è äëÿ ëþáîãî ε>0, è ëþáîãî ðåøåíèÿ

∑∈y ðàçìåðíîñòü ( ) ∞=∑ ε,dim y , ãäå

{ }ε≤−∑∈=∑ ε yzzy, .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì
( ) ( )∫= t

t
dssata

0

ˆ  è ( ) ( )∫= t

t
dssbtb

0

ˆ . Ýòî íåïðåðûâíûå,
íåîòðèöàòåëüíûå, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå ôóí-
êöèè è ( ) ( ) 0ˆˆ 00 == tbta . Âûáåðåì β

1
 >0 ñòîëü ìà-

ëûì, ÷òî

( )
( )

r
b

a <
β−

β

1

1

ˆ1

ˆ
.

Ïóñòü [ ]β+⊂
00 ,ttCU , 10 β≤β<  - ìíîæåñòâî, îïðå-

äåëåííîå óñëîâèåì:

( ) ( ){ }rxxxxU <⋅−⋅== 0 .

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

[ ]( )β+υ→Φ
00 ,: ttCKU . Åñëè ( ) ( )xz Φ∈⋅ , òî

( ) ( )∫+= t

t
dssyxtz

0
0 ,

ãäå ( ) ( )( )sxsFsy ,∈  ïðè ïî÷òè âñåõ [ ]β+∈ 00,tts .
Òîãäà

( ) ( ) ( ) rdssbrdssadssyxz
tt

t

t

<+≤=− ∫∫∫
ββ 1

0

1

00

0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ( )UKU υ→Φ :  è íå èìååò
íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà U∂ .

Âûáåðåì β
2
 ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû αβ

2
 <1, ãäå α -

êîíñòàíòà Ëèïøèöà ì-îòîáðàæåíèÿ F. Òàê êàê
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[ ]( )
0

,
lim 00

0
>

+µ
→ h

httA
h

I
,

òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî β
3
 >0, ÷òî äëÿ ëþáîãî

β, 30 β≤β< , [ ]( ) 0, 00 >β+µ ttAI .
Ïóñòü { }3210 ,,min βββ=β , 00 β≤β< . Òîãäà

[ ] ( )UKCU tt υ→⊂Φ β+00 ,:  ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðå-
ðûâíûì ñæèìàþùèì ì-îòîáðàæåíèåì.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà m, òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ( )( ) mx ≥Φdim
äëÿ ëþáîãî Ux∈ . Äëÿ ýòîãî, â ñèëó âûïóêëîñ-
òè ìíîæåñòâà Φ(x), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùå-
ñòâîâàíèå m+1 ëèíåéíî íåçàâèñèìîé òî÷êè

( ) ( ) ( )xzz m Φ∈⋅⋅ ,...,0 .
Òàê êàê â ñèëó ëåììû 3.4 ì-îòîáðàæåíèå

( ) ( )( ) [ ] ( )n
x RKttxFF υ→β+⋅⋅=⋅ 00,:,  èìååò m+1 ëè-

íåéíî íåçàâèñèìîå ñå÷åíèå ( ){ }m
iiy 0=⋅ , òî

( ) ( )∫+=
t

t
ii dssyxtz

0

0 ,     i=0,1, ... ,m,

ëåæàò â îáðàçå Φ(x) è ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûìè.

Òîãäà, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 4.6, èìååì:

( )( ) ( ) ( )( ) myUiN yy ≥Φ≥=Φ− ∑ εε dimdim,dim ,,

äëÿ ëþáîãî m. Ñëåäîâàòåëüíî, ( ) ∞=∑ ε,dim y ,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé: ãðàíò ¹  99-01-
00333.
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