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Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â ðàáîòàõ Êðîíåêåðà, Áðàóýðà, Õîïôà,
Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî áûëè çàëîæåíû îñíîâû
òåîðèè «òîïîëîãè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè», «òî-
ïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè», «âðàùåíèÿ» äëÿ íåêî-
òîðûõ êëàññîâ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé êî-
íå÷íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, ïîëó÷èâøèõ ýô-
ôåêòèâíûå ïðèëîæåíèÿ â èññëåäîâàíèÿõ ðåøå-
íèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ñì. [1], [3], [4], [5]).

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå òî-
ïîëîãè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè, ñâÿçàííîå ñî
ñòðóêòóðîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé êîíå÷íîìåðíî-
ãî âêëþ÷åíèÿ

Axf ∈)( ,

ãäå nRA ⊂  -  íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ìíîæå-
ñòâî.

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê óêàçàííîé
çàäà÷å, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ôîðì.

Îòïðàâëÿÿñü îò êëàññè÷åñêîé ôîðìóëû ïî-
òîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåð-
õíîñòü è îò ôèçè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé â ýëåêò-
ðîñòàòèêå, îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-
ôîðìà ω 2 íà ARn / , èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîé ïî-
çâîëÿåò ââåñòè îáîáùåííóþ òîïîëîãè÷åñêóþ

õàðàêòåðèñòèêó ),( Afχ  âåêòîðíîãî ïîëÿ

ARSf nn \: 1 →−  íà (n-1)-ìåðíîé ñôåðå â Rn.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îñîáûõ òî÷åê ïîëÿ f , îïðå-
äåëÿþòñÿ èõ òîïîëîãè÷åñêèå èíäåêñû, îáîáùà-
åòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà àëãåáðàè÷åñêîé
ñóììû èíäåêñîâ îñîáûõ òî÷åê, äîêàçûâàþòñÿ
òåîðåìû î ñîõðàíåíèè îáîáùåííîé õàðàêòåðè-

ñòèêè ïðè ãîìîòîïèÿõ, òåîðåìà î ñóùåñòâîâà-
íèè ðåøåíèé óêàçàííîãî âûøå âêëþ÷åíèÿ. Â
èòîãå ïîñòðîåíà ñèñòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, îáîá-
ùàþùàÿ êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ âðàùåíèÿ âåê-
òîðíîãî ïîëÿ è ñîâïàäàþùàÿ ñ íåé, êîãäà ìíî-
æåñòâî A ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè (íàïðèìåð,
íóëÿ â nR ).

1. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû è îïðåäåëåíèå
îáîáùåííîé òîïîëîãè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè

Çäåñü áóäóò èñïîëüçîâàíû ïîíÿòèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ ôîðì, êîãîìîëîãèé äå Ðàìà, ñèí-
ãóëÿðíîé òåîðèè ãîìîëîãèé; ðîëü ñèíãóëÿðíûõ
öåïåé è öèêëîâ áóäóò èãðàòü ïàðàìåòðè÷åñêè çà-
äàííûå îðèåíòèðóåìûå ïîâåðõíîñòè â ýâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå 3≥nR , â ÷àñòíîñòè, (n-1)-ìåð-
íàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ñôåðà. Ñëó÷àé n=2 òàêæå
îõâàòûâàåòñÿ ðàçâèâàåìîé íèæå ñõåìîé, íî áî-
ëåå áåäåí ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Ïóñòü çàäàíî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå

Γ→− \: 1 nn RSf ,        (1.1)

ãäå U
k

i
q
i

q
i qii

1

, −ΓΓ=Γ -ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü

)3,0,,...,1( ≥≤≤= nnqki i , çàäàííàÿ ïàðàìåòðè-
÷åñêè, )( iii ux ϕ= , ïðè ýòîì );,...,( 1 n

iii xxx =
),...,( 1 iq

iii uuu = ; n
ii R→Ω:ϕ , ãäå iΩ  - çàìêíóòàÿ

ãëàäêàÿ êîìïàêòíàÿ îáëàñòü â iqR (â ñëó÷àå
−Ω= iiq :0  òî÷êà è 0

iΓ - òî÷êà-îáðàç). Ãðàíèöà
öåïè iq

iΓ  åñòü îáðàç ãðàíèöû îáëàñòè iΩ , òî
åñòü kii

q
i

i ,...,1),( =Ω∂ϕ=Γ∂ . Ïóñòü
jiji

q
j

q
i ≠=ΓΓ ,0I .

Â ñòàòüå îïðåäåëÿåòñÿ îáîáùåííàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà Êðîíåêåðà-Ïóàíêàðå-Êðàñ-
íîñåëüñêîãî îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà nR⊂Γ  äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ  f : 2,\1 ≥Γ→− nRS nn , ãäå Ã
ñîñòîèò èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòåé nq ≤≤0 , ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ñïå-
öèàëüíîé 2-ôîðìû, çàäàâàåìîé íà Γ\nR . Èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü âêëþ÷åíèÿ Γ∈)(xF , ãäå F -
ïðîäîëæåíèå ïîëÿ f  íà äèñê 1+nD .
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Îáðàçîì îðèåíòèðîâàííîé ñôåðû Sn-1 ïðè
ãëàäêîì îòîáðàæåíèè f áóäåò îðèåíòèðîâàííàÿ
ïîâåðõíîñòü f (Sn-1) áåç ãðàíèöû )0)(( 1 =∂ −nSf ,
íå ïåðåñåêàþùàÿ íè îäíó èç ïîâåðõíîñòåé

kiiq
i ,...,1, =Γ . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü

f (Sn-1) íàõîäèòñÿ âíóòðè øàðà n
RD  äîñòàòî÷íî

áîëüøîãî ðàäèóñà R, à ïîâåðõíîñòè iq
iΓ  ñîäåð-

æàòñÿ â )(\ 1−nn
R SfD  ñ íåêîòîðûìè îòêðûòûìè iε -

îêðåñòíîñòÿìè  { }iii
n
R

q
i uxxDxT i

i
εε <−∈=Γ )(:)( .

Òî åñòü âîçìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèå

{ })(),...,(\:
*

1

* 1
1 kq

k
qn

R
n TTDSf ΓΓ→−

εε      )1.1( ′

ãäå iεε min* < , è ãäå 0)()(
**

=ΓΓ ji
q
j

q
i TT εε I  ïðè

kjkiji ,...,1;,...,1, ==≠ .
Â îáëàñòè Γ\nR , à ñëåäîâàòåëüíî, è â îá-

ëàñòè { })(,...,)(\
*

1

* 1
kq

k
qn

R TTD ΓΓ εε  îïðåäåëåíà äèô-

ôåðåíöèàëüíàÿ (n-1)-ôîðìà

∑
=

−ω=ω −
k

i

n
i

n

1

11       (1.2)

ãäå ôîðìà 1−n
iω  îïðåäåëåíà â îáëàñòè iq

i
nR Γ\

(ñëåäîâàòåëüíî, è â )(\
*

iq
i

n
R TD Γε ) è èìååò âèä:

∑
=

+−+− ∧∧∧∧∧−=ω
n

j

njjj
i

jn
i dxdxdxdxb

1

11111 ......)1( ,

(1.3)

ãäå ( )j
ii bb =  - íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñ-

êîãî ïîëÿ â òî÷êå x , ñîçäàâàåìàÿ ýëåêòðè÷åñ-
êèìè çàðÿäàìè, ðàñïðåäåëåííûìè íà ïîâåðõíî-
ñòè iq

iΓ  ñ åäèíè÷íîé ïëîòíîñòüþ [6]; ïðè 0>iq
êîýôôèöèåíòû )(xb j

i
 ôîðìû 1−n

iω  îïðåäåëÿþò-
ñÿ ïî ôîðìóëå

∫
Γ

=
−
−

=
iq

i

j

i
njd

uxx

uxx
xb in

ii

i
j

ij ,...,1,
)(

)(
)( σ ;        (1.4)

ïðè n
iiii xxxxxbq 00 /)()(0 −−== , åñëè

ii x0
0 =Γ . Çäåñü idσ  - ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíî-

ñòè iq
iΓ , iq

iii ux Γ∈)( .

Ëåììà 1.1. Ôîðìà (1.2) çàìêíóòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
01 =ω −nd . Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî 01 =ω −n

id
:,...,1 ki =∀

( )∑ =∑ ∧∧∧∧∧∧
∂
∂

−=
= =

+−+− n

j

n

p

njjP
P

j
ijn

i dxdxdxdxdx
x

b
d

1 1

11111 ......1ω

=∧∧∧∧∧∧
∂
∂−= ∑

=

+−+
n

j

njjj
j

j
ij dxdxdxdxdx

x

b

1

1111 ......)1(

∑
=

∧∧∧∧
∂
∂n

j

nj
j

j
i dxdxdx

x

b

1

1 ...... .

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå, ñòîÿùåå ïîä çíàêîì

ñóììû:

=∧∧
∂
∂

n
j

j
i dxdx

x

b
...1

n
in

ii

i
j

i
j

j
dxdxd
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uxx

xiq
i
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−
∂
∂=

Γ
...

)(

)(
1σ

(ââèäó ãëàäêîñòè èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè âîç-
ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ
è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ). Ñëåäîâàòåëüíî,

×











∫ ∑

−

−−−
=

Γ =
+

−
i

n

j
n

ii

i
j

i
j

iin
i d

uxx

uxxnuxx
d

iq
i

σω
1

2

22

1

)(

))(()(

0...1 =∧∧× ndxdx

Òàêèì îáðàçîì, ∑
=

−− =ω=ω
k

i

n
i

n dd
1

11 0 . Ëåììà äîêà-

çàíà. �

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàëîæèì íà ïîâåðõíîñòè
iq

iΓ óñëîâèå  )( 0α : äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî *ε  îò-
êðûòàÿ ε -îêðåñòíîñòü )( iq

iT Γε  ïîâåðõíîñòè iq
iΓ

ãîìåîìîðôíà îòêðûòîìó n-ìåðíîìó øàðó ïðè

*0 εε ≤< .

Ïóñòü 1−nz  - öèêë, ïîðîæäåííûé ïîâåðõíîñ-

òüþ )( 1−nSf . Â îáëàñòè { })(),...,(\ 1
1

kq
k

qn
R TTD ΓΓ εε ,

*εε < , öèêë 1−nz  ãîìîëîãè÷åí öèêëó ∑
=

Γ
k

j

q
jj

jPm
1

)(ε ,

ãäå )()(, jj q
j

q
jj TPZm Γ∂=Γ∈ εε , ãðàíèöà )( jq

jP Γε  ãî-
ìîëîãè÷íà ñôåðå è èìååò òó æå îðèåíòàöèþ, ÷òî
è 1−nS . Â ñèëó ãîìîëîãè÷íîñòè öèêëîâ è ëåììû
1.1 èìååì (ïî òåîðåìå äå Ðàìà):
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∫ ∑ ∑ ∫
− = = Γ

−− =
1

1 1 )(

11

n
jq

j
z

k

j

k

j P

n
ij

n m

ε

ωω
.

Ëåììà 1.2. Ïðè 0
)(

1 =≠ ∫
Γ

−

jq
jP

n
iji

ε

ω .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ôîðìà 1−n
iω  çàìêíóòà â îáëàñòè iq

i
nR Γ\ , à

öèêë )( jq
jP Γε  ïðè ji ≠  ãîìîëîãè÷åí íóëþ â ýòîé

îáëàñòè.

Èç ôîðìóëû Ñòîêñà ñëåäóåò, ÷òî

0
)(

1

)(

1

)(

1 === ∫∫∫
Γ

−

Γ∂

−

Γ

−

jq
j

jq
j

jq
j T

n
i

T

n
i

P

n
i d

εεε

ωωω
.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Èç ëåììû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî

∫ ∑ ∫
− = Γ

−− =
1

1 )(

11

n
iq

i
z

k

i P

n
ii

n m
ε

ωω .       (1.5)

Îáîçíà÷àÿ ∫
−

−

1

1

nz

nω  ÷åðåç ),,(~ 1 Γ−nSfχ , ∫
Γ

−

ε

ω
)(

1

iq
iP

n
i

÷åðåç iæ , ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

∑
=

− =Γχ
k

i
i

n mSf
1

i
1 æ),,(~

.       (1.6)

Îïðåäåëåíèå 1.1. Öåëîå ÷èñëî im  îáîçíà÷èì

),( iq
if Γχ :

i
q
i mf i =Γ ),(χ ,

è íàçîâåì èíäåêñîì âåêòîðíîãî ïîëÿ f îòíîñè-
òåëüíî ïîâåðõíîñòè kiiq

i ,...,1, =Γ .

Îïðåäåëåíèå 1.2. Âåëè÷èíó

),...,(),,( 1
1

k
n mmSf =Γ−χ        (1.7)

íàçîâåì îáîáùåííîé òîïîëîãè÷åñêîé õàðàêòåðèñ-
òèêîé îòîáðàæåíèÿ f îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû
ïîâåðõíîñòåé Γ .

Î÷åâèäíî, áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

âåëè÷èíàìè ),,(~ 1 Γ−nSfχ  è ),,( 1 Γ−nSfχ .

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ∫
−

−

1

1

nz

n
iω  êàê

),,(~ 1 iq
i

nSf Γχ − , òî ïîëó÷èì ôîðìóëó:

∑
=

−− Γ=Γ
k

i

q
i

nn iSfSf
1

11 ),,(~),,(~ χχ , õàðàêòåðèçóþ-

ùóþ àääèòèâíîñòü χ~  îòíîñèòåëüíî Γ .

Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòèå «õàðàêòåðèñòèêè»
),,( 1 Γ−nSfχ åñòåñòâåííî ðàñøèðÿåòñÿ, åñëè âìå-

ñòî 1−nS ðàññìîòðåòü ñëó÷àé îðèåíòèðîâàííîãî
ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ 1−nM , äèôôåîìîðô-
íîãî 1−nS , à òàêæå ñëó÷àé íåñâÿçíîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ U
r

i

n
i

n MQ
1

11

=

−− = , ñîñòîÿùåãî èç íåïåðåñåêà-

þùèõñÿ ïîäìíîãîîáðàçèé 1−n
iM , ri ,...,1= , äèô-

ôåîìîðôíûõ 1−nS . Äëÿ îòîáðàæåíèÿ
Γ→− \: 1 nn RQf  îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà χ

ðàâåíñòâîì

∑ ∑ ∑
=

−− =Γ=Γ
r

i

i
k

in
i

n mmMfQf
1

1
11 ),...,(),,(),,( χχ ,

       (1.8)

ãäå ñïðàâà � ñóììà âåêòîðîâ rimm i
k

i ,...,2,1),,...,( 1 = , -
îáîáùåííûõ òîïîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê

),,( 1 Γ−n
iMfχ  âèäà (1.7).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè
0=iq  (êîãäà iq

iΓ  - èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà) íàìå-
÷åí â [7], íî ìû íå âûïèñûâàåì êëàññè÷åñêèå àíà-
ëèòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî èí-
äåêñà îòíîñèòåëüíî òî÷êè.

2. Ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòèê ),,( 1 Γ−nSfχ ,
),,( 1 Γχ −nMf

Òåîðåìà 2.1. (ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü)
Ðàññìîòðèì äâà ãëàäêèõ ãîìîòîïíûõ îòîáðàæå-
íèÿ:

Γ→− \: 1 nn RSf , Γ→− \: 1 nn RSg .

Ïóñòü ),( tF ξ  - ñâÿçûâàþùàÿ èõ ãîìîòîïèÿ
])1,0[,( 1 ∈∈ − tSnξ , òàêàÿ, ÷òî

]1,0[),( 1 ×∈∀ −nStξ  =Γξ I),( tF ∅

Òîãäà ),,(),,( 11 Γ=Γ −− nn SgSf χχ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1
1−nz  è 2

1−nz  - öèêëû, ïî-

ðîæäåííûå ïîâåðõíîñòÿìè )( 1−nSf  è )( 1−nSg  ñîîò-

âåòñòâåííî. Öèêë 1
1−nz  - 2

1−nz  ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé n-

ìåðíîé ïîâåðõíîñòè
{ }]1,0[,),,(: 1 ∈∈=∈= − tStFxRxF nn ξξ . Ñëåäîâàòåëü-

íî, èìååì ãîìîëîãèþ 1
1−nz ~ 2

1−nz . Äåéñòâèòåëü-
íî, ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ f  è g  ïîðîæäà-
þò îäèí è òîò æå ãîìîìîðôèçì ãðóïï ãîìîëî-
ãèé [2]: ** gf = , ïîýòîìó öèêë 1−nS  ïðè îòîáðà-
æåíèÿõ f  è g  ïåðåõîäèò â ãîìîëîãè÷íûå öèê-
ëû 1

1−nz  è 2
1−nz . Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ãîìîëîãè÷-

íû öèêëó ∑
=

Γ
k

i

q
ii

iPm
1

)(ε , îòêóäà ñëåäóåò

),,(),...,(),,( 1
1

1 Γ==Γ −− n
k

n SgmmSf χχ ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 2.1 åñòåñòâåííî îáîá-
ùàåòñÿ íà ñëó÷àé îðèåíòèðóåìîãî ìíîãîîáðà-

çèÿ 1−nM , à òàêæå íåñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ 1−nQ .

3. Èíäåêñû «îñîáûõ òî÷åê». Àíàëîã òåîðåìû
î ñóììå èíäåêñîâ

Ïóñòü f
~

-  ãëàäêîå ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ

{ }kq
k

qn
R

n DSf ΓΓ→− ,...,\: 1
1

1  íà øàð 1, −=∂ nnn SDD :

ffDDf nS

n
R

n
≡→ −1,:

~
.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Òî÷êó nDx∈  íàçîâåì îñîáîé

îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Γ , åñëè Γ∈)(
~

xf ; òî÷-

êó nDx∈  íàçîâåì îñîáîé îòíîñèòåëüíî ìíîæå-

ñòâà iq
iΓ , åñëè iq

ixf Γ∈)(
~

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) ïîâåðõíîñòü iq
iΓ  ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîä-

ìíîãîîáðàçèåì â kiD n
R ,...,1, = ;

2) ≠Γ


 iq
i

n
Df I:

~
∅ è îòîáðàæåíèå f

~
òðàíñ-

âåðñàëüíî ê kif ii q
i

q
i ,...,1),

~
( =ΓΓ I .

Òîãäà )(
~ 1 iq

if Γ−  - ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå

â 
n

D  ([3]), è 
i

q
i qf i =Γ− )(

~
dim 1 .

Òàê êàê ìíîæåñòâî iq
iΓ  êîìïàêòíî, òî

)(
~ 1 iq

if Γ− êîìïàêòíî, ïîýòîìó )(
~ 1 iq

if Γ−  ñîñòîèò

èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ðàçìåð-

íîñòè iq :

U
i

i

s

j
iij

q
i sjXf

1

1 ,...,1,)(
~

=

− ==Γ .

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî
),...,1( iij sjX = âîçìîæíî îêðóæèòü ïîâåðõíîñòÿ-

ìè )( ijXPδ  ðàçìåðíîñòè n-1, òàêèìè, ÷òî:

à) )( ijXPδ  èìååò òó æå îðèåíòàöèþ, ÷òî è

nn DS ∂=−1 ;

á) ( ) ( )=δδ iqij XPXP I ∅ ïðè isjqj ,...,1, =≠ ,

isq ,...,1= ;

â) isj ,...,1=∀  =Γδ
lq

lijXPf I))((
~ ∅ ïðè

klli ,...,1, =≠ .
Óñëîâèÿ òèïà a)-â) ðàññìàòðèâàëèñü â [1], [4].

Çäåñü ìû íå ïðèâîäèì ïîäðîáíûõ ðàññóæäåíèé.

Îòîáðàæåíèå f
~

 ïåðåâîäèò öèêë )( ijXPδ  â

öèêë ))((
~

1 ij
ij
n XPfz δ=− , «îêðóæàþùèé» ïîâåðõ-

íîñòü iq
iΓ . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ij

nz 1−  îêðóæàåò

ïîâåðõíîñòü )( iq
iP Γε , ïîñêîëüêó, â ñèëó óñëîâèé

íà iq
iΓ , ìîæíî âûáðàòü ïîäõîäÿùåå ε .

Â îáëàñòè { })(T),...,(T\D k1 q
k

q
1

n
R ΓΓ εε  öèêë ij

1nz −

ãîìîëîãè÷åí öèêëó )(PN iq
iij Γε , ãäå Z∈ijN , ïî-

ýòîìó

( ) iæij
P

1n
iij

z

1n
i NN

iq
i

ij
1n

=∫ω=∫ω
Γ

−−

ε−

îòêóäà öåëîå ÷èñëî ijN  âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

∫
−

−=
ij

1nz

1n
i

i
ij æ

1
N ω ,       (3.9)

ãäå is,...,1j,k,...,1i == .

Îïðåäåëåíèå 3.2. ×èñëî ijN  íàçîâåì îáîá-
ùåííûì èíäåêñîì òî÷åê ijXx ∈ , îñîáûõ îòíî-
ñèòåëüíî ìíîæåñòâà )s,...,1j,k,...,1i( i

q
i

i ==Γ .
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Òåîðåìà 3.1. (î ñóììå èíäåêñîâ) Åñëè öèêë

∑
=

is

1j
ij )X(Pδ  ãîìîëîãè÷åí Sn-1 â îáëàñòè U

is

1j
ij

n X\D
=

,

òî âåðíî ðàâåíñòâî

( ) i
q
i

s

1j
ij mN i

i

=Γ=∑
=

f,χ .     (3.10)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì èíäåêñà ijN  è ñâîé-

ñòâàìè èíòåãðàëà, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàâåí-
ñòâà:

( )
∑ ∫∑ ∫∑
=

−

=

−

=
===

−

i

ij

i

ij
1n

i s

1j XP

1n
i

i

s

1j z

1n
i

i

s

1j
ij æ

1

æ

1
N

δ

ωω *~
f

( )
∫

∑

ω=

=
δ

−

is

j
ijXP

n
if

1

1*

i

~

æ

1
.

Òàê êàê öèêë ( )∑
=

is

1j
ijXPδ  ãîìîëîãè÷åí Sn-1 â îá-

ëàñòè U
is

1j
ij

n XD
=

\ , à ôîðìà 1n
i

−ω*~
f  çàìêíóòà â

ýòîé îáëàñòè ( 0
~~ 1*1* =ω=ω −− n

i
n
i dffd ), òî èìååì:

( )
=== ∫∫∑

−−

−−

= 1n1n

i

S

1n
i

iS

1n
i

i

s

1j
ij æ

1

æ

1
N

f

f
~

*~ ωω

( )
∫∫

−
−

−− ==
1n

1n z

1n
i

iS

1n
i

i æ
1

æ
1

ωω
f

.

Èç ãîìîëîãè÷íîñòè  öèêëà 1−nz  öèêëó

( )∑
=

Γ
k

j

q
jj

jPm
1

ε  è èç ëåììû l.2 ñëåäóåò, ÷òî

( )
i

11 æ
1

i
P

n
ii

z

n
i mm

iq
in

== ∫∫
Γ

−−

− ε

ωω .

Ñëåäîâàòåëüíî,

( )i
i q

ii

s

j
ij ,fmN Γ==∑

=
χ

1
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü îêîí÷àòåëüíóþ òå-

îðåìó î ñóììå èíäåêñîâ, îáîáùàþùóþ òåîðå-

ìó 3.1. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî

( )Γ⊂ −1f
~

Xij  ( ;k,...,i 1= is,...,j 1= ) îêðóæåíû ïî-

âåðõíîñòÿìè ( )ijXPδ , óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâè-

ÿì à)-â) è óñëîâèþ: ( ) ( )=δδ lqij XPXP I ∅ ïðè

is,...,j;k,...,i,li 11 ==≠ ; is,...,q;k,...,l 11 == .

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü öèêë ( )∑∑
= =

k

i

s

j
ij

i

XP
1 1

δ  ãîìî-

ëîãè÷åí Sn-1 â îáëàñòè UU
k

i

s

j
ij

n
i

X\D
1 1= =

. Òîãäà

( ) i

k

i

s

j
ij

n
i

NSf æ,,~
1 1

1 ∑ ∑=Γχ
= =

− .      (3.11)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òàê êàê öèêë ( )∑∑
= =

k

i

s

j
ij

i

XP
1 1

δ ãîìîëîãè÷åí Sn-1, òî

èìååì ñåðèþ ðàâåíñòâ:

( )
( )

=

∑∑

ω=ω=ω=Γχ ∫∫∫
= =

δ

−
−

−−−−

k

i

is

j
ij

n
n XP

n

S

n

z

nn ffSf

1 1

1
1

1*1*11 ~~
,,~

( )( ) ( )
∑ ∑=∑ ∑ ω=∑ ∑ ω=
= == = Γ

−

= =

− ∫∫
εδ

k

i

s

j
ij

k

i

s

j PN

n
i

k

i

s

j XPf

n ii

iq
iij

i

ij

N
1 1

i
1 1

1

1 1~

1 æ
,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó. �

Çàìå÷àíèå ê òåîðåìàì 3.1 è 3.2: åñëè ìíîæå-

ñòâà ijX ìîæíî îêðóæèòü íåïåðåñåêàþùèìèñÿ

ñôåðàìè ( )ij
n XS 1−
δ , òî öèêë ( )∑

=

−
is

j
ij

n XS
1

1
δ  áóäåò ãî-

ìîëîãè÷åí Sn-1 â îáëàñòè U
is

j
ij

n X\D
1=

, à öèêë

( )∑∑
= =

−
k

i

s

j
ij

n
i

XS
1 1

1
δ  ãîìîëîãè÷åí Sn-1 â îáëàñòè

UU
k

i

s

j
ij

n
i

X\D
1 1= =

.  Ýòîò ñëó÷àé ñëóæèò ïðèìåðîì âû-

ïîëíåíèÿ óñëîâèé òåîðåì 3.1 è 3.2.
Èç òåîðåì 3.1 è 3.2 ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ñó-

ùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ ( ) Γ∈xf
~ , åñëè

0),,(~ 1 ≠Γχ −nSf .  Îäíàêî, èìååò ìåñòî áîëåå òî÷-
íàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ:

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü n
R

n DD:f
~ →  - ãëàäêîå

îòîáðàæåíèå, iq
iΓ  - ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü â

( )k,...,iD n
R 1= .  Òîãäà, åñëè ( ) 01 ≠Γ− iq

i
n ,S,f~χ , òî
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âêëþ÷åíèå ( ) iq
ixf

~
Γ∈  èìååò ðåøåíèå âíóòðè

øàðà nD .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî
( ) 01 ≠Γ− iq

i
n ,S,f~χ , íî ñîîòâåòñòâóþùåå âêëþ÷å-

íèå íå èìååò ðåøåíèé âíóòðè nD ; òîãäà áóäåì
èìåòü öèêë ( )1

1
−

− = n
n Sf

~
z , ãîìîëîãè÷íûé íóëþ

â îáëàñòè iq
i

n
R \D Γ . Ñëåäîâàòåëüíî,

( )
0

1

1 =∫
−=

−

n
n zSf

~

nω ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. �
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 3.1-3.3

îñòàþòñÿ â ñèëå, åñëè âìåñòî ñôåðû Sn-1 ðàñ-
ñìàòðèâàòü ìíîãîîáðàçèÿ Mn-1 èëè Qn-1 (ñì. çà-
ìå÷àíèå â êîíöå §1) è îòîáðàæåíèÿ

Γ→− \RM:f nn 1 , Γ→− \RQ:f nn 1 .
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