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Çäåñü Γ-ãðàíèöà  Π, 2222 // yuxuu ∂∂+∂∂≡∆ ,
( )yxf ,  - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü 4≥n íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü 1...0 10 =<<= +nxx ,
1...0 1 =<<= +no yy , ( )1/111 +==−=− ++ nhyyxx iiii .

Àïïðîêñèìèðóåì îïåðàòîð (1.1) âûðàæåíèåì
( )( ) )( 2

1,,1,1,j1,-i /4u-~, huuuuyxMu jijijijiii ++− −−+− .
Ïåðåíóìåðóåì êîìïîíåíòû ñåòî÷íîé ôóíêöèè:

nn uuuuuu === 1221111 ,...,, , 112 += nuu ,

( ) 2,...,,..., 11222 nnnnnnn uuuuuu === −+       (1.2)

è óìíîæèì êàæäîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå íà h2.
Òîãäà ïîëó÷èì ñ.ë.à.ó. AU=F, ãäå



















−

−−
−

=

nn ED

FED
FE

A

L

MOOO

L

K

0

0

222

11

,       (1.3)

E
i
,D

i
,F

i
 - êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà

n,F
i
=D

i
=I, I - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. A ÿâëÿåòñÿ

ñèììåòðè÷íîé M-ìàòðèöåé. Ìû áóäåì ÷àñòî
èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ñâîéñòâà M-ìàòðèö
(ñì. [3, §36]).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. Ñèìâîë [a] îáîçíà÷à-
åò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà a. Ñèìâîëîì C áóäåì îáî-
çíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû (âîîáùå ãî-
âîðÿ, ðàçëè÷íûå), íå çàâèñÿùèå îò íîìåðà n.
Èíîãäà äëÿ òàêèõ êîíñòàíò áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèÿ C

1
,C

2
,....  Åñëè äëÿ γ èìåþò ìåñòî

ÓÄÊ 519.61

ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈ ÍÅÓËÓ×ØÀÅÌÛÕ ÎÖÅÍÊÀÕ
ÏÐÅÄÎÁÓÑËÀÂËÈÂÀÒÅËÅÉ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÃÎ ËÀÏËÀÑÈÀÍÀ

È.À. Áëàòîâ, Å.Â. Êèòàåâà, Ì.Å. Ýêñàðåâñêàÿ

Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â [1, c.267] Â.Ï.Èëüèíûì áûëà ïîñòàâëåíà
çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
èòåðàöèé ìåòîäà íåïîëíîé ôàêòîðèçàöèè
(ì.í.ô.), ó÷èòûâàþùèõ ïîâûøåíèå «ñòåïåíè íå-
ÿâíîñòè» àëãîðèòìà. Äàííàÿ çàäà÷à, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ñâîäèòñÿ [1] ê îöåíêå ÷èñëà îáóñëîâëåí-
íîñòè ïðåäîáóñëîâëåííîé ìàòðèöû. ×àñòè÷íîå
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áûëî äàíî àâòîðîì â [2]
äëÿ äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà íà êâàä-
ðàòå â ñëó÷àå òî÷å÷íûõ è áëî÷íûõ ì.í.ô. Îäíà-
êî, îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î òî÷íîñòè ïî-
ëó÷åííûõ îöåíîê â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì â íèõ ëî-
ãàðèôìè÷åñêèõ ìíîæèòåëåé.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ ñõåì íåïîëíîé ôàê-
òîðèçàöèè ïîëó÷åíû áîëåå òî÷íûå îöåíêè, êî-
òîðûå àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìû. Èç íèõ,
â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîä-
òâåðæäàåìûé ôàêò, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
«öåíà× êîëè÷åñòâî èòåðàöèé» äëÿ ì.í.ô. â ñî-
÷åòàíèè ñ ïðåäîáóñëîâëåííûì ìåòîäîì ñîïðÿ-
æåííûõ ãðàäèåíòîâ äîñòèãàåòñÿ äëÿ íåáîëüøèõ
çíà÷åíèé k=O(1) øèðèíû ëåíòû â áëîêàõ ïðå-
äîáóñëàâëèâàþùèõ ìàòðèö.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà
â ñòàòüå ïîëó÷åíû áîëåå òî÷íûå, ÷åì  â [2] îöåí-
êè ýëåìåíòîâ òî÷íûõ è íåïîëíûõ ôàêòîðèçàöèé
äèñêðåòíîãî ëàïëàñèàíà, ïðåäñòàâëÿþùèå ñà-
ìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÎÖÅÍÊÈ
×ÈÑÅË ÎÁÓÑËÎÂËÅÍÍÎÑÒÈ

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

( ) 0,, ==∆−≡ ΓuyxfuMu        (1.1)

â åäèíè÷íîì êâàäðàòå [ ] [ ]∏ × 1,01,0: .

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå íåïîëíîé áëî÷íîé ôàêòîðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ äèñêðåòíîãî Ëàïëàñèà-
íà. Ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìûå îöåíêè ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ïðåäîáóñ-
ëîâëåííîé ìàòðèöû â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû äîïóñòèìîãî çàïîëíåíèÿ.
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îöåíêè β≤γ C , òî áóäåì ïèñàòü ( )β=γ O , à åñëè
β≤γ≤β< 210 CC  -  òî ( )β=γ *O . Ïóñòü





≤
>

=+ 0,0
0,

t
tt

t .

 ×åðåç p
⋅  áóäåì, â çàâèñèìîñòè îò êîíòåê-

ñòà, îáîçíà÷àòü îáû÷íóþ íîðìó âåêòîðà (åâê-
ëèäîâó ïðè p=2) èëè ñîãëàñîâàííóþ ñ íåé íîð-
ìó ìàòðèöû. Äëÿ âåêòîðîâ èëè ìàòðèö çàïèñü

BA≤  îçíà÷àåò, ÷òî ( )iiijij baba ≤≤  äëÿ âñåõ ýëå-
ìåíòîâ. Ñèìâîëîì cond (K) áóäåì îáîçíà÷àòü
ñïåêòðàëüíîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû
K. Ñèìâîë I îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó.

 Ðàññìîòðèì áëî÷íóþ ôàêòîðèçàöèþ ìàò-
ðèöû A

( ) ( )FGGGDA ++= −1 ,        (1.4)
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ãäå ( )nn×  -ìàòðèöû G
i
 îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè ( ñì. [4])

sssss FGDEGEG 1
11111 , −

+++ −== , 1,...,2,1 −= ns  (1.6)

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ äèàãîíàëüíûõ è áëî÷íî-
äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö â äàëüíåéøåì áóäåì ïðè-
ìåíÿòü îáîçíà÷åíèÿ âèäà ( )nGGdiagG ,...,1= , à
äëÿ òðåõäèàãîíàëüíûõ è áëî÷íî-òðåõäèàãîíàëü-
íûõ ìàòðèö âèäà (1.3) - îáîçíà÷åíèÿ{ }ppp FEDtridiagA −−= ,, , np ≤≤1  , áëîêè D

1
 è F

n
îòñóòñòâóþò.

Îïðåäåëèì íåïîëíóþ áëî÷íóþ ôàêòîðèçà-
öèþ ìàòðèöû A áåç äèàãîíàëüíîé êîìïåíñàöèè
ôîðìóëàìè

( ) ( )FGGGDA ++= − ˆˆˆˆ 1 ,                 (1.7)

ãäå ( )nGGdiagG ˆ,...,ˆˆ
1= , D è F - ìàòðèöû (1.5), à

iĜ  îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

( )( )
s

k

ssss FGDEGEG 1
11111

ˆˆ,ˆ −
+++ −== ,

1,...,2,1 −= ns       (1.8)

Çäåñü ñèìâîë (k) îçíà÷àåò âçÿòèå (2k+1)-äèàãî-
íàëüíîé ÷àñòè ìàòðèöû, ò.å. åñëè { }ijbB = , òî

( ) { } ijkijkij
k bbbB == ,, ,  ïðè kji ≤− , 0, =kijb  äëÿ

kji >− .
Ïóñòü AAK 1ˆ −= . Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì

ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Íàéäóòñÿ òàêèå êîíñòàíòû
C

1
>0,C

2
>0, ÷òî ïðè âñåõ nkn ≤≥ ,4  ñïðàâåäëè-

âû îöåíêè

( )
2

2

22

2

1
k

n
CKcond

k

n
C ≤≤ .                 (1.9)

Ñëåäóþùèå òðè ðàçäåëà ïîñâÿùåíû äîêà-
çàòåëüñòâó òåîðåìû 1.

2. ÎÖÅÍÊÈ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÁËÎ×ÍÛÕ
ÔÀÊÒÎÐÈÇÀÖÈÉ

 2.1. Îöåíêè ýëåìåíòîâ òî÷íûõ ôàêòîðèçàöèé

Òåîðåìà 2. Â ðàçëîæåíèè (1.4)-(1.5) äëÿ ýëåìåí-

òîâ ìàòðèö ( ){ }1
,

1 −− = sijs gG  ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû
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ãäå ( ) ( )1, *Ojirr ss == .

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2 ïðåäïîøëåì òåõ-
íè÷åñêîå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü [ ]nq ,1∈  è ÷èñëà
νν µλ ,  îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè

( )12
sin4 2

+
πν=λν q , 
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ν
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n≤ν≤1 .                 (2.2)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû

( )
ν

ν
ν µ

µ−=λ
21

,                 (2.3)

( )

( ) ( )12
sin

12
sin1

12
sin2

1
2

+
πν+

+
πν+

+
πν

−=µν

qq

q , nq ≤≤ν≤1 ,

( )ν+ν
+νν

+νν
ν+ν µ−µ

µµ
−µµ=λ−λ 1
1

1
1

1
,       (2.4)

( )
1

sin
1

21
sin41 +

π
+
+νπ=λ−λ ν+ν qq ,













−−∈µν q

O
1

1,83 *
, nq ≤≤ν≤1 ,        (2.5)







=µ−µ≤µ−µ< +ν+ν+νν q

O
1

0 211 , [ ]21 q≤ν≤ ,

(2.6)







=µ−µ +νν q

O
1*

1 , [ ] qq ≤ν≤2       (2.7)

( )1
1

1
0 *

2
1 O=

µ−
µµ−

<
ν

+νν
, nq ≤≤ν≤1 ,       (2.8)

( )( ) ( )110 **

OnO =µ−< ν , nq ≤≤ν≤1 ,                 (2.9)






 ν−=
µ
µν

q
O*

1

1 .               (2.10)

Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìóëû (2.3), (2.4) ïîëó÷à-
þòñÿ èç (2.2) ïðÿìîé âûêëàäêîé, (2.5) è (2.6) ñëå-
äóþò èç (2.3) è òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ

( ) ( )( )yyyy ++−=µ 2121  ìîíîòîííî óáûâàåò íà
[0,4] âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé, ( ) ( ) 834,10 −=µ=µ ;
(2.7) è (2.10) ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåíåíèåì ê (2.3) ôîð-
ìóëû Ëàãðàíæà, (2.9) ñëåäóåò èç (2.5). Íàêîíåö,
(2.8) ñëåäóåò èç (2.5),(2.7).

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2. Â [2]
äëÿ 1

,
−

qijg  áûëî ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå

( ) ( )( )×
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µ
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= ∑
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nqij qq
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1
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111
sin

1

2

( ) { }( )( )jinjiji ,max121 −+
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+
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−
ν µ−µ−µ× .      (2.11)

Ïóñòü ij ≥ . Òîãäà èç (2.11),(2.2)-(2.4),(2.8),
(2.9) ñëåäóåò, ÷òî
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( ) )))(( 1
121 ν+ν
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ν µ−µµ−× jn .              (2.12)

Çàìåòèì äàëåå, ÷òî èç (2.3) ñëåäóåò, ÷òî
( )116 *2 O=−µ−µ νν  ïðè [ ] 12 +≤ν q , ò.ê. ïðè

ýòèõ ν èìååì
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à 016 2 >≥−µ−µ νν C  ïðè [ −∈µ 2 1,3 ]. Ïîýòîìó

èç (2.12) âûòåêàåò, ÷òî

( ) ( )( ) ( )( )( )




 ∑ µ−µµ−µ−µµ−=

=ν
ν+ν

−+
ν

+
ν

−
νν

− q
jnjiij

qij Og
1

1
12*1

, 11 ,

(2.13)
åñëè òîëüêî â (2.13)

( )
[ ]

( )
[ ]

nqO
qq

q

≤≤




= ∑∑
+

=ν+=ν
1,......

12

122
.      (2.14)

Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü (2.13) è ïîêàæåì, ÷òî âû-

ïîëíÿåòñÿ (2.14). Ïóñòü 43,1 nji ≤≤ . Òîãäà â ñèëó

(2.9) ( )( ) ( )11 *12 Ojn =µ− −+
ν , è ìû èìååì

( )( ) ( )( )( )=∑ µ−µµ−µ−µµ−
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q ij
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µ−µµµ−= ∑ ∑

+

−=
ν+νν

=ν
ν

ij

ijs

s
q

O 1
1

2* 1 .     (2.15)

Èçó÷èì ñóììó ( ) ( )∑ ∑ =ν ν+ννν µ−µµµ−=qs
q s

, 1 1
21 .

Ýòî åñòü ÷àñòè÷íàÿ ñóììà äëÿ èíòåãðàëà
( )∫

µ

µ
µµµ−= 1 21

q
dI s

s . Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
qs≤  è qs > .
Ïóñòü qs≤ . Òîãäà ïîñêîëüêó â ñèëó (2.5),(2.6)

ëþáîé ÷àñòè÷íûé îòðåçîê [ ]1, +νν µµ  èìååò äëèíó

( )qO1 , à 831 −≥µ− ν , òî
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ss O 2
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*2

,
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11
. Îòñþäà ïîëó÷à-

åì

( ) qsIOqs s ≤=∑ ,,
* .               (2.16)

Ïóñòü qs > . Â ñèëó (2.3),(2.6),(2.10) ñ ó÷å-
òîì òîãî, ÷òî sq ≤≤ν
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( ) ( )

( )
( ) =

µµ−
µµ−

≤
µ−µµµ−
µ−µµµ− νν+νννν

s

s

s

s

1
2

1

2

211
2

1

1
2

1

1

1

1


















 ν−=
















 ν−ν=

















µ
µν= ν

sss

q

C
O

q

C
OO

2
112

1

2
,

( )1*OC = .

Îòñþäà, ïîñêîëüêó 
ν−≤




 ν− 1

2
1 C

s

e
q

C
, èìååì

( ) ( ) =∑ 
























∑ 




 ν−+µ−µµµ−=
=ν

qs

q
s

s

q

C
O,

2
211

2
1

*

2
111

( ) ( )( ) 

















−=µ−µµµ−=

s

s

q

C

q
OO

2
1

1
1

3
*

211
2

1
*

.  (2.17)

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî è â ñëó÷àå (2.16) è
â ñëó÷àå (2.17) äëÿ ñóìì ∑ 1,,qs  è ∑ 2,,qs ñëàãàå-
ìûõ ñ íîìåðàìè [ ][ ]12,1 +∈ν q  è [ ][ ]qq ,12 +∈ν
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ( )∑ ∑=2,, 1,,qs qs

O , ò.å. äëÿ
ñóììû (2.13) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.14).

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì, ÷òî

( ) 

















−+= −

s

s q

C
sOI 11 3*

.     (2.18)

Äàëåå ïðè qij ≥−  èç (2.3), (2.13), (2.15)-(2.17)
èìååì äëÿ íåêîòîðîé ( )1*

1 OC =

( ) =

















−= ∑

+

−=

−
ij

ijs

s

qij q

C

q
Og 1

3
*1

, 1
1

( )



















−





−= ∑

+

−=

−−−
ij

ijs

ijsij

q

C

q

C

q
O 11

3
* 11

1
.     (2.19)

Îòñþäà ïðè qi ≤ , ïîñêîëüêó âñå ñëàãàåìûå â
ïðàâîé ÷àñòè (2.19) åñòü âåëè÷èíû ( )1*O , èìååì

( )


















−=

−
−

ij

qij q

C

q

i
Og 1

3
*1

, 1 ,               (2.20)
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à ïðè qi >  ïîëó÷àåì èç (2.19)

( ) =






























−−





−=

−
−

iij

qij q

C

q

C

q
Og

2

11
2

*1
, 111

1



















−=

−ij

q

C

q
O 1

2
* 1

1
.     (2.21)

Èç (2.20),(2.21) âûòåêàþò îöåíêè (2.1) ïðè
qijnjiij ≥−+≤≤≥ 1,43,1, . Ïóñòü qij <− . Òîã-

äà èç (2.3),(2.13),(2.15)-(2.19) èìååì

( )
( )

{ }







+





−

+
= ∑

+

−=

−
jiq

ijs

s

qij q

C

s
Og

,min
1

3
*1

, 1
1

1

{ } 











−+ ∑

+

++=

ji

jiqs

s

q

C

q 1,min

2
3 1

1
.    (2.22)

(âòîðàÿ ñóììà ðàâíà íóëþ, åñëè ( )qOji =+ ).
Ïóñòü qiij ≤<− . Òîãäà ( )qOji =+  è èç

(2.22) èìååì

( )
( ) ( )

=






−+
=






+
= ∑

+

−=

−
3

*
3

*1
,

11

1

ij

i
O

s
Og

ji

ijs
qij

( ) 

















−

−+
=

−ij

q

C

ij

i
O 1

3
* 1

1 ,

ò.å. (2.1) ïðè qiij ≤<−≤0 .

Ïóñòü iqij ≤<− . Òîãäà èç (2.22) ïîëó÷àåì

( )
( )

=

















−+





−

+
= ∑ ∑

−=

+

+=

−
q

ijs

ij

qs

ss

qij q

C

qq

C

s
Og

1

2
3

1
3

*1
, 1

1
1

1

1

( ) 

















−+

+
= ∑ ∑

−+

−=

+

+−+=

ijq

ijs

ij

ijqs

s

q

C

qs
O

1

2
33

* 1
1

1

1
.     (2.23)

Ïðè iqij ≤<−  ïåðâàÿ ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè
(2.23) åñòü

 ( ) ( ) 

















−

−+
−+=






−+

− ji

q

C

ij

ij
O

ij
O 1

1

1

1

1
3

*
2

* , à âòî-

ðàÿ îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (2.19), (2.21) âåëè÷è-

íîé ( ) 

















−

−+
−+=


















−

−+−+ jiijq

q

C

ij

ij
O

q

C

q
O 1

1

1
1

1
3

1

2 .

Òåì ñàìûì îöåíêè (2.1) ïîëíîñòüþ äîêàçàíû ïðè
43,1, njiij ≤≤≥ . Ïðè äðóãèõ i,j  äîêàçàòåëüñòâî

àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ ýëåìåíòîâ qijg ,  ìàòðèö 1−

qG

èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà ( ) ( )1
,1,1

1
,0 −

++
− ≤< qjiqij gg , åñëè

11 +<+ ni  è ( ) ( ) 01
,1,1

1
, >≥ −

++
−

qjiqij gg , åñëè 1+≥+ nji .
Äëÿ ñòðî÷íûõ ñóìì qi ,σ  ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè
ìàòðèöû 1−

qG  èìååì qiqi ,1, +σ≤σ , åñëè [ ]21 ni ≤≤ ,

è qiiq ,1+σ≥σ , åñëè [ ] nin ≤≤+12 .

Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíòû è ñòðî÷íûå ñóììû ìàò-

ðèö νN  ñ ýëåìåíòàìè ( ) { }( )( )jinjiji
ijn ,max12

, 1 −+
ν

+
ν

−
νν µ−µ−µ=

óäîâëåòâîðÿþò òàêèì îöåíêàì â ñèëó óñëîâèÿ
1<µν , à ìàòðèöû 1−

qG  åñòü ëèíåéíûå êîìáèíà-
öèè νN  ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
(ñì. (2.11)).

Ëåììà 1 (ñì. [5]). Ìàòðèöû â (1.5), (1.9) ÿâ-
ëÿþòñÿ M-ìàòðèöàìè, è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

nie
i

eG
i

i
G ii ,...,2,1,

1
1,

1
1 =





 +≥

+
≤

∞
−

    (2.24)

è àíàëîãè÷íûå îöåíêè äëÿ iĜ .

2.2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà áåñêîíå÷íûõ òåï-
ëèöåâûõ ìàòðèö

Ñèìâîëàìè âèäà { }+∞<<−∞= jibIBI ij ,,   áó-
äåì îáîçíà÷àòü áåñêîíå÷íûå òåïëèöåâû ìàòðè-
öû ( )jiij bIbI −= . Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä
ýòèìè ìàòðèöàìè áóäåì ïîíèìàòü  â ñìûñëå îïå-
ðàöèé íàä ñîîòâåòñòâóþùèìè îïåðàòîðàìè â l

p
.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöû, îïðåäåëÿìûå ñîîòíî-
øåíèÿìè (1.6), (1.8). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

{ }1,4,1 −−=== tridiagEEE qs , à IDF ss == , çàïè-
øåì (1.6) è (1.8) â âèäå

( )( )k

ssss GEGGEGEGG 1
1

1
111

ˆˆ,,ˆ −
+

−
+ −=−=== .

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå èòåðàöèîííûå
ïðîöåññû íàä áåñêîíå÷íûìè òåïëèöåâûìè ìàò-
ðèöàìè. Ïóñòü

( )( )k

ssss IGEIIGGIEIGIEIIGGI 1
1

1
111

ˆˆ,,ˆ −
+

−
+ −=−===

(2.25)
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Ëåììà 2. Ñóùåñòâóþò ïðåäåëû s
s

GIGI
∞→

= lim  (ïî-

íèìàåìûå â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî îïåðàòîð-
íîé íîðìå â l

p
), äëÿ ýëåìåíòîâ gI

ij
 êîòîðûõ ñïðà-

âåäëèâû ôîðìóëû

( )( ) +∞<−≤−−= −
jijiOgIij 0,1

2* ,      (2.26)

( ) ( )( )( ) +∞<−≤−++−−
π

= −−
jijiOjigIij 0,111

1 12
,

(2.27)

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ôîðìóëàì
(2.11) äëÿ ýëåìåíòîâ 1

,
−

qijgI  ìàòðèö 1−
qGI ñïðàâåä-

ëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

( ) ∑
=ν

−
ν

ν

ν− µ
µ−

µ
+
π

+
=

q
ij

qij qq
gI

1
2

21
,

11
sin

1

2
.

Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè ∞→q , ïîëó÷à-
åì, ÷òî

( ) ( )
( )

( )∫ −− µ
µ−

µπ= 1

0 2
21

,
1

sin2 dxx
x

x
xgI ij

qij ,

( ) ( ) ( ) ( )
22

1
2x

x
x

x
λ+λ−λ+=µ , ( ) 





 π=λ

2
sin4 2 x

x .

Äåëàÿ â èíòåãðàëå çàìåíó ( ) zx =µ  è èíòåãðèðóÿ
ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè 2≥− ji

( ) =−−−
π

= ∫ −
−−− 1

83

221 116
2

1
dzzzzzgI ji

ij

( ) −−
π

= ∫ −
−−1

83

21
1

dzzz ji

( ) =−
−−+

−
π

− ∫ −
−−1

83

22

2
1

162

5

2

1
dzzz

zz

z ji

( )
( )

( ) −
−−

−
π
−−

−−−π
=

−−

1

8328

1

11
1

jijiji

ji

( )
( ) ( )( )=−+

−−−
−

π
− ∫ −−

−
1

0

221
1

831
dzzzO

jiji
ji

ji

( ) ( )( )( )12
111

1 −− −++−−
π

= jiOji ,

è ôîðìóëà (2.27) äîêàçàíà ïðè 2≥− ji . Íî ïðè
1≤− ji   èç ïîñëåäíåãî ïðåäñòàâëåíèÿ 1−

ijgI  â
âèäå èíòåãðàëà ñëåäóåò, ÷òî ( )1*OgIij = , ò.å.
(2.27) òàêæå èìååò ìåñòî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü sss GGG −=∆ ˆ , sss GIIGGI −=∆ ˆ ,

( )( ) ( ) 111 −−− =− s
kk

ss GGG  , ( )( ) ( ) 111 −−− =− s
kk

ss GIGIGI . Òîã-
äà èìååì

( ) 111
1

ˆ −−−
+ +∆=∆ s

k
ssss GGGGG ,      (2.28)

( ) ( ) 111ˆ1 −−− +∆=+∆ s
k

ss GIGIIGsGI .

Ñëåäóþùèå ôàêòû áûëè óñòàíîâëåíû â [2,
ïðåäëîæåíèÿ 7-9,13,15].

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáûõ s ñïðàâåäëèâû íåðà-
âåíñòâà

0ˆˆ,0 11
1

11
1 ≥≥≥≥ −−

+
−−

+ ssss IGIGGIGI , ss GIGI ≤+1 ,

ss IGIG ˆˆ
1 ≤+ , 01 ≥∆≥∆ + ss GIGI , sijgI ,0 ∆≤ ,

( ) ( )1

,
1

,ˆ0
−

− ≤< sijsij

^

gIg , sijsij gIg ,,ˆ0 ≤< , 2,
k

C
G sij ≤∆ .

Ñóùåñòâóþò ïðåäåëû GIGIs
s

=
∞→

lim ,

IGIG s
s

ˆˆlim =
∞→

, GIGIs
s

∆=∆
∞→

lim , ÿâëÿþùèåñÿ, ñîîò-

âåòñòâåííî, ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé

( )( )k
IGEIIGGIEIGI 11 ˆˆ, −− −=−= ,

( ) 111 ˆˆ −−− +∆=∆ IGGIGIIGGI k .

Ëåììà 4. Ýëåìåíòû ìàòðèö sss GIIGGI ,ˆ, 11 −− ,
IGGIIGGIIG s

ˆ,,ˆ,,ˆ 11 −−  â êàæäîé ñòðîêå è ñòîëáöå
ìîíîòîííî óáûâàþò ïî ìîäóëþ îò ãëàâíîé äèà-
ãîíàëè.

Óñòàíîâèì åùå îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óò-
âåðæäåíèå. Ïóñòü ( ) ( ){ }{ }NkkhkHIHI ji ∈== − ,  -
ñåìåéñòâî áåñêîíå÷íûõ ñèììåòðè÷íûõ( )ijji hh −− =  òåïëèöåâûõ ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè,
óäîâëåòâîðÿþùèìè îöåíêàì

( ) ( )22
11

1
0

ji

C
h

jiC
ji

−+
≤≤

−+
< − ,

     (2.29)

ïðè÷åì

∑
+∞

−∞=
−=

i
i k

C
h 11 .      (2.30)

^
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Ðàññìîòðèì ÑËÀÓ

( )
kik

j

k
hrhr

kj
ji

k

kj
jjii ≤≤−++= ∑∑

+≥
−

−=
− ,

1

1
2

2

.    (2.31)

Ëåììà 5. ÑËÀÓ (2.31) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå r>0, ïðè÷åì íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå
k

0
 è êîíñòàíòû ( )21,0,42 ∈α>C , ÷òî ïðè âñåõ

0kk ≥  äëÿ ýëåìåíòîâ r
i
 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

( )
ki

k

ik
Cri ≤≤











 +−
−≥

+
α

α

0,
1

1 2 .      (2.32)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèòåëüíîñòü ðåøåíèÿ
(2.31) ñëåäóåò èç åãî ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ðÿäà
Íåéìàíà, ñõîäÿùåãîñÿ â ñèëó (2.29), (2.30). Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà (2.32) áóäåì ðåøàòü (2.31) ìåòî-
äîì ïðîñòîé èòåðàöèè, âçÿâ âåêòîð â ïðàâîé ÷àñ-
òè (2.32) â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

{ }00
irr = . Ïîñêîëüêó 0>− jih , òî åñëè ìû äîêàæåì,

÷òî ïðè íåêîòîðûõ C
2
 è α áóäåò 01

ii rr ≥ , òî â ñèëó
ìîíîòîííîñòè ëåììà áóäåò äîêàçàíà. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî 02 ,, kC α  óæå âûáðàíû, à òðåáîâàíèÿ íà
íèõ óòî÷íèì â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà. Ïîñêîëü-
êó îãðàíè÷åíèé ñâåðõó íà k

0
 íå áóäåò, òî ñ÷èòà-

åì, ÷òî 0kk ≥  äîñòàòî÷íî âåëèêî.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ( )[ ]kkCi ,1 1

2
α−−∈

(äëÿ îòðèöàòåëüíûõ i äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷-
íî, à ïðè ( )kCi α−−< 1

21  èìååì 0=ir  è íåðàâåí-
ñòâî 01

ii rr ≥  ñïðàâåäëèâî â ñèëó 01 ≥ir ). Ïîëî-
æèì ( ) ( )( )ααα +−−+= 1/1 20 ikCkkkj . Òîãäà ïðè

0jj ≤  áóäåò ( ) 220 /1 jkri +≤ , à ïðè 0jj >  áóäåò

( ) 220 /1 jkri +> .

Èìååì, ó÷èòûâàÿ (2.30), (2.31) äëÿ 0
ir

( ) =∑
++∑=

+≥
−

−=
−

1 2

2
0

1
1

kj
ji

k

kj
iji

i

j

k
hrhr

( )
( )

( ) ( )( )
+∑ −+∑ −+∑=

−−−

−=
−

−+

−−=
−

∞

−∞=
−

1
00000

iki

kj
ijji

iki

ikij
ijji

j
iji rrhrrhrh

( ) ( ) =









−++










−++ ∑∑

+≥
−

≤≤+
−

1

0
2

2

1

0
2

2

00

11

jj
iji

jjk
iji r

j

k
hr

j

k
h

∑∑∑∑∑ ++++= 54321 .     (2.33)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ðàâåíñòâ ijji hh −− =

( ) ( )( ) 02
1

0000 ≥−−−=∑ ∑
−

=ν
ν−ν+ν

ik

iiii rrrrh ,      (2.34)

ò.ê. â ñèëó (2.31) äëÿ 0
ir  è óñëîâèÿ ( )21,0∈α  áó-

äåò 0000
ν−ν+ −≥− iiii rrrr . Êðîìå òîãî, â ñèëó (2.30),

∑ −=1
010

ii r
k

C
r .      (2.35)

Ïîýòîìó, åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ äîñ-
òàòî÷íî áîëüøèõ ( )0kkk ≥  äëÿ íåêîòîðûõ íå çà-
âèñÿùèõ îò 2,, Ck α  êîíñòàíò 0,0 43 >> CC

( )∑ ∑ α−α +−
≥+3 4 1

32

1ikk

CC
,       (2.36)

( )αα− +−
≤∑

11

4
5

ikk

C
,               (2.37)

òî, ïîëàãàÿ { }41312 /,/max3 CCCCC ≥ , èç (2.33)-
(2.37) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî 01

ii rr ≥ .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2.37) çàìåòèì, ÷òî

( ) ( )
( )

++=











−

+−−
+++= αα

α

11
1

11
2

0 k
ikCk

k
kkj

( ) ( )
( ) ( )( ) ≥




 +−−++−−

+−++
ααααα
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Îòñþäà èìååì, ó÷èòûâàÿ (2.29) è òî, ÷òî
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è (2.37) äîêàçàíî.
Äîêàæåì (2.36). Èìååì
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( ) ( ) ( )∑∑∑ −+= 321 .              (2.38)

Äëÿ ∑ 3  èìååì â ñèëó (2.29)
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=
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1
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C
.     (2.39)

(ïîñëåäíèé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâå ñïðàâåäëèâ

â ñèëó ôîðìóëû 
( )

1
1

ln
1

1

1

≤
+−

+−
α−

α−

ik

k

k

ik
 ïðè

( )21,0∈α ).

Äëÿ ( ) ( )∑∑ + 21 , ïîñêîëüêó ijji hh −− = , èìå-

åì, ïîëàãàÿ ν=− ji ,

( ) ( ) ( ) ( ) +








 ν++−−+−=+ ∑∑∑
+

+−=ν
να

α

α

αik

ik

h
k

ik

k

ik
C

1
2

21 11

( ) =+−+ ∑
−−

+−=ν
α

α

ν

1

1
2

0 1ij

ik k

ik
hC

( ) ( )( )
+









 ν++−−+−= ∑
+−

+−=ν
να

α

α

α1

1
2

11
2

ikp

ik

h
k

ik

k

ik
C

( ) ( )
( )

+








 ν++−−+−+ ∑
+

++−=ν
να

α

α

αik

ikp

h
k

ik

k

ik
C

11
2

11

( )
( )
∑

−−

++−=ν
α

α

ν
+−+

1

11
2

0 1ij

ikp k

ik
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     (2.40)

ãäå

( ) 
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⊂





+−
−−∈ α−

α−

1

1
20

12
,1

1

1
,1

ik

kC

ik

ij
p , 2≥p     (2.41)

- íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå îïðåäåëèì íèæå.
Ïîëàãàÿ â (2.40) kik =+− 1 , è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
òðåòüÿ ñóììà â (2.40) íåîòðèöàòåëüíà, èìååì

( ) ( ) ( ) −
ν









 ν+−≥+ ∑∑∑
=ν

α

α

α

αpk

k k

k

k

k

C

C
2

221 1
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α
∞+

+=ν

ν+
∑

ν
−

k

k
CC

pk 1 22
1

.     (2.42)

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ( )21,02 ∈α≥p , ïîëó-
÷àåì
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ν
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ν
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∞+
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+=ν 1
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α
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2
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CC 114
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,              (2.43)
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Ïîòðåáóåì òåïåðü, ÷òîáû α,,2 pC  óäîâëåò-
âîðÿëè óñëîâèÿì

( )
C

C
Cp

Cp 32
5,2/31,

16

14 2
2

≤≤+≤ α
.        (2.45)

(ýòî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, íàïðèìåð, ïðè

{ }2
2 160,32,4max CCC ≥ , [ ] 122 41 += Cp , 2/3log 1+= pα ).

Òîãäà èç (2.38)-(2.45) ïîëó÷èì ôîðìóëó
(2.36) ïðè ( )CC 32/13 = . Òåì ñàìûì ëåììà 5 äî-
êàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4. Ðàññìîòðèì íàðÿäó ñ (2.31)
ÑËÀÓ

∑∑
+≥

−
−=

− +ε=ε
1kj

jji

k

kj
jjii khh ,      (2.46)

ãäå kk j ≤<0  - çàäàííûå ÷èñëà. Òîãäà â ñèëó óñ-

ëîâèÿ (2.30) ïîëó÷àåì, ÷òî
 

k
kik
i ≤ε

≤≤−
max .

2.3. Îöåíêè ýëåìåíòîâ ìàòðèö νĜ

 Â ýòîì ïóíêòå ìû óñòàíîâèì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Íàéäóòñÿ òàêèå êîíñòàíòû
( )2/1,0,02 ∈α>C , íå çàâèñÿùèå îò n,k, ÷òî äëÿ

ýëåìåíòîâ ν,ˆ ijg , ( )1
,ˆ −
νijg  ìàòðèö νĜ , 1ˆ −

νG  ñïðàâåä-
ëèâû îöåíêè

( )
( )

kji
k

jik

ji

C
gij ≤−≤

+−−

−+
≤ α

α

ν 0,
1

1
ˆ

2
2

, ,  (2.47)

( )
( )

( )
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C

kji
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jik
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C

gij

,
1

,0,
1

1
ˆ

22/

2

2
2

1
,

(2.48)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 3 äîñòàòî÷-
íî äîêàçàòü îöåíêè (2.47), (2.48) äëÿ ýëåìåíòîâ

)1(

,
−

ij

^

ij gIgI
^

 áåñêîíå÷íûõ òåïëèöåâûõ ìàòðèö
1ˆ,ˆ −IGIG  óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

( )( )k
IGEIIG 1ˆˆ −−= .     (2.49)

Ðàññìîòðèì òàêæå áåñêîíå÷íûå òåïëèöåâû
ìàòðèöû 1: −−= GIEIGIGI . Ïóñòü GIIGG −=∆ ˆ .
Òîãäà èç (2.49) ïîëó÷àåì, ÷òî ( )( )

=−=∆ −− k
IGGIG 11 ˆ

( )( ) ( ) 111 ˆ −−− +∆= GIIGGGI kk . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî áåñêî-
íå÷íûå òåïëèöåâû ìàòðèöû êîììóòèðóþò, ïî-
ëó÷èì, ÷òî

( )( ) ( ) 1~ −+∆=∆ GIGGG kk ,       (2.50)

ãäå ýëåìåíòû ijg~  ìàòðèöû G
~

 â ñèëó òåîðåìû 2
è ðåçóëüòàòîâ [6] óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì

( )21
~

ji

C
gij

−+
≤ ,       (2.51)

à òàêæå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî  11 =
∞

−GI , kCIG /1ˆ 1 −=
∞

−
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îöåíêàì
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∞ k

C
G 1
~

.      (2.52)

Èçó÷èì óðàâíåíèå (2.50). Ó÷èòûâàÿ òåïëè-
öåâîñòü è ñèììåòðèþ 1, −∆ GIG , îáîçíà÷èì

jijiij rGG −− =∆=∆ . Ïîñêîëüêó ïðè 1+≥− kji  èìå-

åì ( )( )ijk
ij GIG 1−=∆ , à â ñèëó ëåììû 2 ïðè 1+≥ kj
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Îòñþäà â ñèëó ëåìì 2,5  ïîëó÷àåì ïðè kji ≤−
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Èç (2.53) è ëåììû 2 èìååì ïðè kji ≤−≤1
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îòêóäà â ñèëó ðàâåíñòâ ( )ijij IGIG 1ˆˆ −−=  ïðè

kji ≤−<1 ïîëó÷àåì (2.47) äëÿ IĜ .

Äîêàæåì (2.48). Ïðè kji ≤−  îíè âûòåêàþò

èç òîãî, ÷òî ( )( )
IGEIIG

k ˆˆ 1 −=− è îöåíîê äëÿ ýëåìåí-

òîâ IĜ . Ïóñòü kji >− . Ïðåäñòàâèì IĜ  â âèäå
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. Íàêîíåö, â ñèëó

ëåììû 4, ýëåìåíòû 
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( ) ( ) 22
1, α−−−+α≤ kjiqC . Òåì ñàìûì îöåíêà

(2.48) è òåîðåìà 3 äîêàçàíû.

2.4. Îöåíêè íîðì ìàòðèö iĜ

Ëåììà 6. Ïóñòü ( ) ( )( )k

iii
k GGG 11 ˆˆˆ −− −= . Òîãäà

èìåþò ìåñòî îöåíêè
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Èç (2.54) èìååì

( )( )
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kjskkjsk

kjsjskk
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.(2.56)

Ïîýòîìó, îöåíèâàÿ ñóììû sjq  ïî s è ïî j, ïîëó-

÷àåì

( )( )
∞=≤− − ,1,ˆˆ

2
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C
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p
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ii .       (3.1)
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Äëÿ äðóãèõ ( )∞∈ ,1p  ýòè îöåíêè âûòåêàþò èç
èíòåðïîëÿöèîííûõ òåîðåì [7]. Ëåììà äîêàçàíà.

3. ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÒÅÎÐÅÌÛ 1

Ëåììà 7. Äëÿ ìàòðèö ( ) ( )FGGGDA ++= −1  è

( ) ( )FGGGDA ++= − ˆˆˆˆ 1  èìåþò ìåñòî îöåíêè

∞≤≤≤− p
k

C
AA

p
1,ˆ

2 .        (3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ iĜ  (ñì.
(1.8)) èìååì ( ){ }ik GdiagAA ˆˆ =− , îòêóäà â ñèëó

ëåììû 6 ïîëó÷àåì (3.1).
Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 8. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u ñïðàâåäëè-

âû îöåíêè

( ) ( )uu
k

C
uuA ,,ˆ

2
≥ ,       (3.2)

ãäå C
1
>0 íå çàâèñèò îò u,n,k.

Äàííàÿ ëåììà áûëà äîêàçàíà â [2].
Äîêàæåì òåîðåìó 1. Ïóñòü 1

2
=u . Îöåíèì

âåëè÷èíó ( ) ( )uAuuuA ,/,ˆ . Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1. ( ) 2/2, kCuAuC ≥≥ . 2. ( )uAukC ,/2 2 > , ãäå C>0
- êîíñòàíòà èç (3.1).  Â ñëó÷àå 1) èç (3.1) èìååì

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )12/1,/,ˆ1,/,ˆ *OCCuAuuuAAuAuuuA =−≥−−= .
Îöåíêà ñâåðõó àíàëîãè÷íà.  Â ñëó÷àå 2) èç (3.2)

ïîëó÷àåì ( ) ( )
C

k

k

C
uAuuuA

2
,/,ˆ

2

2
1≥ , ( ) ( )≤uAuuuA ,/,ˆ

( )( ) ( )
2

2
21,/,ˆ1
k

nC
uAuuuAA +≤−+≤ . Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî

íåíóëåâîãî u ïîëó÷àåì ( ) ( )
2

2

43 ,/,ˆ
k

n
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