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Аннотация: на плотность точек на диаграмме трещиноватости, помимо неравномерной густоты трещин 

различной ориентировки, оказывает влияние ориентировка скважины. В работе предложено математиче-

ское решение для устранения влияния ориентировки скважин на структуру плотности точек диаграммы 

трещиноватости, построенную по данным оптического сканирования её стенок.  

Ключевые слова: трещиноватость скальных пород, оценка трещиноватости, диаграммы трещиновато-

сти, вероятностное пространство, плотность точек. 

 

MATHEMATICAL SOLUTION FOR THE QUALITY IMPROVEMENT OF 

FRACTURING CHARTS CONSTRUCTED ON BOREHOLE OPTICAL SCANNING DATA 

 

Abstract: as far as point density on fracturing charts is concerned the uneven jointing structures within the bore-

holes orientation have an impact on this density. The mathematical solution for elimination of boreholes orientation 

influence on the structure of fracturing charts point density getting by borehole optical scanning method is provided.  

Key words: rocks jointing (fracturing), fracturing assessment, fracturing charts, probabilistic space, point density. 

 

Диаграммы трещиноватости на стереографических 

проекциях полусферы на плоскость находят широкое 

применение в инженерной геологии и геоэкологии. 

Анализ структуры плотности точек на диаграмме по-

зволяет группировать тектонические трещины по 

принадлежности к той или иной ориентировке, то есть 

выделять системы трещин определенной ориентиров-

ки, что актуально при решении инженерных задач, 

связанных с оценкой деформационных, прочностных 

и фильтрационных свойств трещиноватых пород. По-

скольку структура плотности точек на диаграммах 

трещиноватости влияет на принимаемые инженерные 

решения, возникает необходимость повышения их 

достоверности. 

Есть два пути увеличения достоверности диа-

грамм: экстенсивный и интенсивный. В первом слу-

чае достоверность диаграмм повышается путем уве-

личения количества замеров ориентировки трещин, 

поскольку достаточно очевидно, что диаграммы тем 

более достоверны, чем больше замеров ориентировки 

трещин было использовано при их построении.  Од-

нако этот путь повышения достоверности диаграмм 

имеет свои ограничения. На ограниченном простран-

стве обнажения или стенке горной выработки воз-

можность выполнять замеры трещин также ограниче-

на. Чтобы сформировать достаточно представитель-

ную выборку замеров необходимо увеличивать коли-

чество обнажений или горных выработок. При этом 

увеличение объема выборки сопровождается увели-

чением объема изучаемого пространства, а «плот-

ность» изучения (число замеров на единицу объема 

изучаемого пространства) остается неизменным.  

Интенсивный путь повышения достоверности диа-

грамм предполагает улучшение качества «плотности» 

изучения пространства. Эта задача решается посред-

ством анализа  факторов, оказывающих искажающее 

влияние на структуру плотности точек диаграммы. 

Так, в работе [1] отмечено, что при построении диа-

грамм трещиноватости по замерам ориентировки 

трещин в обнажениях на структуру плотности точек 

оказывают влияние три фактора. К ним относятся: 1) 

неравномерная густота трещин различной ориенти-

ровки в скальном массиве; 2) ориентировка плоскости 

обнажения; 3) процессы, формирующие поверхность 

обнажения (траектория отрыва, формирующая по-

верхность обнажения, которая использует имеющиеся 

плоскости трещин). В указанной работе предложено 

математическое решение для устранения влияния 2-го 

и 3-го факторов на структуру плотности точек. 

В последние годы (особенно в зарубежной практи-

ке) получили развитие методы изучения трещинова-

тости с помощью оптического (или акустического) 

сканирования ствола скважин. Эти методы позволяют 

выполнять инструментальные измерения ориентиров-

ки и ширины трещин. К сожалению, широкое внедре-

ние в практику изысканий этих методов ограничива-

ется их недостатками. Так как вероятность пересече-

ния вертикальной скважиной горизонтальной трещи-

ны заведомо выше, чем вероятность пересечения кру-

топадающей трещины, структура плотности точек на 
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диаграмме трещиноватости, построенной по данным 

оптического сканирования, будет искаженной. Следо-

вательно, при формировании выборки замеров ориен-

тировки трещин по материалам оптического сканиро-

вания на качество выборки (и диаграммы) искажаю-

щее влияние оказывает ориентировка скважины. 

Целью данной работы является поиск математиче-

ского решения, позволяющего минимизировать иска-

жающее влияние ориентировки скважины на структу-

ру плотности точек диаграммы, что, в контексте вы-

шесказанного, равнозначно повышению достоверно-

сти диаграммы интенсивным путем. 

Таким образом, объектом исследования является 

плотность точек на диаграмме трещиноватости, кото-

рая обусловлена двумя факторами: 1) густотой тре-

щин различной ориентировки в скальном массиве; 2) 

ориентировкой скважины. Решение задачи предпола-

гает построение математической модели для описания 

плотности точек на диаграмме трещиноватости, обу-

словленной как первым, так и вторым факторами. 

Задача упрощается, если предположить, что мы имеем 

дело с хаотической трещиноватостью (густота трещин 

разной ориентировки равномерна).  

В качестве математической модели плотности то-

чек для массива с  хаотической трещиноватостью без 

искажающего влияния 2-го факторам может быть 

предложено вероятностное пространство в широком 

смысле [4]. Для этого достаточно задать множество 

, где  – пространство элементарных собы-

тий;  – алгебра, порожденная разбиением множест-

ва  на подмножества;  – вероятностная мера – 

функция, заданная на . 

Для построения вероятностного пространства в 

широком смысле воспользуемся воображаемой полу-

сферой единичного радиуса, проектирование которой 

на плоскость образует стереографическую проекцию 

– градусную сетку диаграммы трещиноватости. Пред-

положим, что центр полусферы (точка О) является 

началом декартовых координат Χ', Y', Z' (ось Z' па-

раллельна оси скважины, а оси Χ', Y' не обязательно 

совпадают с географическими координатами X, Y). 

Обозначим через    множество точек верхней 

полусферы. Выберем на  произвольную точку Μ. 

Её положение в пространстве зададим сферическими 

координатами  (ϱ, γ, ψ),  где ϱ=R – длина радиус-

вектора ; γ – долгота; ψ – полярное расстояние 

(рис. 1, а). 
 

 
Рис. 1.  Графическое представление вероятностного пространства для «сферического» (а) и «гантелевидного» (б) рас-

пределения точек. 
 

 Если вращать отрезок ОМ вокруг оси Z', сохраняя 

неизменным угол ψ, он очертит в пространстве кони-

ческую поверхность, а точка М – некоторую окруж-

ность, лежащую на полусфере. Конечное число n та-

ких окружностей, задаваемых углами ψ1, ψ2, ψ3…, ψn, 

обеспечивает разбиение множества  на конечное 

число n+1 интервалов – непересекающихся подмно-

жеств А1, А2, А3,…, Аn+1 множества . Система этих 

подмножеств порождает алгебру , обладающую 

тремя свойствами [2]: 1) ∈ ; 2) из условия Аi  

∈  и Аj ∈  следует, что U  Аj  ∈ , ∩ 

Аj  ∈ ; 3) если Аi ∈ , то Аj ∈ . 

Интервалы А1, А2, А3,…, Аn+1 являющиеся элемен-

тами алгебры , назовем случайными событиями 

или областями событий; событие Ai- попаданием точ-

ки с координатами (ϱ, γ, ψ) в интервал Ai (-π ≤  γ  ≤π;  

ψ1  ≤  ψ ≤  ψ2). 

Определим вероятностную меру P как функцию, 

определенную на множествах А1, А2,…, Аn+1 из  и 

обладающую следующими свойствами [2]: 

1)  0, для любого ∈ ; 

2)  1; 

3) если А1, А2,…, Аn+1∈ , и AiU Аj=  (i ≠ j), то 
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Придадим принятому выше соглашению о хаоти-

ческой трещиноватости массива вероятностную ин-

терпретацию. Под хаотической будем понимать та-

кую трещиноватость, при которой точки (замеры ори-

ентировки трещин) распределены на поверхности по-

лусферы с равномерной плотностью, а вероятность 

события Ai будет численно равна нормированной 

площади поверхности S(Ai) области Ai поверхности 

Ω :  

. 

Запишем интеграл вероятности достоверного со-

бытия: 

.    (1) 
 

Подынтегральная функция  является 

плотностью распределения и может быть выражена 

через элемент поверхности сферы (элемент вероятно-

сти) [3, c. 165, 186]  следующим 

образом: 

     (2) 

где  – площадь полусферы . Следова-

тельно, 

                                 (3)

       

а вероятность попадания случайной точки с коор-

динатами (ϱ, γ, ψ) в область  (-π ≤  γ ≤ π; ψ1 ≤  ψ ≤  

ψ2) будет равна 

 

,      (4) 

 

Вероятности  

 
задают распределение точек на элементах алгебры 

. Назовем это распределение «сферическим». 

Уравнение (4) представляет собой математическую 

модель плотности точек на диаграмме трещиновато-

сти для массива с хаотической трещиноватостью без 

искажающего влияния 2-го фактора. 

Перейдем к построению математической модели 

плотности точек для случая искажающего влияния 2-

го фактора. Достаточно очевидно, и при большом ко-

личестве трещин в единице объема скального массива 

(или очень значительном удлинении ствола скважи-

ны) справедливо следующее выражение: 

,                                   (5) 

где  – угол между плоскостями трещин и оси сква- 

жины, а  – не отрицательная функция, опреде-

ленная в интервале ), n
*

 - количество трещин 

одинаковой ориентировки, подсеченное скважиной, n 

– максимально возможное количество трещин одина-

ковой ориентировки, подсеченное скважиной.  

Для достаточно большой выборки объемом N слу-

чайных точек  равномерно распределенных на интер-

валах А1, А2,…, Аn+1 в соответствии со «сферическим» 

распределением, согласно предельной теореме Бер-

нулли, попавшее на элементарную площадку dS  по-

лусферы количество точек ∆N
i   
будет связано с плот-

ностью распределения  следующим соотноше-

нием 

     (6) 

где  

 

Используя выражение (5), определим количество 

точек ∆N
i

* 

попавших на элементарную площадку dS с 

учетом влияния второго фактора  

,                                  (7) 
 

Пусть  - сумма  точек по всем элемен-

тарным площадкам поверхности полусферы, тогда 

                     (8) 

где  – плотность распределения, обуслов-

ленного влиянием 2-го фактора.  

Решая систему уравнений, 

 

находим уравнение, позволяющее выразить 

через : 

,                    (9) 

где 

 

Используя уравнение (9), можно охарактеризовать 

распределение плотности точек, обусловленное влия-

нием 2-го фактора. 

 Запишем выражение функции  че-

рез элемент вероятности: 

 

                                    (10) 

Решая интеграл вероятности достоверного события, 
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находим значение коэффициента , следовательно,  

 

.                         (11) 

 На рисунке 1б показано, что графиком функ-

ции  является поверхность двух соприкасаю-

щихся в точке О сфер, вписанных в сферу радиуса R с 

центром в той же точке, поэтому описываемое ею 

распределение плотности точек можно назвать  мож-

но назвать «гантелевидным». 

Вероятность попадания случайной точки с коор-

динатами (ϱ, γ, ψ) измеримого пространства  в 

область  Ai будет равна интегралу: 

.                                  (12) 

 С помощью этого уравнения можно описать 

«гантелевидное» распределение плотности точек на 

элементах алгебры . 

Устранение искажающего влияния второго факто-

ра на структуру плотности точек диаграммы может 

быть достигнуто путем введения поправочного коэф-

фициента равного отношению производных  функций 

«сферического» и «гантелевидного» распределений 

(справедливость этого утверждения следует из соот-

ношения длин отрезков, образованных пересечением 

касательных к поверхностям  и  в точ-

ках М и М* с осями координат Χ', Z' на рисунках 1а и 

1б. 

 

                              (13) 

 

В геометрическом смысле введение поправочного 

коэффициента (13) означает искривление гантелевид-

ной поверхности до сферической.  

Введение этой поправки приводит к изменению 

объема выборки  замеров ориентировки трещин, так 

как каждый отдельный замер приобретает «вес» рав-

ный величине поправки, следовательно, объем вы-

борки будет равен не сумме замеров, а сумме попра-

вок. Необходимость определения объема выборки 

возникает в случаях, когда требуется построить свод-

ную диаграмму трещиноватости по нескольким сква-

жинам. В этой ситуации сводная диаграмма будет 

представлять собой средневзвешенную диаграмму, а 

вес диаграммы построенной по одной скважине будет 

равен нормированному объему выборки.  

Предложенное аналитическое решение для учета 

влияния ориентировки ствола скважины на структуру 

плотности точек (для случая хаотической ориенти-

ровки трещин)  позволяет решить две задачи. Во-

первых, обеспечивает большую достоверность струк-

туры плотности точек диаграммы, во-вторых, позво-

ляет получить более достоверную (более качествен-

ную) оценку «плотности» изучения пространства 

трещиноватого массива горных пород (сумма попра-

вок). 

В принципе хаотическую ориентировку трещин 

можно рассматривать как частный случай упорядо-

ченной трещиноватости такой, что в массиве имеется 

одна система трещин с равномерной плотностью то-

чек на диаграмме трещиноватости и областью изме-

нения азимутов падения π≥γ≥-π и углов падения 

 π/2≥ψ≥0.  

Тогда для решения вышеуказанных задач уравне-

ние (13) можно представить в следующем виде  

K = 1 / k*cosψ.          (14) 

Постоянный коэффициент k*  при упорядоченной 

трещиноватости превращается в переменную величи-

ну, зависящую от величины угла ψ. 

Под упорядоченной (в той или иной степени) ори-

ентировкой трещин будем подразумевать ориенти-

ровку, которой соответствует такая структура плотно-

сти точек диаграммы, что количество пиков (систем 

трещин) стремится к минимуму, а высота пиков и их 

компактность – к максимуму. По мере увеличения 

упорядоченности ориентировки трещин измеримое 

пространство { , } сжимается.  

Величину  k* в условиях упорядоченной ориенти-

ровки трещин можно определить, решая интеграл 

вероятности достоверного события при условии влия-

ния 2-го фактора, и задавая в каждом конкретном 

случае множество .  

Последовательное увеличение упорядоченности 

ориентировки такой системы трещин путем уменьше-

ния диапазона изменения углов падения до (ψ1,ψ2) при-

водит к изменению k* в соответствии с уравнением  

k* = 4 (cosψ1-cosψ2) / ( cos2ψ1-cos2ψ2). (15) 

Сжатие вероятностного пространства  от эква-

тора к полюсу путем изменения ψ2 от 
π
/2 до 0 (ψ1= 0) 

приводит к изменению  k* от 2 до 1. При этом, значе-

ние коэффициента K стремится к единице (рис. 2). При 
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 этом, уравнение (14) превращается в уравнение (5). 
 

 
 

Рис. 2. Изменение графика функции K = 1/k*cosψ по ме-

ре сжатия пространства  к полюсу (ψ = 0о). 
 

Все графики на рисунке 2 пересекают линию  K = 

1 , следовательно, при любой степени сжатия про-

странство диаграммы делится на две части, в одной из 

которых  поправочный коэффициент  K ≤ 1, в другой  

K  > 1.  Предельное значение k* = 1 соответствует 

сжатию пространства  в точку и перерожде-

нию стохастического процесса заполнения точками 

(случайными замерами ориентировки трещин) поля 

диаграммы трещиноватости в детерминистический.  

При сжатии пространства  в обратном на-

правлении (от полюса к экватору) величина k*  неог-

раниченно  возрастает от 2 на полюсе до ∞ на эквато-

ре. При этом значение коэффициента K возрастает 

более резко по мере увеличения степени сжатия про-

странства (рис. 3).  

В этом случае все графики также пересекают ли-

нию K = 1. Предельное сжатие пространства  

в линию экватора (ψ = 90
о
) приводит к неопределен-

ности, так как на линии экватора нарушается взаим-

но-однозначное соответствие между поверхностями  

 и .  

Изменение графика функции K = 1/k*cos ψ по мере 

сжатия пространства  от экватора и от полю-

са к ψ = 45
о 
показано на рисунке 4.  

 

 

 
 

Рис. 3. Изменение графика функции K = 1/k*cosψ по ме-

ре сжатия пространства  к экватору (ψ = 90о). 
 

 
Рис. 4. Изменение графика функции K = 1/k*cosψ по ме-

ре сжатия пространства  от экватора и от полюса к 

ψ = 45о.  
 

Как показывают графики на рисунке 4, по мере 

сжатия пространства  K→1. 

Таким образом, увеличение упорядоченности ори-

ентировки трещин приводит к сжатию вероятностно-

го пространства , и, в зависимости от способа 

сжатия (к полюсу, к экватору, к произвольному ψ), 

величина поправки K варьирует в широком диапазоне 

значений и стремится к 1 по мере увеличения степени 

сжатия. Сжатие вероятностного пространства в точку 

или шаровой слой нулевой ширины соответствует 

предельной упорядоченности ориентировки трещин, 

при которой поправка K = 1.  

Величину поправки, устраняющей влияние 2-го 

фактора, можно представить в более общем виде:  

.  (16) 

 

В случаях упорядоченной ориентировки трещин, 

когда функция плотности распределения для одной 

системы трещин с углами падения принадлежащими 

области (ψ1,ψ2) существенно отклоняется от равно-

мерного распределения, необходимо искать решение 

уравнения (16).   

Более сложные ситуации, когда упорядоченность 

ориентировки трещин выражается в наличии двух и 

более систем трещин, значительном отличии характе-

ра распределения величины ψ от равномерного рас-

пределения, являются предметом дальнейших иссле-

дований.  

Выполненный анализ позволяет сделать следую-

щие выводы. 

1. Без искажающего влияния каких-либо факто-

ров при хаотической ориентировке трещин функция 

плотности распределения точек на круговой диаграм-

ме трещиноватости представляет собой поверхность 

сферы единичного радиуса. Искажающее влияние 

ориентировки скважины, ось которой совпадает с вер-

тикальной осью декартовой системы координат, вы-

ражается в искривлении функции плотности распре-

деления – сферической поверхности до гантелевидной 

поверхности, представляющей собой поверхность 

двух сфер, соприкасающихся в точке начала коорди-

нат и вписанных в сферу единичного радиуса. Устра-
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нение искажающего влияния ориентировки скважины 

на функцию плотности распределения равнозначно 

обратному действию – искривлению гантелевидной 

поверхности до сферической. 

2. Для упрощенной модели упорядоченной тре-

щиноватости выполнено исследование изменения 

поправочного коэффициента равного отношению 

производных функций «сферического» и «гантеле-

видного» распределений и позволяющего искривить 

гантелевидную поверхность до сферической. При 

сжатии вероятностного пространства от экватора к 

полюсу, от полюса к экватору и от полюса и экватора 

к полярному расстоянию 45
о
 выявлено, что способ 

сжатия пространства весьма существенно влияет на 

величину коэффициента.  

3. В случае высоко упорядоченной ориентиров-

ки трещин, когда азимут падения и угол падения тре-

щин каждой системы незначительно отличается от 

среднего их значений, при построении диаграмм для 

трещин, образующих с осью скважин острый угол не 

менее 30
о
, следует вводить поправку в соответствии с 

уравнением (5).  

4. В случаях, когда состояние упорядоченности 

ориентировки трещин может быть определено как 

 промежуточное между хаотическим и высоко упоря-

доченным, для трещин, образующих с осью скважин 

острый угол не менее 30
о
, следует вводить поправку, 

полученную в результате решения уравнения (16).  

5. В случаях, когда состояние упорядоченности 

ориентировки трещин существенно отличается от 

хаотического, для трещин, образующих с осью сква-

жин острый угол менее 30
о
,
 
введение поправки не це-

лесообразно, поскольку весьма незначительные 

ошибки при измерении ориентировки трещины могут 

привести к ошибкам при определении поправочного 

коэффициента, достигающим огромных значений. 

Таким образом, изучение ориентировки трещин, обра-

зующих с осью скважин острый угол менее 30
о
,
 
с по-

мощью оптического сканирования стенок скважин не 

целесообразно. 
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