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Аннотация: какой размер группы (клуба, партии, юрисдикции и т.д.) оптимален при разбиении боль-
шого сообщества? С одной стороны, экономия на общих издержках делает выгодными большие 
группы, с другой – маленькие группы более однородны. Всегда ли эти силы уравновесят друг друга? В 
статье анализируется коалиционная устойчивость в одномерной модели с размещением обществен-
ного блага в медиане и индивидуальными транспортными издержками. В отличие от общего случая, 
при монотонно и «плавно» убывающей плотности населения на полуоси устойчивое разбиение всегда 
есть. Более того, пример такого разбиения строится конструктивно. Введенное условие «плавного» 
убывания влечет условие однократного пересечения и обеспечивает устойчивость конструкции. Вопрос 
о монотонной плотности на отрезке или «неплавно» убывающей плотности на полуоси пока открыт. 
Для текущей конструкции построены контрпримеры, но нет и общего опровержения. 

Ключевые слова: коалиционная устойчивость, разбиение на юрисдикции, линейный мир, условие 
однократного пересечения

Abstract: what size of a group (club, party, jurisdiction etc.) is optimal when a large society partitions itself 
into smaller entities? On the one hand, in a large group fixed cost is split among greater number of agents. 
On the other hand, small groups are more homogeneous. Do these forces always balance each other? Our 
paper studies unidimensional model with median public good location and individual transportation costs. 
Unlike the general case, under monotonically and “smoothly” decreasing population density on a half-line 
a stable partition does always exist. Moreover, one such partition is constructed explicitly. The condition of 
“smooth” decreasing implies a single-crossing condition that guarantees the stability of our construction. 
However, the question about monotone density on a segment or “non-smoothly” decreasing density on a 
half-line is open. There are counterexamples to the current construction, but there is no general refutation.
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Во многих ситуациях группе экономических 
агентов нужно каким-то образом разбиться на 
подгруппы для поставки некоторого клубного бла-
га внутри каждой подгруппы. Агенты в группе 
отличаются разнообразием, поэтому возникают две 
противоборствующие силы. С одной стороны, чем 
больше группа, тем меньше расходы на клубное 

благо для каждого из членов группы. С другой 
стороны, чем меньше группа, тем она однороднее 
и тем точнее клубное благо может удовлетворить 
потребности. Приведем три истории, в каждой из 
которых возникают эти две силы.

История первая, географическая. Пусть агенты 
отличаются друг от друга исключительно местом 
жительства, а клубное благо должно быть распо-
ложено в некоторой конкретной точке. В качестве 
блага можно рассмотреть какой-либо объект ин-
фраструктуры: школу, поликлинику, спортивный 
центр, специализированный магазин, районную 
администрацию или, например, прорубь для зим-
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него купания. Для простоты будем считать, что 
насыщения мощности не происходит: любое число 
агентов может быть обслужено в одной точке. 
В  таком случае – чем больше клуб, тем меньше 
расходы каждого члена на его содержание. Эти 
расходы могут финансироваться из налогов (для 
школы), быть включены в цену товаров (для мага-
зина) или быть возложены непосредственно на 
агента (замерзшую прорубь надо сначала разбить). 
С другой стороны, чем больше клуб, тем дольше 
приходится добираться до блага дальним агентам. 
Например, в некоторых регионах России строятся 
новые районы высотной застройки на границе с 
областным центром, но формально на территории 
сельского района. В результате жителям приходит-
ся ездить в далекий райцентр по любым бюрокра-
тическим, а часто и медицинским надобностям. Во 
многих случаях проблема решается расширением 
территории основного города (особенно если в 
результате население превысит миллион человек), 
но иногда сам город может быть против, не желая 
взваливать на себя дополнительную социальную и 
инфраструктурную нагрузку.

История вторая, политическая. Перейдем от 
реального физического пространства к виртуаль-
ному пространству политических убеждений. 
Агенты в данном случае являются политиками, 
имеющими некоторые убеждения по ряду вопро-
сов. Исследования показывают, что обычно ответы 
на различные вопросы связаны между собой, а 
потому убеждения можно задать либо точкой на 
отрезке (левые–центристы–правые), либо точкой 
в квадрате (отдельно разделяются воззрения по 
экономическим и собственно политическим во-
просам). Если политики объединяются в партию, 
то эта партия вырабатывает программу, которая 
может не совпасть в точности с позицией ни од-
ного ее члена. Тем не менее большие партии вы-
годны: во-первых, меньше удельные расходы на 
аппарат, во-вторых, больше шансов выиграть вы-
боры. С другой стороны, чем больше партия, тем 
больше в ней внутренних противоречий и тем 
сильнее неудовольствие от разницы между личной 
и партийной позициями.

История третья, потребительская. Перейдем 
к другому виртуальному пространству – простран-
ству потребительских характеристик некоторого 
товара. В качестве товара с одной характеристикой 
можно рассмотреть дальние лыжные прогулки по 
свежему снегу. У каждого лыжника есть своя иде-
альная продолжительность прогулки, но большой 
группой идти проще: каждому участнику прихо-

дится меньше прокладывать лыжню. Чем больше 
группа, тем проще «тропить», но тем сильнее от-
личие реальной продолжительности от идеальной.

Возникает естественный вопрос: всегда ли эти 
противоборствующие силы могут прийти в равно-
весие и в каком смысле? Оказывается, ответ суще-
ственно зависит от деталей модели. Во-первых, 
равновесие можно понимать одним из трех спосо-
бов: либо ищется максимум суммарной полезно-
сти, либо – равновесие по Нэшу, в котором ни один 
агент не имеет стимулов в одиночку перейти в 
другую группу, либо – коалиционное равновесие, 
в котором никакая группа агентов не имеет стиму-
лов выделиться. Во-вторых, до сих пор ничего не 
было сказано про выбор точки поставки клубного 
блага и распределение издержек на эту поставку. 
В любом случае точка выбирается в медиане груп-
пы: это минимизирует суммарные затраты, а на 
прямой также является победителем по Кондорсе. 
Но распределять издержки можно тремя способа-
ми. Самый простой: ничего не перераспределяет-
ся, т. е. фиксированные затраты делятся поровну 
на всех, а транспортные издержки каждый агент 
несет сам. Самый справедливый – роулсов: затра-
ты перераспределяются так, что суммарные затра-
ты каждого агента в юрисдикции одинаковы. На-
конец, можно никак не задавать способ дележа, но 
тогда и в потенциально выделяющейся коалиции 
он никак заранее не задан. В-третьих, нужно спец-
ифицировать плотность расселения агентов. Если 
рассматривать одномерную модель, это также 
можно сделать тремя способами: либо расселение 
задано абсолютно непрерывной функцией с неко-
торой плотностью, либо конечное число агентов 
расселено в некоторых точках, либо агенты сосре-
доточены в отдельных точках, но в каждой точке 
агентов континуум. Эти три трихотомии задают 
«кубик Рубика» из 27 вариантов модели.

Впервые подобная модель разделения на юрис-
дикции была рассмотрена в работе Алесины и 
Сполаоре [1]. Многие варианты модели проанали-
зированы в диссертации третьего автора [2]. В на-
стоящей работе мы изучаем один из маленьких 
«кубиков», а именно: жители распределены на 
отрезке или положительной полуоси абсолютно 
непрерывно; более того, плотность населения мо-
нотонно убывает. Изучается коалиционная устой-
чивость, при этом перераспределения издержек 
внутри юрисдикции не происходит. Основной ре-
зультат работы такой.

Теорема. При непрерывном распределении с 
монотонно и «плавно» убывающей и отделенной 
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от нуля плотностью коалиционно устойчивое раз-
биение на юрисдикции всегда существует.

Данная теорема доказывается конструктивно, а 
именно: каждый раз для крайнего агента выбирает-
ся оптимальная для него юрисдикция. Такое разби-
ение оказывается устойчивым. На отрезке или без 
условия «плавности» такая конструкция не работа-
ет, поэтому вопрос о существовании устойчивого 
разбиения на отрезке остается открытым.

Модель. В этом разделе мы формально опишем 
используемую модель. Будем считать, что задан 
линейный мир Ω, который может быть либо отрез-
ком [0,1], либо положительной полуосью [0,+∞). 
На множестве Ω определена абсолютно непрерыв-
ная мера, заданная плотностью f > 0. Таким обра-
зом, население множества (коалиции, группы, 
юрисдикции, клуба) S равняется ∫ ( )S f x dx . Насе-
ление всего мира в случае отрезка всегда конечно, 
а в случае полуоси может быть как конечным, так 
и бесконечным. 

Если образовалась коалиция S, то она размеща-
ет клубное благо в медиане med(S), т. е. такой 
точке m, что население части S левее m равняется 
населению части S правее m. Издержки на постав-
ку клубного блага составляют g и распределяются 
равномерно среди всех участников коалиции. Для 
простоты выкладок мы будем предполагать g = 1, 
в противном случае можно перенормировать еди-
ницы измерения. Также участник, живущий в 
точке x, несет транспортные издержки t x m( )−  на 
перемещение к благу и обратно. Мы будем считать, 
что издержки равномерны, т. е. равны | |x m− . 
Таким образом, агент, живущий в точке x и припи-
санный к коалиции S, несет следующие издержки:

C x S
f x dx

x med S
S

, .( ) =
∫ ( ) + − ( )1

Мы предполагаем, что агент обязательно должен 
быть приписан к какой-либо коалиции, иначе он 
получает бесконечно отрицательную полезность. 
Нас интересует вопрос коалиционной устойчивости: 
можно ли разбить весь мир на коалиции так, чтобы 
никакая новая коалиция не могла выделиться из 
сформированной структуры (подробнее о концепции 
см. [3]). Можно рассмотреть три основных типа 
выделения из структуры. Во-первых, несколько 
коалиций могут слиться воедино, если выгоды от 
меньших затрат на клубное благо перевесят рост 
транспортных издержек. Примером может служить 
ряд объединений регионов в России в 2000-е годы. 
Во-вторых, некоторая подкоалиция может отделить-
ся от большой коалиции, если уменьшение транс-

портных издержек перевесит увеличение затрат. 
Примером может служить множество сепаратист-
ских движений по всему миру, из которых наиболее 
актуальным на момент написания статьи является 
ситуация в Каталонии. В-третьих, новая коалиция 
может образоваться на границе двух старых. При-
мером может служить баскский (и тот же каталон-
ский) сепаратизм или, например, успех новой цен-
тристской партии «Вперед!» на парламентских 
выборах 2017 г. во Франции. Подобные действия 
успешны только в том случае, если все участники 
новой коалиции согласны с изменением структуры. 
(Например, коммуна Валь д’Аран рассматривает 
возможность выйти из состава гипотетической не-
зависимой Каталонии и присоединиться к Арагону. 
Впрочем, каталонских сепаратистов это не останав-
ливает). Иными словами, для устойчивости в любой 
потенциально выделяющейся коалиции должен 
найтись агент, которому это выделение невыгодно. 
Формально нужно представить Ω = S S Sn1 2    
(возможны пересечения нулевой меры), так чтобы 
для любой коалиции T  нашелся x T∈ , такой что 
C x T C x Si( , ) ( , )≥  для S xi  .

Существование коалиционно устойчивых 
разбиений на полуоси

В общем случае коалиционно устойчивых раз-
биений может не быть. В работах [4; 5] приведены 
контрпримеры в дискретной модели, но их легко 
обобщить и на непрерывную модель. Мы анализи-
руем случаи монотонно убывающей плотности на 
полуоси и на отрезке.

Теорема. Пусть плотность населения f на 
Ω = [0, +∞) строго положительна, непрерывна, 
нестрого убывает и удовлетворяет условию «плав-
ного» убывания f x f x'( ) ( ) /< 2 2 3 2 . Тогда суще-
ствует разбиение Ω на юрисдикции, устойчивое в 
коалиционном смысле. Более того, эти юрисдикции 
связны, т. е. представляют собой отрезки.

Конструкция и идея доказательства. Теорема 
доказывается при помощи явной конструкции. 
Сначала образуется коалиция [0, x1], оптимальная 
для агента в точке 0. Затем образуется коалиция 
[x1, x2], оптимальная для агента в точке x1, и так 
далее. Мы доказываем, во-первых, что такой про-
цесс приведет к разбиению всей полупрямой на 
отрезки. Во-вторых, в любой коалиции T, которая 
потенциально может отделиться, самый левый 
агент z проиграет от отделения. В частности, если 
этот агент принадлежит коалиции [xi, xi + 1] и распо-
ложен слева от ее медианы, то из-за убывания 
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плотности его издержки в T выше, чем издержки 
агента xi в коалиции [xi, xi + 1], а те, в свою очередь, 
выше, чем издержки агента z в коалиции [xi, xi + 1]. 
Если z лежит правее медианы, то требуется специ
фичное рассуждение.

Удобное переобозначение. Наше рассуждение 
получится более простым, если перейти от равно-
мерных транспортных издержек к равномерной 
плотности населения. Для этого нужно заменить 
переменную  x  на переменную y так, чтобы было 

выполнено равенство 
0

x

f v dv y∫ ( ) = . После такой 

замены транспортные издержки уже не будут вы-
ражаться функцией от расстояния, но по-прежнему 
будут симметричными. А именно, издержки от 
транспортировки между y1 и y2 будут равны 
| |T y T y1 2( ) − ( ) , где T(y) равно такому x , что 

0

x

f t dt y∫ ( ) = . По теореме о производной обратной 

функции T y d
dx

f t dt f xx
'

( )( ) =
( )

=

∫
1 1

0

. Поскольку 

f(x) монотонно убывает, получаем, что t y T y( ) = '( )  
монотонно возрастает, а T(y) есть выпуклая функ-
ция. Если общее население бесконечно, то по-преж-
нему Ω = [0, +∞). Если же оно конечно, то теперь 
Ω = [0, M).

Посмотрим, во что перейдет наше условие 

плавного убывания. Заметим, что из t y
f x

( ) = 1
( )

 

следует, что t y
f x
f x

dx
dy

'
'

( ) = − ( )
( )

⋅2 . Мы уже выяснили, 

что dy
dx

f x= ( ) , так что t y
f x
f x

'
'

( ) = − ( )
( )3

. По условию 

плавного убывания имеем f x f x'( ) ( ) /< 2 2 3 2 . 
Поскольку f ' < 0 , получаем − <f x f x'( ) ( ) /2 2 3 2 . 

Значит, t y f x t y' / /( ) ( )( ) < =−2 2 2 23 2 3 2 . Таким 
образом, транспортные издержки «плавно» возрас-
тают. Точный смысл этого условия станет ясен в 
процессе доказательства.

Условие первого порядка. Рассмотрим из-
держки агента, расположенного в точке 0, вошед-
шего в коалицию [0,  2y]. В силу равномерности 
плотности населения монетарные издержки состав-

ляют 1
2y

, медиана расположена в точке y , а транс-

портные издержки равны T(y). Получаем общие 

издержки 1
2y

T y+ ( ) . Условие первого порядка для 

минимизации выглядят как t y
y

( ) = 1
2 2 . Оно заве-

домо выполнено ровно в одной точке: правая часть 

монотонно убывает и стремится к нулю, а левая часть 
монотонно возрастает и либо определена для всех 
точек (при бесконечном общем населении), либо 
стремится к бесконечности (при конечном общем 
населении). Аналогичные условия первого порядка 
можно выписать для агента в точке z. Он несет ми-
нимальные издержки в юрисдикции [z, z + 2r], где r 

задается условием первого порядка t z r
r

+( ) = 1
2 2 , 

которое выполнено ровно в одной точке.
Интерпретация условия «плавности». Ока-

зывается, из нашего условия плавности можно 
вывести такое следствие: юрисдикция [z,  z + 2r] 
оптимальна не только для агента a среди всех юрис-
дикций, где z на левом конце, но и для агента z + 2r 
среди всех юрисдикций, где z + 2r на правом конце. 
Действительно, его издержки в юрисдикции длины 

2s равны 1
2

2 2
s
T z r T z r s+ +( ) − + −( ) . Условие 

первого порядка будет таким: 1
2

22s
t z r s= + −( ) . 

Оно будет заведомо выполнено при s = r. Дока-
жем, что из условия плавности следует условие 
однократного пересечения, и потому других 
точек, где выполнено условие первого порядка, 
нет. Действительно, производная правой части 

равна − + −t z r s'( )2 ,  а  левой − 13s
.  Имеем 

− + −( ) > − + −( ) = − 





= −t z r s t z r s
s s

'
/

2 2 2 2 2 2 1
2

13
2 2

3 2

3=

− + −( ) > − + −( ) = − 





= −t z r s t z r s
s s

'
/

2 2 2 2 2 2 1
2

13
2 2

3 2

3 . Здесь неравенство взято из условия плав-

ности, а первое равенство – из условия первого 
порядка. Значит, в окрестности любой точки пере-
сечения правая часть сначала ниже левой, а потом 
выше. Значит, точка пересечения ровно одна, а 
именно: s = r, и именно там расположен оптимум.

Обоснование корректности конструкции. 
Итак, мы образуем юрисдикции [yi, yi + 1], где y0 = 0, 
а yi + 1 = yi + 2r(yi), где r(y) есть решение уравнения 

t y r y
r y

+( ) =( )
( )
1

2 2 . Ясно, что r(y) есть непрерыв-

ная возрастающая функция (здесь используется не-
прерывность f и, как следствие, t). Докажем, что эти 
юрисдикции дают в объединении весь мир. Действи-
тельно, в любом случае последовательность yi моно-
тонно возрастает. Значит, у нее есть предельная 
точка ŷ. Если ŷ оказалась внутри Ω, то определено 
r( ŷ) ˃ 0. Поскольку yi → ŷ, то y y r yi i i+ = + →1 2 ( ) ŷ. 
Но, с другой стороны, yi+ →1 ŷ. Полученное проти-
воречие доказывает, что ŷ находится на краю Ω, и 
потому весь мир разбит на юрисдикции.
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Обоснование устойчивости конструкции. 
Обозначим через C(z) издержки агента в точке z 
при построенном разбиении, а через Cmin(z) – из-
держки агента в точке z в оптимальной для него 
юрисдикции [z,z + 2r(z)]. (Напомним, что оптимум 
берется по тем юрисдикциям, где он находится на 
левом краю). Мы докажем, что Cmin(z) ≥ C(z), и 
потому в любой выходящей юрисдикции самый 
левый агент заблокирует выделение.

Лемма 1. Функция Cmin(z) возрастает.
Доказательство. Действительно, из-за возрас-

тания t(z) издержки самого левого агента в юрис-
дикции фиксированного размера тем больше, чем 
правее расположена эта юрисдикция. Значит, и 
минимальное значение этих издержек будет больше. 
Лемма доказана.

Из леммы 1 сразу следует, что агент z, располо-
женный на левой половине отрезка [yi, yi+1], не захо-
чет отделяться, если после отделения окажется на 
левом краю. Действительно, для такого агента вы-
полнено Cmin(z) ≥ Cmin(yi) = C(yi) ≥ C(z). Для агентов, 
расположенных на правой половине, такое рассуж-
дение уже не сработает: и Cmin(z), и C(z) возрастают, 
причем вторая функция – быстрее. Мы используем 
специальное рассуждение, чтобы показать, что «за-
паса», набранного к середине отрезка, хватит.

Лемма 2. Пусть z расположено на отрезке 
y y yi i

i
+





+
+

1
12

, . Тогда Cmin(z) ≥ C(z).

На первый взгляд, кажется, что лемму 2 можно 
обосновать таким же простым образом, как и лем-
му 1, а именно, нужное соотношение легко полу-
чается для точек, близких к yi+1. Как мы уже выяс-
нили, отрезок [yi, yi+1] оптимален не только для yi, 
но и для yi+1. Но издержки агента yi+1 в любой 
юрисдикции [yi+1 – 2r, yi+1] меньше, чем в юрис-
дикции [yi+1, yi+1 + 2r]. Значит, то же верно и для 
оптимальных юрисдикций. Но тогда получаем 
C(yi+1) < Cmin(yi+1), что и требовалось. С другой сто-
роны, для середины отрезка мы уже получили 

C y y C y yi i i i+




< +





+ +1 1

2 2
min . Кажется, что посе-

редине соотношение также должно сохраниться, 
так и было бы, если бы выполнялось неравенство 
d
dy
C z t zmin ( ) ( )< . К сожалению, можно построить 

пример, когда оно не выполняется, именно поэто-
му нужно отдельное рассуждение.

Доказательство леммы 2. По определению 
имеем

C z
r z

t x dx
z

z r z
min

( )

( )
.( ) = + ( )

+

∫1
2

Поскольку r(z) получено из условия первого 

порядка, получаем 1
2r z

r z t z r z
( )

( ) ( ( ))= + . Значит, 

C z r z t z r z t x dx
z

z r z
min

( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) .= + +
+

∫
Аналогично получаем

C z
r y

t x dx r y t y r y t
i y r y

z

i i i
y r y

z

i i i i

( )
( )

( ) ( ) ( ( ))
( ) ( )

= + = + +
+ +
∫ ∫1

2
(( ) .x dx

C z
r y

t x dx r y t y r y t
i y r y

z

i i i
y r y

z

i i i i

( )
( )

( ) ( ) ( ( ))
( ) ( )

= + = + +
+ +
∫ ∫1

2
(( ) .x dx

Значит, нам нужно доказать

r z t z r z t x dx r y t y r y t
z

z r z

i i i
y r y

z

i i

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) (
( )

( )

+ + ≥ + +
+

+
∫ ∫ xx dx) .

r z t z r z t x dx r y t y r y t
z

z r z

i i i
y r y

z

i i

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) (
( )

( )

+ + ≥ + +
+

+
∫ ∫ xx dx) .

Данное неравенство мы будем доказывать при 
помощи графической интерпретации, а именно: 
r(z)t(z +r(z)) является площадью прямоугольника, 
заданного вершинами (z,0) и (z +r(z), t(z + r(z))). На 
рис. 1 это сумма площадей фигур D и E. Интеграл 

z

z r z

t x dx
+ ( )

∫ ( )  равен площади фигуры D, поэтому 

левая часть неравенства равна 2D + E. Аналогично 
r(yi)t(yi +r(yi)) равняется площади прямоугольника 
A + C: его ширина равна r(yi), а высота равна 
t(yi +r(yi)); показанная на рисунке возрастаю-
щая кубика есть отражение убывающей кубики 

t
y yi

=
−
1

2 2( )
 относительно y y zi= +

2
. В свою 

очередь, интеграл 
y r y

z

i i

t x dx
+
∫ ( )
( )

 равен площади 

фигуры A + B. Поэтому требуется доказать, что 
2D + E > 2A + B + C.

Для доказательства неравенства мы отразим D 
и E относительно прямой y = z. В результате z + r(z) 
перейдет в z – r(z), что может оказаться правее или 
левее, чем yi + r(yi). Полученная в первом случае 
картина представлена на рис. 2. Второй случай мы 
рассмотрим чуть позже. Легко видеть, что 2А + В + 
+ С = 2U + 2P + V + X + Q, а 2D + E = 2P + 
+ 2Q + 2R + S. После сокращений получаем: 
2D + E > 2A + B + C равносильно Q + 2R+ S > 
> 2U + V + X. Здесь мы второй раз используем ус-
ловие плавности, точнее, следующее из него усло-
вие однократного пересечения. 

Дело в том, что фигура X целиком находится ниже 
кубики, иначе график функции t, ограничивающий X 
сверху, пересечется с кубикой дважды. Значит, левая 
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часть неравенства находится «справа» от кубики, а 
правая – «снизу». Чтобы сравнить их, нам потребу-
ется следующее утверждение.

Техническая лемма. Пусть точки А = (x0, y0) и 
B = (x1, y1) лежат на кубике x2y = 1. Тогда площадь 
между криволинейным сегментом АB и горизон-
тальной осью вдвое меньше площади между АB и 
вертикальной осью.

Доказательство технической леммы. Без 
ограничения общности x0 < x1. Первая площадь 

равна 
x

x

x
dx

x x
0

1 1 1 1
2

0 1
∫ = − .  Вторая площадь равна 

y

y

y
dy y y

x x
1

0 1 2 2 1 1
0 1

0 1
∫ = −( ) = −






,  что вдвое 

больше. Лемма доказана.
Заметим, что утверждение технической леммы 

верно для любой кубики x2y = c, ведь обе площади 
просто увеличатся в c раз. В нашей ситуации 

c = 1
2
, и для фигур на рис. 2 выполнено соотно-

шение 2(X + Y + U + V) = X + Y + Q + R + S. Как 
следствие, 2U + V +X = Q + R + S – V – Y. По-
скольку все величины положительные, получаем 
Q + R + S – V – Y < Q + R + S < Q + 2R + S, откуда 
следует требуемое соотношение 2U + V + X <  
< Q + 2R + S.

Второй случай. Картина во втором случае пред-
ставлена на рис. 3. В этом случае 2A + B + C =  
= 2P + Q + U + V, а 2D + E = 2P + 2U + 2Q + 2R + S. 
Таким образом, требуется доказать неравенство 

V < Q + 2R + U + S. Согласно технической лемме, 
2V +2X =X + Q + R + S, откуда V = Q + R + S –  
– X – V < Q + R + S < Q + 2R + U + S, что и требо-
валось.

Таким образом, во всех случаях имеет место 
неравенство 2A + B + C < 2D + E, что и требовалось 
для доказательства леммы и основной теоремы.

Если условие плавности не выполнено, то до-
казательство может не пройти. Действительно, 
фигура X  может частично оказаться выше кубики, 
эта часть не сократится и в итоге неравенство будет 
неверным. В следующем разделе мы покажем, что 
не только доказательство корректности не прохо-

 

 Рис. 1. Графическая интерпретация леммы 2

 

 

Рис. 2. Иллюстрация к доказательству леммы 2

 

 Рис. 3. Второй случай в доказательстве леммы 2
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дит, но и вся конструкция может быть некоррект-
ной. Мы изложим обоснования для отрезка, но 
похожая ситуация возникнет для плотности на 
полуоси, почти целиком сосредоточенной на неко-
тором отрезке.

Коалиционно устойчивые  
разбиения на отрезке

Наша конструкция существенно опиралась на 
условия первого порядка. В случае отрезка возмож-
но краевое решение, и это оказывает критическое 
влияние на рассуждение. Мы показываем, что 
приведенная нами конструкция не работает, а 
именно: строится пример, в котором оптимальная 
коалиция для агента в нуле – это весь отрезок, но 
при этом в правой части есть коалиция, которой 
выгодно отделиться. Вопрос о том, можно ли по-
лучить коалиционно устойчивое разбиение ка-
ким-то другим способом, остается открытым. 

Контрпример. Рассмотрим мир Ω = [ , ]0 10  с 
равномерной плотностью населения и транспорт-
ными издержками, заданными формулой

t z
z
z

z z
( )

, , ;
, ;

, , ( ), ( , ).
=

≤
≥

+ − ∈







0 01 6
1 7

0 01 0 99 6 6 7
В этом случае издержки агента 0 в коалиции 

[0, 2y] равны 1
2

0 01
y

y+ ,  и убывают при y ∈[ , ]0 5 . 
Значит, оптимальной коалицией для агента 0 явля-
ется [0, 10], при этом условие первого порядка не 
выполнено. Однако, например, агент 9 в такой 

коалиции несет издержки больше 2 (это только 
транспортные издержки до точки 7). А в коалиции 
[9, 10] его издержки составляют 1,5. Для агентов 
z > 9 в исходной коалиции издержки будут еще 
больше, а в [9,  10] не больше. Значит, коалиция 
[9, 10] захочет отделиться.

Таким образом, в настоящей работе мы распро-
странили результат Алесины–Сполаоре о суще-
ствовании коалиционно устойчивых разбиений в 
одномерной модели на широкий класс распределе-
ний с монотонно убывающей плотностью. Тем не 
менее, наша конструкция может не подойти в 
случае резких скачков плотности, в частности, для 
распределения на отрезке. Вопрос о существовании 
устойчивого разбиения в этом случае требует даль-
нейшего изучения; либо может подойти какая-ни-
будь другая конструкция, либо можно построить 
контрпример. 

Другое интересное направление исследова-
ний – поиск приближенных равновесий. В боль-
шинстве примеров конфигураций без устойчивых 
разбиений выделяющиеся коалиции снижают из-
держки совсем чуть-чуть. Если потребовать, чтобы 
для успеха отделения все участники должны были 
бы снизить издержки, например, на 5 %, то, воз-
можно, равновесие было бы всегда. Здесь развитие 
может идти по двум направлениям, которые в 
идеале должны сомкнуться: можно придумывать 
примеры конфигураций без равновесия для все 
больших факторов снижения издержек, а можно 
доказывать существование равновесия для все 
меньших факторов. 
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