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Аннотация. Алгебраическая теория LP-структур предназначена для моделирования и оп-
тимизации продукционных и подобных им систем в информатике. Одна из областей ее 
применения – интеллектуальные системы, основанные на правилах в форме продукций. 
В предыдущих исследованиях авторами получены результаты, позволяющие обосновывать 
и автоматизировать решение ряда задач для продукционных систем: эквивалентные преоб-
разования, устранение избыточности, верификация, ускорение обратного вывода. 

В настоящей работе вводится и исследуется LP-структура, семантика которой охватыва-
ет распределенные нечеткие продукционные системы. Введена терминология FDLP-струк-
тур с нечетким бинарным отношением (Fuzzy Distributed LP-структуры). Дано определение 
логического замыкания нечеткого бинарного отношения, представлена теорема о его суще-
ствовании. Она позволяет ввести понятие эквивалентных FDLP-структур, соответственно 
в приложениях – эквивалентных баз знаний. Сформулирована теорема об эквивалентных 
преобразованиях FDLP-структуры. Ее прикладное значение – способ и его обоснование для 
автоматизированных преобразований распределенных нечетких баз знаний. Представлено 
также утверждение о приведении FDLP-структуры к каноническому виду. В приложениях 
такой формат соответствует множеству хорновских правил.

В рамках рассмотренной расширенной модели возможности теории LP-структур ока-
зываются доступными при построении и исследовании распределенных интеллектуальных 
систем с нечеткими правилами.
Ключевые слова: интеллектуальная система, нечеткие продукции, LP-структура, логиче-
ское замыкание, эквивалентные преобразования, логическая редукция, распределенная 
система.
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ВВЕДЕНИЕ

Информационные технологии играют 
важную роль в современном мире. Компью-
терные системы становятся большими, рас-
пределенными, критически значимыми. В ре-
зультате возрастают значение и актуальность 
теоретического обоснования корректности и 
надежности процессов обработки информа-
ции в различных прикладных областях. Осно-
ву формального построения и исследования 
моделей компьютерных систем, основанных 
на различных парадигмах, предоставляют 
алгебраические структуры [1]. Это в полной 
мере относится к инженерии знаний, вклю-
чая широко распространенные в информати-
ке продукционные системы [2–4].

В последнее десятилетие авторами получе-
ны результаты, связанные с логическими си-
стемами продукционного типа. Разработана 
основанная на алгебраических решетках тео-
рия LP-структур (lattice production structures) 
[5], которая обосновывает и эффективно ре-
шает задачи эквивалентных преобразований, 
верификации и минимизации баз знаний. 
Введен и исследован метод релевантного об-
ратного вывода (LP-вывод) [6], существенно 
снижающий число обращений к внешним 
источникам информации. Впоследствии эта 
теория была расширена для моделирования 
распределенных продукционных систем [7]. 

Важную особенность современных интел-
лектуальных систем представляет нечеткий 
характер знаний и рассуждений [8]. В связи 
с данным обстоятельством становится акту-
альным распространение теории LP-струк-
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тур на нечеткие продукционные системы. 
Первые шаги в этом направлении были сдела-
ны в работах [9–10]. Введены понятия, харак-
теризующие нечеткость LP-структуры, и изу-
чены некоторые полезные свойства нечетко-
го LP-вывода. Однако не были рассмотрены 
такие важные аспекты теории как замыкание, 
эквивалентные преобразования и эквива-
лентная минимизация нечетких LP-структур.

Настоящая работа посвящена развитию 
теории LP-структур для управления распре-
деленными нечеткими базами знаний и моде-
лирования распределенного нечеткого логи-
ческого вывода. 

Введена терминология FLP-структур с 
нечетким логическим отношением (Fuzzy 
LP-структуры). Дано определение логическо-
го замыкания нечеткого бинарного отноше-
ния на решетке, представлена теорема о его 
существовании. Она позволяет ввести поня-
тие эквивалентных FLP-структур, соответ-
ственно в приложениях – эквивалентных баз 
знаний. Сформулирована теорема об экви-
валентных преобразованиях FLP-структуры. 
Ее прикладное значение – способ и его обо-
снование для автоматизированных преобра-
зований нечетких баз знаний. Представлено 
также утверждение о приведении нечеткой 
LP-структуры к каноническому виду. В при-
ложениях такой формат соответствует мно-
жеству хорновских нечетких правил. Введено 
понятие логической редукции FLP-структуры. 
Представлены теоремы о ее существовании и 
способе построения. Для прикладных систем 
они обосновывают формальную эквивалент-
ную минимизацию нечетких баз знаний.

Построенная модель в заключительном 
разделе обобщается для моделирования рас-
пределенных интеллектуальных систем. Опре-
деляется понятие FDLP-структуры (Fuzzy 
Distributed LP-структура) и изложенные ра-
нее результаты распространяются на распре-
деленный случай.

1. ОСНОВЫ НЕЧЕТКИХ LP-СТРУКТУР

Моделирование нечетких знаний и рас-
суждений существенно приближает теорию 
интеллектуальных систем к решению практи-

ческих задач. Во многих современных инфор-
мационных системах получение «четкого» 
(точного) решения невозможно, вообще или 
за приемлемое время. В связи с данным об-
стоятельством назрела актуальность распро-
странения возможностей теории LP-структур 
на нечеткие продукционные системы. 

Руководствуясь указанной целью, начнем 
с введения базовых понятий теории нечетких 
LP-структур. Исходные для настоящего раз-
дела положения теории решеток, нечетких 
множеств и бинарных отношений изложены, 
например, в [11–12].

Нечеткое множество ( , )FA F µ=  определя-
ется функцией принадлежности : [0,1]F Fµ →  

на некотором (обычном) множестве F . При 
этом значение ( )F aµ  называется степенью 
принадлежности a  к S . Соответственно не-
четкое бинарное отношение R  на множестве 
F  – это нечеткое множество упорядоченных 
пар элементов из F  с заданной функцией 
принадлежности : [0,1]R F Fµ × → .

Нечеткое бинарное отношение R  на про-
извольном множестве F  называется рефлек-
сивным, если для любого a F∈  справедливо 

( , ) 1R a aµ = .
В целях моделирования нечеткого логиче-

ского вывода будем использовать компози-
цию нечетких отношений в классической се-
мантике, а именно – (max-min)-композицию. 
Для отношения R  на множестве F  компози-
ция 2R R R=   определяется следующим об-
разом:

2 ( , ) max(min( ( , ), ( , )))R RR b
a c a b b cµ µ µ= ,

где , ,a b c F∈ . 
Нечеткое бинарное отношение R на мно-

жестве F  называется транзитивным, если 
для любых , ,a b c F∈  справедливо ( , ) min( ( , ), ( , ))R R Ra c a b b cµ µ µ≥ 

( , ) min( ( , ), ( , ))R R Ra c a b b cµ µ µ≥ . Нетрудно заметить, 
что свойство транзитивности для отношения 
R  эквивалентно вложению 2R R⊆  в смысле 
нечетких множеств. Существует также замы-
кание произвольного нечеткого отношения 
относительно свойств рефлексивности и 
транзитивности. Обзор алгоритмов его по-
строения представлен в [13].
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Известна также задача нахождения тран-
зитивной редукции: для отношения R  стро-
ится минимальное нечеткое отношение 'R  
такое, что его транзитивное замыкание со-
впадает с транзитивным замыканием R. Ре-
шению этой задачи посвящена, в частности, 
работа [14].

Пусть дана атомно-порожденная решетка 
, представляющая собой множество всех ко-
нечных подмножеств некоторого универсума 
F . На   рассматривается (дополнительное) 
нечеткое бинарное отношение R, содержа-
щее ⊇, а также обладающее транзитивностью 
и дистрибутивностью. Последнее свойство 
требует уточнения.

Определение 1.1. Нечеткое бинарное от-
ношение ( , )RR µ=   называется дистрибу-
тивным, если для любых 1 2, ,A B B ∈  спра-
ведливо

1 2 1 2( , ) min( ( , ), ( , ))R R RA B B A B A Bµ µ µ≥ . 
Отношение с указанными выше тремя 

свойствами будем называть продукцион-
но-логическим, или, для краткости – просто 
логическим. 

Определение 1.2. Под нечеткой LP-струк-
турой (FLP-структурой) подразумевается ал-
гебраическая система, представляющая со-
бой решетку , на которой задано продукци-
онно-логическое отношение R .

2. МОДЕЛИРУЕМАЯ 
ПРЕДМЕТНАЯ ОБЛАСТЬ

FLP-структура представляет алгебраи-
ческую модель нечеткой базы знаний. Поэ-
тому напомним терминологию, связанную с 
простым видом моделируемых логических 
систем продукционного типа – экспертными 
продукционными системами. 

Они манипулируют множествами фактов 
и правил (продукций). Факт представля-
ет некоторое суждение о внешнем мире. Он 
задается триплетом вида «объект.атрибут = 
<значение>» (например, «термометр.темпе-
ратура = высокая»). В книге [15] для практи-
ческой реализации продукционных систем 
триплет сводится к паре «параметр = значе-
ние», то есть объект и атрибут агрегируются 

в единый параметр. В частности, «термометр.
температура» и «термометр.изготовитель» 
считаются разными параметрами. В терми-
нах настоящей работы в факт интегрируют-
ся как параметр, та и его значение, при этом 
факт считается независимым элементом об-
щего множества. В дальнейшем можно реали-
зовать и более сложную конструкцию фактов, 
расширив описание FLP-структуры. 

Продукционная система содержит рабо-
чую память. Это некоторое подмножество 
фактов, которые на текущий момент счита-
ются выполненными (с коэффициентом уве-
ренности в пределах [0, 1]). Такое множество 
называется также базой данных продукцион-
ной системы.

Нечеткое правило (продукция) состоит из 
предпосылки и заключения, а также помечено 
коэффициентом уверенности. Предпосылка 
обычно представляет собой выражение над 
фактами. Она может быть выполненной при 
текущем состоянии рабочей памяти (с соот-
ветствующим коэффициентом уверенности). 
Если она верна, то правило может быть при-
менено. Заключение – это действие, которое 
можно осуществить, если верна предпосыл-
ка. Например, добавить к рабочей памяти 
некоторый новый факт, коэффициент уве-
ренности которого вычисляется на основе та-
ких же показателей предпосылки и правила. 
Применение правила состоит в выполнении 
действия заключения. Совокупность правил 
называется нечеткой базой знаний.

Прямым выводом в продукционной систе-
ме называется процесс применения правил к 
содержимому рабочей памяти (его исходное 
состояние задано в начале работы), и соот-
ветственно получение в результате новых 
фактов с их коэффициентами уверенности. 
Обратный вывод – это противоположный 
процесс. В нем по некоторому набору резуль-
тирующих фактов – гипотезе, путем анали-
за правил в направлении от заключения к 
предпосылке, вычисляется коэффициент уве-
ренности гипотезы при заданном исходном 
содержимом рабочей памяти. Машина вы-
вода – программный модуль, который непо-
средственно реализует прямой или обратный 
вывод.
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Предлагаемый подход к исследованию 
продукционных систем основан на представ-
лении множеств фактов и правил FLP-струк-
турой. Каждый элементарный факт отобра-
жается атомом решетки, предпосылка и за-
ключение правила – соответствующими эле-
ментами решетки, а правила представляются 
функцией принадлежности нечеткого бинар-
ного отношения .R

Далее для введенного класса алгебраиче-
ских систем рассматриваются стандартные 
вопросы теории LP-структур: о логическом 
замыкании, эквивалентных преобразованиях, 
канонической форме, логической редукции.

3. ЗАМЫКАНИЕ, ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
И РЕДУКЦИЯ НЕЧЕТКИХ LP-СТРУКТУР

Результаты настоящего раздела приве-
дены без доказательств. Они планируются к 
опубликованию в отдельной статье в матема-
тическом журнале.

Заданное на решетке нечеткое бинарное 
отношение моделирует совокупность нечет-
ких продукций интеллектуальной системы. 
Оно как правило не является логическим, од-
нако может быть рассмотрено его логическое 
замыкание. Это замыкание по сути содержит 
всевозможные логические выводы в продук-
ционной системе.

Логическим замыканием нечеткого бинар-
ного отношения R  называется наименьшее 
логическое отношение, содержащее R. Для 
выяснения вопроса о его существовании вве-
дем отношение логической связи пар элемен-
тов решетки при заданном R .

Определение 3.1. Пусть задано нечеткое 
отношение R  на решетке . Отношение R  
логической связи пар ,A B∈  определяется 
функцией принадлежности Rµ , значение 

( , )R A Bµ  которой вычисляется как макси-
мальное из следующих вариантов его вычис-
ления:

1) ( , ) ( , )RR A B A Bµ µ= ;
2) если A B⊇ , то ( , ) 1R A Bµ = , иначе = 0;
3) 1 2( , ) min( ( , ), ( , ))R R RA B A B A Bµ µ µ=

( 1 2 1 2, :B B B B B∀ = );
4) ( , ) min( ( , ), ( , ))R R RA B A C C Bµ µ µ=

( C∀ ∈).

Рекурсивное определение 3.1 по данному 
R  задает новое нечеткое отношение R  на ре-
шетке , которое содержит R, ⊇, а также об-
ладает некоторыми дополнительными свой-
ствами. 

Теорема 3.1. Для произвольного отноше-
ния R  логическое замыкание существует и 
совпадает с нечетким отношением логиче-
ской связи R , определяемым функцией при-
надлежности RRµ µ= .

Понятие логического замыкания и дока-
занная теорема о его существовании позво-
ляют рассмотреть вопросы эквивалентности 
FLP-структур. 

Определение 3.2. Два нечетких отноше-
ния ,R P  на общей решетке называются (ло-
гически) эквивалентными ( ~R P), если их ло-
гические замыкания совпадают. Эквивалент-
ным преобразованием нечеткого отношения 
R  называется такая модификация его функ-
ции принадлежности ( R Pµ µ→ ), что получен-
ное в результате новое отношение P  логиче-
ски эквивалентно R.

Определение 3.3. Пусть R  – нечеткое от-
ношение на решетке   с функцией принад-
лежности Rµ  и {( , ) | , ; }t t t tM A B A B t T= ∈ ∈  – 
некоторое множество упорядоченных пар, 
причем min( ( , )) 0R t tt

A Bµ > . Пара ( , )A B  назы-
вается (логически) выводимой из M , если 

( , ) min( ( , ))R R t tt
A B A Bµ µ≥ . 
Следствие 3.1. Пусть R  – нечеткое отно-

шение на решетке   с функцией принадлеж-
ности Rµ , {( , ) | , ; }t t t tM A B A B t T= ∈ ∈  – не-
которое множество пар, а пара ( , )A B  выво-
дима из M . Определим новое отношение 'R  
следующей функцией принадлежности:

' ( , )
max( ( , ),min( ( , ))),

,
( , ),

R

R R t tt

R

X Y
A B A B

X A Y B
X Y

µ
µ µ

µ

=


= = =



ïðè

èíà÷å.

Тогда отношение 'R  эквивалентно R. 
Справедливо следующее утверждение.
Теорема 3.2. Пусть 1 2 3 4, , ,R R R R  – нечет-

кие отношения на общей решетке . Если 
при этом 1 2R R  и 3 4R R , то 1 3 2 4R R R R   .

В ее частном случае имеем следующий ре-
зультат.
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Следствие 3.2. Пусть 1 2 3, ,R R R  – нечеткие 
отношения на общей решетке  . Если при 
этом 1 2R R , то 1 3 2 3R R R R   .

Следствия 3.1–3.2 обосновывают принци-
пы локально-эквивалентных преобразований 
FLP-структур. Они могут быть, в частности, 
использованы для эквивалентного упроще-
ния нечетких отношений на решетке. 

Нечеткое отношение R  на атомно-по-
рожденной решетке   называется канониче-
ским, если его функция принадлежности по-
ложительна лишь на парах вида ( , )A a , где 
A∈, a  – атом в . Каноническое отношение 
в моделируемой продукционной системе со-
ответствует множеству правил так называе-
мого хорновского типа.

Теорема 3.3. Для произвольного нечетко-
го отношения R  на атомно-порожденной ре-
шетке   существует эквивалентное ему кано-
ническое отношение.

Рассмотрим еще один важный вопрос, 
связанный с нечеткими LP-структурами, а 
именно – их эквивалентную минимизацию. 

Логической редукцией нечеткого отноше-
ния R  на решетке называется любое мини-
мальное отношение, эквивалентное R.

Поскольку множество всех нечетких отно-
шений на общей решетке является частично 
упорядоченным, различаются понятия мини-
мального и наименьшего отношений [11]. В 
определении логической редукции речь идет 
о минимальном отношении, поэтому оно мо-
жет оказаться не единственным. 

Следующая теорема указывает достаточ-
ное условие существования логической ре-
дукции данного отношения. Способ ее по-
строения содержится в доказательстве теоре-
мы, которое будет опубликовано в отдельной 
статье.

Теорема 3.4. Пусть для нечеткого отноше-
ния R  на решетке   построено логическое 
замыкание R . Тогда, если для R  существует 
транзитивная редукция, то для исходного от-
ношения R  существует логическая редукция.

4. РАСПРЕДЕЛЕННАЯ НЕЧЕТКАЯ 
LP-СТРУКТУРА И ЕЕ СВОЙСТВА

Предыдущие работы показали [7], что 
теория LP-структур легко адаптируется для 
моделирования распределенных логических 
систем. В этом разделе аналогичный метод 
применяется для обобщения исследуемых в 
настоящей статье нечетких LP-структур.

Предположим, что имеется распределен-
ная вычислительная сеть, в каждом узле ко-
торой может храниться набор фактов (база 
данных), подмножество нечетких продукци-
онных правил (база знаний), а также может 
функционировать машина логического вы-
вода с локальной рабочей памятью. Таким 
образом, есть распределенная нечеткая про-
дукционная система, состоящая из набора ло-
кальных продукционных систем (подсистем), 
согласованных друг с другом. Под согласо-
ванностью понимается выполнение условий, 
сформулированных в [16].

Каждому факту и каждому правилу рас-
пределенной нечеткой продукционной систе-
мы сопоставляется подмножество узлов вы-
числительной сети, на которых они хранятся. 
Пусть N  – множество узлов,   – порожден-
ный им булеан. Элементарные факты и пра-
вила нечеткой продукционной системы будут 
помечаться элементами решетки   как атри-
бутами.

Итак, даны две решетки:   (образует 
LP-структуру) и   (решетка узлов). На ре-
шетке   определено отображение ),(Nodes  
которое каждому атому a∈  ставит в соот-
ветствие единственный непустой элемент 
X ∈  (то есть ( ,)Nodes a X=  X ≠ ∅ ). На ре-
шетке   задается нечеткое бинарное отноше-
ние R. Кроме того, каждой паре ,A B∈, для 
которой ( , ) 0R A Bµ >  также сопоставляется 
непустой элемент Y ∈  ( ,( ),Nodes A B Y=  
Y ≠ ∅). 

Для моделируемой продукционной систе-
мы функция ()Nodes  определяет для каждого 
элементарного факта или каждого правила 
совокупность узлов распределенной вычис-
лительной системы, где они хранятся. 

Определение 4.1. Описанная выше алге-
браическая система называется распределенной 
нечеткой LP-структурой (FDLP-структурой).
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Замечание 4.1. При заданном отображе-
нии ()Nodes  решетка   и отношение R  так-
же могут считаться распределенными.

Для нового понятия FDLP-структуры мо-
жет быть рассмотрен стандартный круг во-
просов, а именно – о замыкании, эквивалент-
ных преобразованиях, канонической форме, 
логической редукции. 

Определение 4.2. Распределенное нечеткое 
бинарное отношение R на распределенной ре-
шетке  называется продукционно-логическим, 
если оно рефлексивно, транзитивно и дистри-
бутивно, причем для каждой пары ,A B∈ 
справедливо ( , ) 0 ( , )R A B Nodes A B Nµ > ⇒ = . 
Логическим замыканием отношения R  назы-
вается наименьшее продукционно-логиче-
ское отношение, содержащее .R

Замечание 4.2. Данное определение не оз-
начает его применения на практике, то есть 
совокупность правил распределенной про-
дукционной системы не обязана храниться 
одновременно на всех узлах. Определение 
носит теоретический характер и использует-
ся для обоснования других результатов, в том 
числе и с практической точки зрения.

Существование логического замыкания 
для распределенного нечеткого отношения 
непосредственно вытекает из соответствую-
щего базового результата (теорема 3.1). До-
статочно построить для R  логическое замы-
кание R  в обычном смысле и пометить ка-
ждую пару атрибутом .N  Таким образом, 
справедливо следующее утверждение, сфор-
мулированное в виде теоремы ввиду его важ-
ности, но не сложности доказательства. 

Теорема 4.1. Для распределенного нечет-
кого бинарного отношения R  на распреде-
ленной решетке существует логическое замы-
кание R .

Аналогично и без затруднений на FDLP- 
структуру переносится концепция эквива-
лентных преобразований и ее обоснование.

Определение 4.3. Два распределенных не-
четких отношения ,R P  на решетке   назы-
ваются эквивалентными ( ~R P), если их ло-
гические замыкания (в смысле определе-
ния 4.2) совпадают. Эквивалентным преобра-
зованием отношения R  называется такая мо-
дификация функции принадлежности 

( R Pµ µ→ ), что новое отношение P  эквива-
лентно R.

Из теоремы 3.2 п. 3 и теоремы 4.1 настоя-
щего раздела непосредственно вытекает сле-
дующий результат.

Теорема 4.2. Пусть 1 2 3 4, , ,R R R R  – распре-
деленные нечеткие отношения на общей рас-
пределенной решетке. Если при этом 1 2~R R  
и 3 4~R R , то 1 3 2 4~R R R R  .

Для ее доказательства достаточно к отно-
шениям 1 3R R  и 2 4R R  применить теоре-
му 3.2, после чего в построенных замыканиях 
двух отношений пометить каждую пару атри-
бутом N .

Замечание 4.3. При выполнении эквива-
лентных преобразований распределенного 
нечеткого отношения R  значения отображе-
ния ()Nodes  определяющей роли не играют. 
Важно лишь, что пары ,A B∈  с положи-
тельными значениями старой и новой функ-
ций принадлежности имеют непустой атри-
бут ( ), .Nodes A B

Переходим к обсуждению вопросов опти-
мизации FDLP-структур. С этой целью (ана-
логично [7]) наряду с функцией ()Nodes  вве-
дем еще два отображения из   в . Пусть вы-
бран произвольный элемент A∈. Поскольку 
решетка  является атомно-порожденной, 
существует представление i

i

A a=


 в виде 
объединения атомов. Обозначим 

( ) ( )i
i

NodesMeet A Nodes a=


; 

( ) ( )i
i

NodesJoin A Nodes a=


.

В терминологии предметной области мож-
но заметить, что отображение ()NodesMeet  
определяет вычислительные узлы, каждый из 
которых содержит все элементарные факты, 
порождающие множество фактов .A  Отобра-
жение ()NodesJoin  выдает все узлы, храня-
щие хотя бы один из таких фактов.

Как уже подчеркивалось, точное значение 
непустого атрибута ( , )Nodes A B  несуще-
ственно для построения логического замыка-
ния .R  Но какое оказывается предпочтитель-
ным? Ответ дает стратегия распределенного 
нечеткого логического вывода. Одна из целей 
моделирования – обоснование снижения тра-
фика между узлами. С другой стороны, неце-
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лесообразно излишнее дублирование инфор-
мации на различных узлах. 

Пусть на некотором узле работает локаль-
ная машина вывода, оперирующая в основ-
ном фактами этого узла. Для нее окажется 
затратным поиск на других узлах сети правил 
вывода собственных фактов. Априори неиз-
вестно, какие узлы предстоит запросить и в 
каком порядке. Будем считать целесообраз-
ным хранение на узле всех правил, опериру-
ющих фактами этого же узла. Таким образом, 
аналогично [7] приходим к следующим поня-
тиям «хорошего» распределения правил по 
узлам вычислительной сети.

Определение 4.4. Распределенное нечеткое 
отношение R на решетке  называется реле-
вантно-корректным, если для любых ,A B∈, 

( , ) 0R A Bµ > , справедливо ( ),Nodes A B ⊇  
( )NodesJoin A⊇  ( )NodesJoin B ; релевантно- 

нормализованным, если для нее 
,  =

=
( )

( ) ( ).
Nodes A B

NodesJoin A NodesJoin B

        (1)

Определение 4.5. Распределенное нечет-
кое отношение R  на распределенной решетке 
  называется каноническим, если оно реле-
вантно-нормализовано, а его функция при-
надлежности положительна лишь на парах 
вида ( , )A a , где A∈, a  – атом в  . 

На основе теоремы 3.3 выводится следую-
щий факт.

Теорема 4.3. Для любого распределенного 
нечеткого отношения на существует эквива-
лентное ему каноническое отношение.

Схема ее доказательства аналогична двум 
предыдущим теоремам. 

Далее рассмотрим детали построения ло-
гического замыкания отношения. Справед-
лива теорема, доказываемая по обычной для 
данного раздела схеме.

Теорема 4.4. Для распределенного нечет-
кого отношения R  логическое замыкание 
представляет собой отношение R  (замыка-
ние в смысле п.3), каждая пара которого ,A B 
с ( , ) 0R A Bµ >  помечена атрибутом (1). 

Наконец, рассмотрим вопрос об эквива-
лентной минимизации распределенных не-
четких бинарных отношений. 

Определение 4.6. Логической редукцией 
распределенного нечеткого отношения R  на 
распределенной решетке называется любое 
минимальное отношение, эквивалентное R  и 
при этом релевантно-нормализованное. 

Следующая теорема указывает достаточ-
ное условие существования логической ре-
дукции распределенного нечеткого отноше-
ния. Способ ее построения содержится в до-
казательстве теоремы 3.4.

Теорема 4.5. Пусть для распределенного 
нечеткого отношения R  построено отноше-
ние логических связей R  (см. п. 3). Тогда, если 
для R  существует транзитивная редукция, то 
для исходного отношения R  существует ло-
гическая редукция 0R . При этом каждая пара 

,A B  отношения 0R  с ( , ) 0R A Bµ >  помечена 
атрибутом (1).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе введен и исследо-
ван новый класс алгебраических систем – 
FDLP-структуры, семантика которых охваты-
вает распределенные интеллектуальные си-
стемы с нечеткими правилами. Для данного 
класса рассмотрены стандартные вопросы те-
ории LP-структур: о логическом замыкании, 
эквивалентных преобразованиях, канониче-
ской форме, логической редукции. Представ-
ленные теоретические результаты могут быть 
применены в задачах управления знаниями 
распределенных нечетких продукционных 
систем.

Исследование выполнено при финансовой 
поддержке РФФИ в рамках научного проекта 
№ 19-07-00037.
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Алгебраическая модель распределенной продукционной системы с нечеткими правилами

AN ALGEBRAIC MODEL OF THE DISTRIBUTED 
PRODUCTION SYSTEM WITH FUZZY RULES

S. D. Makhortov, M. V. Leshchinskaya

Voronezh State University

Annotation. The algebraic theory of LP-structures is intended for modeling and optimization of 
production and similar systems in computer science. One of its areas of application is intelligent 
systems based on rules in production form of. In previous studies, the authors obtained results that 
substantiate and automate the solution of a number of problems for production systems: equivalent 
transformations, elimination of redundancy, verification, acceleration of backward inference.

In this paper, we introduce and study the LP structure, the semantics of which incorporates 
(covers) distributed fuzzy production systems. The terminology of FDLP structures (Fuzzy Dis-
tributed LP structures) with a fuzzy binary relation is introduced. A definition of the logical closure 
of a fuzzy binary relation is given, a theorem on its existence is presented. The theorem allows you 
to introduce the concept of equivalent FDLP structures, respectively, in applications – equivalent 
knowledge bases. A theorem on equivalent transformations of an FDLP structure is formulated. Its 
applied value is the method and its justification for automated transformations of distributed fuzzy 
knowledge bases. A statement on the reduction of the FDLP structure to a canonical form is also 
presented. In applications this format corresponds to the set of Horn rules.

Within the framework of the constructed extended model, the possibilities of the theory of LP 
structures are available in the construction and study of distributed intelligent systems with fuzzy 
rules.
Keywords: intelligent system, fuzzy productions, LP structure, logical closure, equivalent trans-
formations, logical reduction, distributed system.
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