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Аннотация. Предложен вариант метода инструментальных переменных для параметри-
ческой идентификации уравнений математической физики, описывающих динамику про-
странственно-распределенных процессов, на основе экспериментальных многомерных 
временных рядов. Проведенный вычислительный эксперимент показывает значительное 
улучшение качества оценок параметров уравнения по сравнению с методом наименьших 
квадратов.
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Annotation. A variant of the method of instrumental variables for the parametric identification 
of equations of mathematical physics describing the dynamics of spatially-distributed processes 
on the basis of experimental multidimensional time series is proposed. The computational ex-
periment performed shows a significant improvement in the quality of estimates of the parame-
ters of the equation in comparison with the ordinary least squares method.
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ВВЕДЕНИЕ

Хорошо известна проблема параметриче-
ской идентификации моделей динамических 
систем. Исследованию этой проблемы посвя-
щено много работ (см., например., [1–10]). 
При этом использование известных подходов 
ограничено рядом условий: часть подходов 
основана на обработке статистики, получен-
ной в результате активного эксперимента, 
который невозможно провести для некото-
рых объектов исследования. Многие работы 
ограничены рамками моделей, описываемых 
обыкновенными дифференциальными урав-
нениями.

Продолжая исследования, начатые в [11–
13], будем рассматривать широкий класс про-
странственно-распределенных динамических 
систем, для которых характерны диффузи-
онные процессы, процессы адвекции или 
их сочетание. Соответствующее дифферен

циальное уравнение в частных производных 
с начальным и граничными условиями имеет 
следующий общий вид:
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т. е. многомерный временной ряд. Рассмотре-
ние одномерной сетки ничем не ограничива-
ет дальнейшие исследования, зато позволяет 
избежать громоздких построений, характер-
ных для плоских и объемных пространств.

Задача заключается в верификации про-
цессов конвективной диффузии на основе 
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анализа многомерных временных рядов и раз-
работке алгоритмов параметрической иден-
тификации механистической модели с посто-
янными коэффициентами по наблюдаемым 
значениям .k

ix

МЕТОДЫ И МАТЕРИАЛЫ

Для решения задачи составим явную че-
тырехточечную разностную схему для урав-
нения (1):
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Уравнения (2) можно записать в виде
1
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где 1,a 2 ,a 3a  – оцениваемые регрессионные 
параметры, связанные с параметрами 1b  и 2b  
следующими соотношениями:
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Запишем уравнения (3) при 1, , 1k n= −  
в матричной форме
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Обозначим ,= +x y ε  ,= +X Y E  где ε и E – 
соответственно вектор-столбец и матрица 
ошибок измерений:
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В новых обозначениях уравнение (5) при-
мет вид

( ).= + −x Xa Eaε                       (6)
Уравнение (6) позволяет найти обычную 

МНК-оценку â  вектора параметров :a

1 1ˆ ( ) ( ) ( ).T T T T− −= = + −a X X X x a X X X Eaε   (7)
Найдем математическое ожидание левой 

и правой частей выражения (7):
1ˆ( ) [( ) ( )].T TM M −= + −a a X X X Eaε       (8)

Как видно из полученного равенства (8), 
математическое ожидание оценки â  отлича-
ется от истинного вектора a  на величину 

1[( ) ( )] 0,T TM − − ≠X X X Eaε  которая интерпре-
тируется как смещение компонент вектора 
оценки.

Наличие смещения может существенно 
повлиять на оценку параметров 1b  и 2b , опре-
деляемых на основе системы уравнений (4). 
Эту проблему можно уменьшить за счет ис-
пользования инструментальных переменных 
[14, 15].

Метод инструментальных переменных 
предполагает наличие набора переменных ,Z  
называемых инструментами. Инструменты 
должны быть некоррелированны с ошибкой 

− Eaε  и, напротив, как можно сильнее корре-
лированны с регрессорами .X  Количество 
инструментов должно быть не меньше коли-
чества регрессоров.

Как только инструменты выбраны, можно 
применить двухшаговый МНК для оценива-
ния вектора .a  На первом шаге находятся 
обычные МНК-оценки 1ˆ ( )T T−=B Z Z Z X  ма-
трицы параметров B  уравнения регрессии 

.= +X ZB V  В результате получаем следую-
щие оценки исходных переменных :X

1ˆ ˆ ( ) ,T T−= = = ZX ZB Z Z Z Z X P X           (9)

где 1( ) .T T−=ZP Z Z Z Z
На втором шаге также обычным МНК 

оценивается исходная модель (6) с заменой 
регрессоров X  на их оценки (9), полученные 
на первом шаге:
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Учитывая, что ,T =Z ZP P  ,T =Z Z ZP P P  оконча-
тельно получаем формулу оценок метода ин-
струментальных переменных:
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В нашем случае в качестве инструментов 
предлагается выбрать набор из пяти лагиро-
ванных переменных: 
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Выбранные таким образом инструменты 
будут с одной стороны некоррелированы с 
ошибкой ,− Eaε  поскольку погрешности из-
мерений k

iε  в разные моменты времени неза-
висимы, а с другой – линейно выражать ре-
грессоры .X

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Для проведения исследований удобно 
воспользоваться данными модельного экспе-
римента. Для этого необходимо найти реше-
ние исходного дифференциального уравне-
ния (1) с заданными значениями параметров 
v  и D, которые легко пересчитываются в па-
раметры 1b  и 2b  разностной схемы. Затем вы-
полнить регулярную дискретизацию полу-
ченного решения и добавить погрешность ε  
в виде «белого шума» с различной интенсив-
ностью. Полученные статистические данные 
будут использованы для получения оценок 1̂b  
и 2̂b  параметров разностной схемы. Таким 
образом, модельный эксперимент позволяет 
провести наглядное сравнение исходных зна-
чений параметров и их оценок при различ-
ных методах получения оценок и различных 
интенсивностях помехи.

Рассмотрим задачу (1) на отрезке [1; 3] с 
такими функциями ,φ  1f  и 2f  что ее решение 
имеет вид:
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Пусть значения параметров v  и D  равны 
соответственно 2 и 3; шаг по пространствен-
ной координате 0,1;l∆ =  шаг по времени 

2 / (4 ),t l D∆ = ∆  что соответствует условиям 
Куранта для обеспечения устойчивости ап-
проксимирующей разностной схемы; 1001.n =

Далее к значениям k
iy  решения (11) в уз-

лах пространственно-временной сетки доба-
вим смоделированную с помощью генератора 
случайных чисел погрешность в виде «белого 
шума» со стандартным отклонением σ  и по 
полученным значениям k

ix  найдем сначала 
МНК-оценки â  параметров уравнения (6), 
оценки этих параметров с помощью метода 
инструментальных переменных и оценки 1̂b  и 

2̂b  с помощью системы (4) и предложенной 
методики. Очевидно, что результаты параме-
трической идентификации могут существен-
но зависеть от интенсивности «белого шума», 
задаваемой стандартным отклонением слу-
чайной погрешности наблюдений .σ  Для 
проведения эксперимента были выбраны три 
уровня погрешности: 0,001;σ =  0,005;σ =  

0,01.σ =  Результаты идентификации пред-
ставлены в табл. 1.

Данные табл. 1 показывают, что при всех 
трех уровнях погрешности средняя абсолют-
ная ошибка в процентах метода инструмен-
тальных переменных значительно меньше, 
чем ошибка МНК, хотя и является достаточ-
но большой.

Таблица 1
Средняя абсолютная ошибка в процентах (MAPE)

σ
0,001 0,005 0,01

МНК
v 7,934 97,825 150,964
D 1,018 16,222 26,048

Метод
инструментальных 
переменных

v 4,864 25,468 56,656
D 0,536 2,697 6,286



22 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2018, № 4

А. В. Копытин, Е. А. Копытина

Модельный эксперимент по каждому ме-
тоду получения оценок и при каждом уровне 
интенсивности помехи повторялся 500 раз, 
что позволило получить среднеарифметиче-
ские значения оценок параметров v  и .D  
Средние значения оценок можно рассматри-
вать как хорошее приближение к их матема-
тическому ожиданию. В этом случае разницу 
между средним значением оценки и ее истин-
ным значением можно принять за величину 
смещения. Результаты сравнения средних 
значений исследуемых оценок при различных 
интенсивностях помех получаются на осно-
вании данных табл. 2.

Сравнение средних значений с истин-
ными значениями параметров показывает, 
что величина смещения оценок МНК суще-
ственна даже при небольших погрешностях и 
возрастает с ростом погрешности. При этом 
смещение оценок метода инструментальных 
переменных на порядки меньше и остается 
приемлемым даже при самом высоком уровне 
погрешности, что подтверждает целесообраз-
ность применения данного метода. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результаты проведенных экспериментов 
показывают, что использование для оценки 
параметров дифференциального уравнения 
(1) метода наименьших квадратов может 
привести к существенным искажениям ис-
тинных значений параметров в условиях вы-
сокого уровня погрешностей наблюдений за 

многомерными временными рядами в узлах 
разностной схемы.

Предложенный вариант метода инстру-
ментальных переменных, как показывают 
результаты табл. 1 и 2, существенно улучшает 
качество оценки.
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