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Аннотация. Построено приближение произвольного порядка асимптотического реше-
ния одного класса сингулярно возмущенных линейно-квадратичных задач оптимального 
управления. Переменные состояния содержат две группы быстрых переменных. В уравне-
ниях для них перед производной стоят малый параметр и его квадрат. Используется метод 
прямой схемы, состоящий в подстановке постулируемого асимптотического разложения 
решения в условие задачи и построении серии более простых, чем исходная, задач для на-
хождения членов асимптотики. Искомое асимптотическое решение содержит пограничные 
функции четырех типов. Метод прямой схемы позволяет установить невозрастание значе-
ний минимизируемого функционала при использовании следующего приближения опти-
мального управления. Этот факт иллюстрируется в статье примером.
Ключевые слова: линейно-квадратичная задача управления, сингулярные возмущения, 
асимптотическое разложение, пограничные функции.
Annotation. The paper deals with constructing any order asymptotic solution of a class of singu-
larly perturbed linear-quadratic optimal control problems. State variables contain two groups of 
fast variables. Equations for them have a small parameter or its square before the derivative. The 
direct scheme method has been used. This method consists of immediate substituting of a postu-
lated asymptotic expansion of a solution into the problem condition and constructing a series of 
problems, which are simpler than the original one, for finding asymptotics terms. The sought for 
asymptotic solution contains boundary functions of four types. The direct scheme method allows 
us to establish the non-increasing of values of the minimized functional if we use a next asymp-
totic approximation to an optimal control. This fact is illustrated in the paper by an example.
Keywords: linear-quadratic control problem, singular perturbations, asymptotic expansion, 
boundary functions.
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ВВЕДЕНИЕ

Линейно-квадратичные задачи являются 
как самостоятельным предметом изучения, 
так и хорошим инструментом при исследова-
нии задач более сложной структуры. Задачам 
управления с быстрыми и медленными пере-
менными посвящено большое число работ 
(см., например, обзоры [1], [2]). В основном 
изучаются системы с двухтемповыми пере-

менными. Однако на практике часто возни-
кают системы с разнотемповыми быстрыми 
переменными. Краткий обзор публикаций, 
посвященных приложениям таких систем, 
приведен в [3]. При исследовании сингулярно 
возмущенных задач с разнотемповыми бы-
стрыми переменными применяются как чис-
ленные (см., например, [4]), так и асимптоти-
ческие методы. Наиболее популярным среди 
асимптотических методов является метод по-
граничных функций [5]. Также применяется 
метод интегральных многообразий [6]. Ис-
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пользованию асимптотических методов для 
изучения сингулярно возмущенных дискрет-
ных задач посвящен обзор [7]. Предельный 
переход решения задачи Коши для системы 
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний с малыми параметрами при производных 
при стремлении этих параметров к нулю к 
решению вырожденной задачи изучался в 
[8–10]. Асимптотический анализ сингулярно 
возмущенных задач управления с нескольки-
ми малыми параметрами обсуждался в ста-
тьях [11, 12], в которых отсутствуют ссылки 
на работы русскоязычных авторов в этом на-
правлении. 

При асимптотическом решении задач оп-
тимального управления с параметрами воз-
можны два подхода. Классический подход 
состоит в построении асимптотики задачи, 
получающейся из условий оптимальности 
управления. Другой способ – метод прямой 
схемы, в рамках которого в условие исходной 
задачи подставляется постулируемое асим-
птотическое разложение (в нашей статье это 
будет разложение погранслойного типа), а 
далее строится серия задач для  нахождения  
членов  асимптотики. Применение метода 
для асимптотического решения сингулярно 
возмущенных двухтемповых задач изложено 
в [13].

В настоящей статье при помощи метода 
прямой схемы будут найдены задачи меньшей 
размерности, чем исходная, решения кото-
рых являются членами асимптотического ре-
шения произвольного порядка линейно-ква-
дратичной задачи оптимального управления 
с трехтемповыми переменными состояния. 
Асимптотика нулевого порядка для решения 
рассматриваемой задачи при помощи метода 
прямой схемы была построена ранее в [14]. 

Отметим, что к задачам с разнотемповыми 
быстрыми переменными путем замены пере-
менных приводятся линейно-квадратичные 
задачи с дешевыми управлениями различных 
порядков малости (см., например, [15]). При 
этом в отличие от рассматриваемой в этой 
статье задачи получается сингулярно возму-
щенное уравнение состояния в критическом 
в смысле теории сингулярных возмущений 
случае. 

Метод прямой схемы позволяет устано-
вить невозрастание значений минимизиру-
емого функционала при использовании сле-
дующего приближения оптимального управ-
ления. Этот факт иллюстрируется в статье 
примером.

Далее 0ε ≥  – малый параметр, штрих оз-
начает транспонирование, ,  – скалярное 
произведение в соответствующих простран-
ствах, kI  – единичная матрица порядка .k

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим следующую задачу
( ): P J uε =                             (1)

( ) ( ) ( )
0

1 ( , , , ,
2

T

w t W t w tε ε ε= +∫
( ) ( ) ( ), , , , ) min, u t R t u t dtε ε ε+ →

( ) ( ) ( ) ( ),
, ,

dw t
A t w t

dt
ε

ε ε ε= +          (2)

( ) ( ), , ,B t u tε ε+

( ) 00, .w wε =                          (3)
Здесь [ ]0, ,t T∈  0T >  – фиксировано, 
( ) ( ) ( ) ( )( ), , ', , ', , ' ',  w t x t y t z tε ε ε ε=

( ) ( ) ( )( )0 0 0 0', ', ' ',w x y z=  ( ) 1 ,, nx t Rε ∈  
( ) 2 ,, ny t Rε ∈  ( ) 3 ,, nz t Rε ∈  ( ), ,mu t Rε ∈  
( ) ( )1 2 3

2,  , ,n n ndiag I I Iε ε ε=    матрицы ( ), ,W t ε  
( ), ,R t ε  ( ), ,A t ε  ( ),B t ε  являются  достаточно 

гладкими по своим аргументам, ( ), ,W t ε  
( ),R t ε  симметричны, ( ),0 ,W t  ( ),0R t  поло-

жительно определены  при [ ]0, .t T∈
Запишем матрицу ( ),A A t ε=  в блочной 

форме
 

11 12 13

12 22 23

13 23 33

.
A A A

A A A A
A A A

 
 =  
 
 

 

Предположим, что выполнено условие 
устойчивости: действительные части собствен-
ных значений матриц  33A  и ( )1

22 23 33 32A A A A−−  
отрицательны.
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2. ДЕКОМПОЗИЦИЯ УСЛОВИЯ ЗАДАЧИ

Будем искать решение исходной задачи Pε  
в виде разложения

( ) ( ), ,v t v tε ε= +                     (4)

( ) ( )( )
1

0

, , ,i i i i
i

v Q vτ ε σ ε
=

+ Π +∑
где ( ) ( ) ( )( ), , ', , ' ',v t w t u tε ε ε=

( ) ( )
0

, ,j
j

j

v t v tε ε
≥

=∑  ( ) ( )
0

, ,j
i i ij i

j

v vτ ε ε τ
≥

Π = Π∑  

( ) ( )
0

, ,j
i i ij i

j

Q v Q vσ ε ε σ
≥

=∑  1/ ,i
i tτ ε +=  

( ) 1/ ,i
i t Tσ ε += −  0,1,i =  ( )jv t  – регулярные 

функции, ( )ij iv τΠ  – пограничные функции 
экспоненциального типа в окрестности 0,t =  

( )ij iQ v σ  – пограничные функции экспонен-
циального типа в окрестности .t T=

Введем обозначения ( )11 ,0,0 ,nE diag I=  
( )22 0, ,0 ,nE diag I=  ( )33 0,0, ,nE diag I=

( ) ( )
( ) ( )

( , , ) 1/ 2( ( , ), ( , ) ( , )

( , ), ( , ) ( , ) ),

( , , ) , ,

, , .

F v t w t W t w t

u t R t u t

v t A t w t

B t u t

ε ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε

ε ε

= +

+

Φ = +

+
Разложение  произвольной функции 

( )ω ω ε=  в ряд по целым неотрицательным 
степеням ε  будем представлять в  виде 
( ) { } [ ] ( )1

1
0

,j n n
j n n

j

ω ε ε ω ω ε ω α ε +
−

≥

= = + +∑  где 

{ }
1

1
0

,
n

j
jn

j

ω ε ω
−

−
=

=∑  [ ] ,nn
ω ω=  а ( )1nα ε +  – сумма 

членов разложения порядка 1nε +  и выше.
Подставим разложение (4) в уравнение со-

стояния (2). Приравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях ε , отдельно завися-
щие от , t  , iτ  ,iσ   0,1,i =  получаем уравнения

( ) ( )1
1 2

j jdw t dw t
E E

dt dt
−+ +

( ) ( ) ( )2
3 0

j
j

dw t
E A t w t

dt
−+ = +             (5)

( ) ( ) 

( ) ( )10 [ , ] ,jj jB t u t t ε−+ + Φ  

( )0 0
1 2

0

( ) jd w
E E

d
τ

τ
Π

+ +                 (6)

( ) ( )00 1
3

0

jd w
E

d
τ

τ
−Π

+ =

( ) ( )1 0 10 1 ,ˆ[ ] jjE τ ε −−= Π Φ +

( ) ( )2 3 0 0 0( )( 0 jE E A w τ+ + Π +

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 00 1
ˆ0 [ , ] ),j jjB u τ τ ε−+ Π + Π Φ

( )0 0
1 2

0

( ) jdQ w
E E

d
σ

σ
+ +                 (7)

( ) ( )00 1
3

0

jdQ w
E

d
σ

σ
−+ =

( ) ( )1 0 10 1 ,ˆ[ ] jjE Q σ ε −−= Φ +

( ) ( )2 3 0 0 0( )( jE E A T Q w σ+ + +

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 00 1[ ] ,ˆ , )j jjB T Q u Qσ σ ε−+ + Φ

( )
( ) ( )1 1

1 1 2 1 2
1

ˆ[ , ]j
jj

d w
E

d
τ

τ ε
τ −−

Π
= Π Φ +

( ) ( )2 1 11 1 ,ˆ[ ] jjE τ ε −−+ Π Φ +

( ) ( )3 0 1 1( 0 jE A w τ+ Π                   (8)

( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 11 1
ˆ0 [ , ] ),j jjB u τ τ ε−+ Π + Π Φ

( )
( ) ( )1 1

1 1 21 2
1

[ ˆ , ]j
jj

dQ w
E Q

d
σ

σ ε
σ −−= Φ +

( ) ( )2 1 11 1 ,ˆ[ ] jjE Q σ ε −−+ Φ +

( ) ( )3 0 1 1( jE A T Q w σ+                  (9)

( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 11 1[ ] .ˆ , )j jjB T Q u Qσ σ ε−+ + Φ

Здесь  ( ), ,j t εΦ  ( )ˆ , ,ij iτ εΠ Φ  ( ),ˆ
ij iQ σ εΦ  яв-

ляются значениями функции Φ  при 
 ( ), ,v v t ε=  ( ),ij iv v τ ε= Π  и 1 ,j

it ε τ+=  
( ),ij iv Q v σ ε=   и 1 ,j

it T ε σ+= +  0,1,i =  соот-
ветственно. Функции с отрицательными ин-
дексами считаются нулевыми.

В силу убывания пограничных функций 
на бесконечности из уравнений (6)–(9) при 

0,j =  (8), (9) при 1,j =  следуют равенства
00 0 10 1 11 1

00 0 10 1 11 1

10 1 10 1

( ) 0, ( ) ( ) 0,
( ) 0, ( ) ( ) 0,
( ) 0, ( ) 0.

x x x
Q x Q x Q x

y Q y

τ τ τ
σ σ σ
τ σ

Π = Π = Π =
= = =

Π = =
Принимая во внимание последние соот-

ношения, из (3) получаем начальные условия 
для членов разложения

( ) ( ) ( )0
0 1 010 , 0 0 0,x x x x= +Π =

( ) ( ) ( )0 10 0 0 0,  2,j j jx x x j+Π +Π = ≥   (10)

( ) ( ) 0
0 000 0 ,y y y+Π =
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( ) ( ) ( )0 10 0 0 0,  1,j j jy y y j+Π +Π = ≥   (11)

( ) ( ) ( )
0

0 1
, 0,

0 0 0
0, 1.j j j
z j

z z z
j

 =
+Π +Π = 

≥
 (12)

Подставляя разложение (4) в (1), предста-
вим подынтегральное выражение в виде сум-
мы слагаемых по степеням малого параметра, 
отдельно зависящих от , t  ,iτ  ,iσ  0,1,i =  при-
чем в интегральных выражениях от ,iτ  ,iσ  

0,1,i =  перейдем к интегрированию по беско-
нечным промежуткам [ )0, +∞  и ( ],  0−∞  соот-
ветственно. В результате критерий качества 
можно записать в виде

( )
0

.j
j

j

J u Jε
≥

=∑                     (13)

 В [15] методом прямой схемы получено 
приближение нулевого порядка рассматрива-
емой задачи (1)–(3). Далее будут приведены 
задачи оптимального управления для нахож-
дения членов асимптотики произвольного 
порядка. 

3. ПРИБЛИЖЕНИЯ ВЫСШИХ 
ПОРЯДКОВ

Введем обозначения
( ) ( ) ( ), , , , ,w t W t w tς ψ ε ε ε= −

( ) ( ) ( ), ' , ,  , , ,A t t w tε ψ ε ψ ε− =

( ) ( ) ( ) ( ), , , ' , . R t w t B t tε ε ε ψ ε= −

Задача jP  для определения регулярных 
функций ( ) ,jv t  [ ] 0, ,t T∈  ,0, 1j n= −  заклю-
чается в минимизации функционала

( )j jJ u =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 0 1 1 2, 0 0j j jw T E Q Qψ ψ− −= + +

( ) ( ) ( )  ( )10
0

( ,1/ 2 ,
T

jj j
j

w t W t w t tς ε−
 + + − ∫

( ) ( )2 1 3 2/ /j jE d t dt E d t dtψ ψ− −− − +

( ) ( ) ( )  ( )10,1/ 2 , )jj j j
u t R t u t t dtε−

 + +  

на траекториях системы (5) при условии 
(10). Символами  ( )1 , ,j tς ε−   ( )1 ,j t ε−  обозна-
чены значения функций ,ς     при  ( ), ,jv v t ε=  

 ( ), ,j tψ ψ ε=  ( )j tψ  – сопряженные перемен-
ные в задачах оптимального управления ,jP  

.0, 1j n= −

Задача 0 j PΠ  для нахождения погранич-
ных функций ( )0 0 ,jv τΠ  [ )0 0, ,τ ∈ +∞  ,0, 1j n= −  
заключается в минимизации функционала

( )0 0j jJ uΠ Π =

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0
0

( ,1/ 2 0j jw W wτ τ
+∞

= Π Π +∫

( ) ( )00 1
ˆ ,j j

ς τ ε−
 + Π − 

( ) ( )3 0 00 1 /jE d dψ τ τ−− Π +

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0,1/ 2 0j ju R uτ τ+ Π Π +

( ) ( )0 00 1 , )ˆ  j j
dτ ε τ−

 + Π 

на траекториях системы (6) при условиях 
( )1 0 0jE wΠ +∞ =  и (11), где символами 

( ) ( )00 1 ,ˆ ,j ς τ ε−Π  ( ) ( )00 1
ˆ ,j τ ε−Π   обозначены зна-

чения функций , ς    при ( ) ( )00 1 , ,jv v τ ε−= Π  
( ) ( ) ( )1 2 3 00 1 , ,jE E Eψ ε ψ τ ε−= + + Π  0 ,t ετ=  
( )0 0jψ τΠ  – сопряженные переменные в зада-

чах оптимального управления 0 ,j PΠ  .0, 1j n= −
Задача 0 jQ P  для нахождения пограничных 

функций ( )0 0 ,jQ v σ  ( ]0 ,0 ,σ ∈ −∞  ,0, 1j n= −  
состоит в минимизации функционала

( )0 0j jQ J Q u =

( ) ( ) ( ) ( )( )0 2 1 10 , 0j j jQ w E T Qψ ψ−= + +

( ) ( ) ( )
0

0 0 0 0 0( ,1/ 2j jQ w W T Q wσ σ
−∞

+ +∫

( ) ( )00 1
ˆ ,j j

Q ς σ ε−
 + − 

( ) ( )3 0 00 1 /jE dQ dψ σ σ−− +

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0,1/ 2j jQ u R T Q uσ σ+ +

( ) ( )0 00 1 , )ˆ  j j
Q dσ ε σ−
 +  

на траекториях системы (7) при условии 
( ) ( )1 2 0 0,jE E Q w+ −∞ =  где символами 

( ) ( )00 1 ,ˆ ,jQ ς σ ε−  ( ) ( )00 1
ˆ ,jQ σ ε−    обозначены зна-

чения функций , ς   при ( ) ( )00 1 , ,jv Q v σ ε−=   
( ) ( ) ( )1 2 3 00 1 , ,jE E E Qψ ε ψ σ ε−= + +   0 ,t T εσ= +  
( )0 0jQ ψ σ  – сопряженные переменные в ли-

нейно-квадратичных задачах оптимального 
управления 0 ,jQ P  .0, 1j n= −

Задача 1 j PΠ  для нахождения погранич-
ных функций ( )1 1 ,jv τΠ  [ )1 0, ,τ ∈ +∞  ,0, 1j n= −  
состоит в минимизации функционала
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( )1 1j jJ uΠ Π =

= ( ) ( ) ( )1 1 0 1 1
0

( ,1/ 2 0j jw W wτ τ
+∞

Π Π +∫

( ) ( )11 1
ˆ ,j j

ς τ ε−
 + Π + 

( ) ( ) ( )1 1 0 1 1,1/ 2 0j ju R uτ τ+ Π Π +

( ) ( )1 11 1 , )ˆ
j j

dτ ε τ−
 + Π 

на траекториях системы (8) при условиях 
( ) ( )1 2 1 0jE E w+ Π +∞ =  и (12), где символами  

( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1 1, , ˆ ,ˆ
j jς τ ε τ ε− −Π Π   обозначены со-

ответственно значения функции ,  ς   при 
( ) ( )11 1 , ,jv v τ ε−= Π  

( ) ( ) ( )2
1 2 3 11 1 , ,jE E Eψ ε ε ψ τ ε−= + + Π  2

1,t ε τ=  
( )1 1jψ τΠ  – сопряженные переменные в зада-

чах 1 ,j PΠ  .0, 1j n= −
Задача 1 jQ P  для нахождения погранич-

ных функций ( )1 1 ,jQ v σ  ( ]1 ,0 ,σ ∈ −∞  ,0, 1j n= −  
состоит в минимизации функционала

( )1 1j jQ J Q u =

( ) ( ) ( )( )1 3 10 , 0j j jQ w E T Qψ ψ= + +

( ) ( ) ( )
0

1 1 0 1 1( ,1/ 2j jQ w W T Q wσ σ
−∞

+ +∫

( ) ( )11 1
ˆ ,j j

Q ς σ ε−
 + + 

( ) ( ) ( )1 1 0 1 1,1/ 2j jQ u R T Q uσ σ+ +

( ) ( )1 11 1 , )ˆ
j j

Q dσ ε σ−
 +  

на траекториях системы (9) при условии 
( )1 0,jQ w −∞ =  где символами 

( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1 1, ,  ˆ ,  ˆ
j jQ Qς σ ε σ ε− −   обозначены зна-

чения функции ,  ς   при ( ) ( )11 1 , ,jv Q v σ ε−=   
( ) ( ) ( )2

1 2 3 11 1 , ,jE E E Qψ ε ε ψ σ ε−= + +   
2

1,t T ε σ= +  ( )1 1jQ ψ σ  – сопряженные пере-
менные в задачах 1 ,jQ P  .0, 1j n= −

Замечание. Из уравнений (6)–(9) следует, 
что ( )1 ,in iE w τΠ  ( )1 ,in iE Q w σ  0,1,i =  

( ) ( )1 11 1 ,nE w τ+Π  ( ) ( )1 11 1 ,nE Q w σ+  ( )2 1 1 ,nE w τΠ  
( )2 1 1nE Q w σ  являются известными функция-

ми после решения задач ,ij PΠ  ,ijQ P  0,1, i =  
.0, 1j n= −

Задача Pε  однозначно разрешима при 
0.ε >  Оптимальное управление ( ),u t ε  удов-

летворяет условию

( ) ( ) ( ) ( )1, , , ' , ,u t R t B t tε ε ε ξ ε−=       (14)
где сопряженная переменная 
( ) ( ) ( ) ( )( ), , ', , ', , ' 't t t tξ ε ζ ε η ε θ ε=  – решение 

задачи

( ) ( ) ( ) ( ),
, ,  

d t
W t w t

dt
ξ ε

ε ε ε= −      (15)

( ) ( ), ' , ,A t tε ξ ε−

( ), 0.Tξ ε =                         (16)
Представим ( ),tξ ε  в виде асимптотиче-

ской суммы
( ) ( ), ,t tξ ε ξ ε= +                    (17)

( ) ( )( )
1

0

, , ,i i i i
i

Qξ τ ε ξ σ ε
=

+ Π +∑
каждое слагаемое которой раскладывается по 
степеням малого параметра с пограничными 
функциями экспоненциального типа анало-
гично (4).

Дополнительно введем функции
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ' , ,f w t W t w t A t tξ ε ε ε ε ξ ε= −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ' , , , .g u t B t t R t u tξ ε ε ξ ε ε ε= −

Обозначения  ( ), ,jf t ε  ( ), ,ˆ
ij if τ εΠ  

( ), , ˆ
ij iQ f σ ε   ( ), ,jg t ε  ( ), ,ˆ

ij ig τ εΠ  ( )ˆ ,ij iQ g σ ε  
аналогичны соответствующим обозначениям 
для функций ,Φ   , .ς  .

Подставляя разложения (4), (17) в (14)-
(16), приравнивая коэффициенты при одина-
ковых степенях малого параметра, отдельно 
зависящие от , , ,i it τ σ  0,1,i =  получаем соот-
ношения

( ) ( )  ( )0 0 1' , 0,j j j
j

B t R t u g tξ ε−
 − + =     (18)

1 2
1 2 3

j j jd d d
E E E

dt dt dt
ξ ξ ξ− −+ + =           (19)

( ) ( )  ( )0 0 1' [ , ] ,j j jjW t w A t f tξ ε−= − +

( ) ( )0 00 ' 0ij ijB R uξΠ − Π +        (20)

( ) ( )1 ,ˆ 0,ii j j
g τ ε−

 + Π = 

( ) ( )1 2
1 2 3

i j i jij

i i i

d dd
E E E

d d d
ξ ξξ

τ τ τ
− −Π ΠΠ

+ + =  (21)

( ) ( ) ( ) ( )0 01 10 0 'i j i i j iW w A ξ− − − −= Π − Π +

( ) ( ) 12 ]ˆ[ , ,i j ii j i f τ ε − −− −+ Π
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( ) ( )0 0' ij ijB T Q R T Q uξ − +           (22)

( ) ( )1 , 0ˆ ,ii j j
Q g σ ε−
 + =   

( ) ( )1 2
1 2 3

i j i jij

i i i

dQ dQdQ
E E E

d d d
ξ ξξ

σ σ σ
− −+ + =   (23)

( ) ( ) ( ) ( )0 01 1'i j i i j iW T Q w A T Q ξ− − − −= − +

( ) ( ) 12[ , ] ,ˆ
i j ii j iQ f σ ε − −− −+

( ) ( ) ( )0 10 0 0.j j jT Q Qξ ξ ξ+ + =        (24)
 Сформулируем теоремы о связи между 

условиями оптимальности управления для 
задач jP  , ij PΠ  ,ijQ P  0,1,i =  и соотношения-
ми для членов асимптотики (4), (17).

Теорема 1. Краевые задачи, полученные из 
условий оптимальности управления для за-
дач ,jP  , ij PΠ  ,ijQ P   0,1,i =  совпадают соот-
ветственно с задачами для

( ( ), ( )),j jv t tξ

0 0 1 0( 1) 0

2 3 0 0

( ( ), ( )

( ) ( )),
j j

j

v E
E E
τ ξ τ

ξ τ
+Π Π +

+ + Π

0 0 1 0( 1) 0

2 3 0 0

( ( ), ( )

( ) ( )),
j j

j

Q v E Q
E E Q
σ ξ σ

ξ σ
+ +

+ +

1 1 1 1( 2) 1

2 1( 1) 1 3 1 1

( ( ), ( )

( ) ( )),
j j

j j

v E
E E

τ ξ τ

ξ τ ξ τ
+

+

Π Π +

+ Π + Π

1 1 1 1( 2) 1

2 1( 1) 1 3 1 1

( ( ), ( )

( ) ( ))
j j

j j

Q v E Q
E Q E Q

σ ξ σ

ξ σ ξ σ
+

+

+

+ +
из асимптотики (4), (17) решения задачи (2), 
(3), (14)–(16), вытекающей из условия опти-
мальности управления для задач .Pε

Доказательство. Справедливость теоре-
мы при 0j =  доказана в [14]. Предположим, 
что теорема верна при 0, 1,j k= −  1  .k n≤ <

Задача kP  однозначно разрешима и ее ре-
шение определяется равенствами (5), (10) при 

0, ,j k=  и соотношениями, вытекающими из 
условия оптимальности управления, т. е.

10, 'k k k

k k

H d HE
u dt w

ψ  ∂ ∂
= = − ∂ ∂ 

           (25)

где 	
( ), ,k k kH v tψ =

( ) ( )0 0, k k kA t w B t uψ= + +
 ( )1[ , ]k kt ε−+ Φ −

2 1 3 2/ /k kE dw dt E dw dt− −− − −

( )  ( )10,1/ 2 ,kk k
k

w W t w tς ε−
 − + − 

2 1 3 2/ /k kE d dt E d dtψ ψ− −− − −

( )  ( )10,1/ 2 , .kk k k
u R t u t ε−

 − +  

Соотношения (25) совпадают с (18), (19) 
при j k=  с учетом ( ) ( ) ,j jt tξ ψ=  0, .j k=  
Принимая во внимание равенства 

( ) ( ) ( )1 0 1 0 10 0 ,k kE Q E Qξ ψ−=  
( ) ( ) ( )1 1 1 1 20 0 ,k kE Q E Qξ ψ−=  ( ) ( ) ,k kt tξ ψ=  по-

лучаем совпадение условия 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 0 1 1 20 0k k kE T E Q Qψ ψ ψ− −= − +  для 

сопряженной переменной с равенством из 
(24) при j k=  после применения к нему 1.E

Предположим, что при j k<  справедливы 
соотношения

( ) ( ) ( ) ( )j 1 00 1, j jt t Eξ ψ ξ τ+= Π +          (26)

( ) ( ) ( )2 3 0 0 0 0 ,j jE E ξ τ ψ τ+ + Π =Π

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 11 2 1 1j jE Eξ τ ξ τ+ +Π + Π +

( ) ( )3 1 1 1 1 ,j jE ξ τ ψ τΠ = Π

( ) ( )1 0 20 1 (jE Q Eξ σ+ + +

( ) ( )3 0 0 0 0)  ,j jE Q Qξ σ ψ σ+ =

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 11 2 1 1j jE Q E Qξ σ ξ σ+ ++ +

( ) ( )3 1 1 1 1 .j jE Q Qξ σ ψ σ+ =
Принимая во внимание равенства 

( ) ( )1 0 1 11 1 0, i iE Eξ τ ξ τΠ = Π =  
( ) ( )1 0 1 11 1 0,i iE Q E Qξ σ ξ σ= =  ( )2 10 1 0,E ξ τΠ =  
( )2 10 1 0,E Q ξ σ =  которые следуют из (21), (23) 

при 0,1,i =  0j =  и  1,i =  1j =  в силу свой-
ства пограничных функций на бесконечно-
сти, учитывая однозначную разрешимость 
задач , ik PΠ  ,ikQ P  0,1,i =  а также (26), получаем 
совпадение условий  оптимальности управле-
ния задач ,ik PΠ   ,ikQ P  0,1,i =  с соотношени-
ями (20)–(23) аналогично задаче .kP  Допол-
нительные пояснения требуются только для 
краевых условий задач ,ikQ P  0,1,i =  которые 
имеют вид

( ) ( ) ( )1 2 0 20 (k kE E Q E tψ ψ+ = − +       (27)

( ) ( )1 1 0 ),kQ ψ−+

( ) ( ) ( )( )1 3 00 0 .k k kQ E t Qψ ψ ψ= − +      (28)
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Легко заметить, что при выполнении усло-
вий (26), равенстве ( ) ( ) ,  k kT Tξ ψ=  краевое 
условие (27) совпадает с (24) при j k=  после 
применения к нему 2E , а (28) совпадает с (24) 
с j k=  после применения к нему 3.E

Теорема доказана. 
Теорема 2. Сумма критериев качества 

( ) ( )1 1 1 1j j jJ J Q J− −+Π +  в задачах ,jP  ( )1 1 ,j P−Π  

( )1 1jQ P−  получается в результате преобразо-
вания коэффициента 2 jJ  из разложения (13), 
а сумма критериев качества 0 0j jJ Q JΠ +  в 
задачах 0 ,j PΠ  0 jQ P  получается в результа-
те преобразования коэффициента 2 1jJ +  из 
разложения (13).

Доказательство. Преобразование коэф-
фициентов ,jJ   2,0,j =  приведено в [14]. 
Предположим, что найдено решение задач 

,jP  0 , j PΠ  0 ,jQ P  ( )1 1 , j P−Π  ( )1 1 , jQ P−   0, 1.j n= −
Докажем теорему для коэффициента 2nJ . 

Представим его в виде суммы пяти слагаемых 
и преобразуем каждое из них при помощи ус-
ловий оптимальности управления уже по-
строенных задач оптимального управления и 
формулы интегрирования по частям.

( ) ( ) ( )2 0 00 2 1
0 0

T

n nF t dt F dτ τ
+∞

−+ Π +∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 1 10 2 1 1 2 2
0

n nQ F d F dσ σ τ τ
+∞

− −
−∞

+ + Π +∫ ∫

( ) ( )
0

1 11 2 2 .nQ F dσ σ−
−∞

+ ∫
Введем обозначение

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,  , , ', , ' :j t t v t tω ε ω ε ε ξ ε∆ = '

( ) ( )  ( )1, , ,jj t t tω ε ω ε ω ε−−∆ = −

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1 1
0

, ,i ii j i j
i

Qω τ ε ω σ ε− −
=

− Π + =∑ 


( ),j tω ε= ∆ +

( ) ( )( )
1

0

, , ,j i j i
i

Qω τ ε ω σ ε
=

∆∆+ Π +∑ i i

где
( ) ( )

 ( ) ( ) ( )1
1

, ,

, ,
j

j j
j j

t t

t t

ω ε ω ε

ω ε ε ω α ε +
−

−

− = +

∆ =

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1
1

 , ,

,  ,
j i i

j j
i ii j

ω τ ε ω τ ε

ω τ ε ε ω τ α ε +
−

∆ Π = Π −

−Π = Π +

i i

ij

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

 , , ,

, 0,1.

j i i ii j

j j
i

Q Q Q

Q i

ω σ ε ω σ ε ω σ ε

ε ω σ α ε

−

+

∆ = − =

= + =



i i

ij

После решения задач ,jP   0, 1,j n= −  неиз-
вестным в ( )2nF t  является выражение

( ) ( )  ( )10,1/ 2 , ,nn n n
w W t w W t w tε ε− + + 

( ) ( )  ( )10,1/ 2 , ,nn n n
u R t u R t u tε ε− + + + 

( ) ( )  ( ){ }11 1 2
, , , ,nn n n

w t W t w tε ε ε−+ −

 + ∆ +  

( ) ( )  ( ){ }11 1 2  
, , . , ,nn n n

u t R t u tε ε ε−+ −

 +   
∆

Подставляя ( ),j tω ε∆  в (2), приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях ,ε  
зависящие от ,t  получаем уравнение

( ) ( )  ( )1,  ,jjd w t d w t
dt dt

ε ε
ε

− ∆
+ =  

 
     (29)

( ) ( ), ,  jA t w tε ε= ∆ +

( ) ( )  ( )1, ,  , .jj
j

B t u t tε ε ε− + ∆ + Φ 
В силу теоремы 1 из (18), (19), следуют ра-

венства
( )  ( ){ } ( )  ( ){ }, , , ' , , j jj j

R t u t B t tε ε ε ψ ε=   (30)

( )  ( ){ }, ,j
j

W t w tε ε =                  (31)

( )
 ( ) ( )  ( ){ },

, ' , .j
j j

j

d t
A t t

dt
ψ ε

ε ε ψ ε
  = + 
  


Преобразуем интеграл

( )  ( ){ }11 1 20

( , , ,
T

nn n n
w W t w tε ε−+ −

 
  
∆ +∫

( )  ( ){ }11 1 2
, , , )nn n n

u R t u t dtε ε−+ −

 + ∆  
из ( )2

0

 ,  
T

nF t dt∫  используя (30), (31) при 1.j n= −  

( )


1
1

0 1 2

( ,
T

n
n

n n

dw
dt
ψε −

+

−

  
+  

   
∆∫ 

 ( )1 1[ , ,n nA t wψ ε− ++ ∆ +

( ) 1 2, ] )n nB t u dtε ++ ∆ =

( )


1
1

0 1 2

( ,
T

n
n

n n

dw
dt
ψε −

+

−

  
= ∆ +  

   
∫ 
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 ( ) 1
1[ , n

n
d w

dt
ψ ε +

−

∆
+ −

( )  ( )   ( ), , ,n nA t w B t u f tε ε ε− − − +

( )
 1

2] ) .j
n

d w dt
dt

ε −+

Интегрируя по частям последнее выраже-
ние с учетом равенства 1 ,n

n n nw w wε+ = −∆ ∆  
отбрасывая известные слагаемые, в результа-
те имеем

( ) 

11 2 3 0
2 1

1/ ,  |Tnn
n

E E E wε ε ψ −
−

 + + ∆ −  

( )  1
0

( , , '
T

nn n
w A t ε ψ −

 − + ∫

2 1 3 2/ /n nE d dt E d dtψ ψ− −+ + +

( )  1, , ' ) .nn n
u B t dtε ψ −

 +  
Подставляя последнее выражение в 
( )2

0

,
T

nF t dt∫  получаем 

( ) 11 2 3 0
2 1

, 1/  |Tnn
n

w E E Eε ε ψ −
−

 
  
∆ + + +

( ) ( ) ( )1 0 1, ( 0n n nJ w T E Q ψ−+ − +

( ) ( )1 2 0 ) .nQ ψ−+

После решения задач , jP  0 ,j PΠ  0, 1,j n= −  
неизвестным в ( ) ( )00 2 1n F τ−Π  является

( )  ( ){ }10 0 0 2 11
[ , , , ]nn nn

w W wετ ε ετ ε− −−
∆ Π +

( )  ( ){ }10 0 0 1 2 1
, , ,nn n n

u R uετ ε ετ ε−
− −

 +  ∆ Π +

( ) ( ) ( ){ }0 0 0 1 1 2 1
, , ,n n n n

w W wετ ε ετ ε − − −

 + Π +  
∆ 

( ) ( ){ }0 0 0 1 1 2 1
, , nn n n

w W wετ ε − − −

 + Π Π +  
∆ 

( ) ( ) ( ){ }0 0 0 1 1 2 1
, , ,n n n n

u R uετ ε ετ ε − − −

 + Π +  
∆ 

( ) ( ){ }0 0 0 1 1 2 1
, , .n n n n

u R uετ ε − − −

 + Π  
∆ Π 

Преобразуем интеграл по промежутку 
[ )0,+∞  от последнего выражения. Покажем, 
что он имеет вид

( )0 1[ 0, , (1/n w Eε ε− ∆ Π +

 ( )1 2 3 2 1) 0 ) ]n nE Eε ψ − −+ + −

( ) 1[ 0, , (nw Eε− ∆ +

( ) ( )2 3 2 10 1) 0, ] nnE Eε ψ ε −−+ + Π −

( )0 1 2[ 0, , (n w E Eε− ∆ Π + +

( ) ( )3 2 10 1) 0, ] .nnEε ψ ε −−+ Π

Подставляя ( )0 0 ,j ω τ ε∆ Π  в (2), приравни-
вая коэффициенты при одинаковых степенях 
ε, зависящие от 0 ,τ  получаем уравнение 

0
1 2 3

0

1 ( jd w
E E E

d
ε

ε τ
∆ Π + + + 

 
          (32)

( ) ( )0 1
0 0

0

 
) ,j

j

d w
A w

d
ετ ε

τ
−Π

+ = ∆ Π +


 

( ) ( ) ( )0 0 00 1, ,ˆ .j j j
B uετ ε τ ε−

 + ∆ Π + Π Φ   

В силу теоремы 1 из (20), (21) при 0i =  по-
лучаем соотношения

( ) ( ){ }0 0 0, ,j j
R uετ ε τ εΠ =              (33)

( ) ( ) ( ){ }0 1 2 3 0 0, ' , ,j j
B E E Eετ ε ε ψ τ ε= + + Π

( ) ( ){ }0 0 0, ,j j
W wετ ε τ εΠ =            (34)

( ) ( )0 0
1 2 3

0

 ,j

j

d
E E E

d
ψ τ ε

ε
τ

 Π = + + + 
  



( ) ( ) ( ){ }0 1 2 3 0 0, ' , .j j
A E E Eετ ε ε ψ τ ε+ + + Π

Сначала преобразуем интеграл по проме-
жутку [ )0,+∞  от первых двух слагаемых в 

( ) ( )00 2 1n F τ−Π  с учетом условий оптимально-
сти управления (30), (31) при 1,j n= −  урав-
нения (32) при j n= , формулы интегрирова-
ния по частям. Интеграл по промежутку 
[ )0,+∞  от остальных слагаемых в ( ) ( )00 2 1 Fn τ−Π  
будем преобразовывать, используя (33), (34) 
при 1,j n= −  уравнения (29) и (31) при j n=  
и формулу интегрирования по частям. От-
бросим известные слагаемые с учетом заме-
чания. В итоге получаем вышеуказанное 

представление для ( ) ( )0 00 2 1
0

.n F dτ τ
+∞

−Π∫
Преобразуя аналогичным образом 

( ) ( )
0

0 00 2 1 ,nQ F dσ σ−
−∞
∫  получаем

 ( )1 1 2[  , , (1/n T E Eψ ε ε− + +

( ) ( )3 0 2 1) 0, ] [ ,n n nE Q w w Tε ε ε−+ ∆ + ∆ +

( )0 10, , (nQ w Eε+∆ +
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( ) ( )2 3 2 10 1) 0, ] .nnE E Qε ψ ε −−+ + 

После решения задач ,jP  0 ,j PΠ  0 , jQ P  
( )1 1 ,j P−Π  ( )1 1 ,jQ P−   0, 1,j n= −  неизвестным в 
( ) ( )11 2 2n F τ−Π  является 

( )  ( ){ 2 2
11 1 1 1[ , , ( ,nn w W wε τ ε ε τ ε−−∆ Π +

( ) ( ) }1 2 20 1 1
, ) ] nn n

w ετ ε −− −
+Π +

( )  ( ){ 2 2
11 1 1 1[ , , ( ,nn u R uε τ ε ε τ ε−−+ ∆ Π +

( ) ( ) }1 2 20 1 1
, ) ] nn n

u ετ ε −− −
+Π +

( ) ( )2
1 0 1[ , ,n nw wε τ ε ετ ε+ ∆ + ∆ Π +

( ) ( ) ( ){ }2
1 1 1 2 21 2 2

, , , ]n nn n
w W wε τ ε τ ε −− −

+∆ Π Π +

( ) ( )2
1 0 1[ , ,n nu uε τ ε ετ ε+ ∆ + ∆ Π +

( ) ( ) ( ){ }2
1 1 1 2 21 2 2

, , , ]n nn n
u R uε τ ε τ ε −− −

+∆ Π Π +

( ) ( ) ( )01 1 1 1,1 / 2 0n nw W w− −+ Π Π +

( ) ( )
2

1 1 2 1
, n n

W wε τ ε − −
 + Π + 



( ) ( ) ( )01 1 1 1,1 / 2 0n nu R u− −+ Π Π +

( ) ( )
2

1 1 2 1
, .n n

R uε τ ε − −
 + Π 



Подставляя ( )1 1,n ω τ ε∆ Π  в (2), приравни-
вая коэффициенты, зависящие от 1,τ  имеем

( )1 1
1 2 32

1

,1 1 ( jd w
E E E

d
τ ε

ε ε τ
∆ Π + + + 

 
   (35)

( ) ( )11 1

1

,
)jd w

d
τ ε

τ
−Π

+ =


( ) ( )2
1 1 1, ,jA wε τ ε τ ε= ∆ Π +

( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 11 1, , , .ˆ

j j j
B uε τ ε τ ε τ ε−

 + ∆ Π + Π Φ   

В силу теоремы 1 из (20), (21) при 1i =  сле-
дуют соотношения

( ) ( ){ }2
1 1 1, ,j j

R uε τ ε τ εΠ =              (36)

( ) ( ) ( ){ }2 2
1 1 2 3 1 1, ' , ,j j

B E E Eε τ ε ε ε ψ τ ε= + + Π  

( ) ( ){ }2
1 1 1, ,j j

W wε τ ε τ εΠ =            (37)

( ) ( ){1 1 2 2
1 1

1

 ,
, '(j

j

d
A E

d
ψ τ ε

ε τ ε ε
τ

 Π = + + 
  



( )}2 3 1 1) , .j j
E Eε ψ τ ε+ + Π

Преобразуем интеграл по промежутку 
[ )0,+∞  от первых четырех слагаемых в 

( ) ( )1 11 2 2
0

n F dτ τ
+∞

−Π∫ , используя сначала (30), (31), 

(35) при 1,j n= −  далее (33), (34), (35) при 
1j n= − , а затем (36), (37) при 2j n= −  и (29), 

(32), (35)  при j n= , а также формулу инте-
грирования по частям. Учитывая замечание, 
отбросим известные слагаемые и подставим 
полученное выражение в ( ) ( )1 11 2 2

0
n F dτ τ

+∞

−Π∫ . 

В результате для ( ) ( )1 11 2 2
0

n F dτ τ
+∞

−Π∫  имеем вы-
ражение 

( ) 2
1 1 1 2[ 0, , (1/ 1/n w E Eε ε ε−− ∆ Π + +

 ( )13 2 2)  0, ]n nE ψ ε− −+ −

( ) 2
1 1 1 2[ 0, , (1/ 1/n w E Eε ε ε−− ∆ Π + +

( ) ( )3 2 20 1) 0,  ] nnE ψ ε −−+ Π −

( ) ( )0[ 0, 0,n nw wε ε− ∆ + ∆ Π +

( ) ( ) ( ) ( )1 2 21 2 1 10, , 0, ] .n nn nw Jε ψ ε −− −+∆ Π Π +Π

Преобразуя ( ) ( )
0

1 11 2 1nQ F dσ σ−
−∞
∫  аналогич-

ным образом, получаем
2

1[ (1/ Eε +

( )  ( )12 1 1 2 21/ ) 0, ,  , ]nn nE Q w Tε ε ψ ε−− −+ ∆ +

( )  ( )23 1 1
2 2

0, ,  ,  nn
n

E Q w Tε ψ ε−−
−


∆ + +

2
1[ (1/ Eε+ +

( ) ( ) ( )2 1 1 2 20 11/ ) 0, , 0, ]n nnE Q w Qε ε ψ ε− −−+ ∆ +

( ) ( ) ( )3 1 1 2 20 2[ 0, ,  0, ]n nnE Q w Qε ψ ε− −−+ ∆ +

( ) ( )0[ , 0,n nw T Q wε ε+ ∆ + ∆ +

( ) ( ) ( ) ( )1 2 21 2 1 10, , 0, ] .n nn nQ w Q Q Jε ψ ε −− −+∆ +

Далее преобразуем внеинтегральные чле-
ны. Соотношение для начальных условий 
( ), ,w t ε  вытекающее из (3), имеет вид

( )  ( )10, 0,jjw wε ε−∆ + +              (38)

( )
1

0

( 0,n i
i

w ε
=

+ ∆ Π +∑

( ) ( ) ( )1
1 0, / ,i

n ii n Q w Tψ ε ε ε+
−+Π + ∆ − +

( ) ( )1 0
1 / , ) .i

i nQ T wψ ε ε+
−+ − =
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Учитывая теорему 1, из (24) получаем кра-
евые условия для сопряженных переменных

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 0 1 1 20 0j j jT E Q Qψ ψ ψ− −+ + +    (39)

( ) ( ) ( )( )2 0 1 10 0j jE Q Qψ ψ−+ + +

( ) ( )( )3 0 10 0 0.j jE Q Qψ ψ+ + =

Суммируя выражения, полученные в ре-
зультате преобразования пяти слагаемых в 

2 ,nJ  используя (38), (39), а также равенства 
( )1 1,n w τ ε∆ Π =  ( )1 1 1,n w τ ε−= ∆ Π − ( ) ( )1

11 1 ,n
n wε τ+
−− Π  

( )1 1,nQ w σ ε∆ =  ( )1 1 1,n Q w σ ε−= ∆ − ( ) ( )1
11 1 ,n

nQ wε σ+
−−  

после отбрасывания известных слагаемых с 
учетом замечания, получаем сумму критери-
ев качества ( ) ( )1 1 1 1 ,n n nJ J Q J− −+Π +  откуда сле-
дует утверждение теоремы для 2 .nJ

Доказательство для 2 1nJ +  проводится ана-
логичным образом.

Теорема доказана. 

 4. ПРИМЕР

Для иллюстрации эффективности метода 
прямой схемы приведем таблицу значений 
функционала при 0.25ε =  для следующей ли-
нейно-квадратичной задачи: 

( )
1

2

0

( ) min,J u u tu y z dt= + + + →∫
( )/ , 0 10,dx dt x u x= + =

( ) / , 0 10,dy dt y u yε = − + =

( )2 / , 0 10.dz dt y u zε = − − =
В таблице ниже даны значения функцио-

нала, вычисленные при оптимальном управ-
лении ( )* ,u t ε  и его приближениях, а именно, 
( )0 ,u t  которое является решением вырожден-

ной задачи, получающейся из исходной при 
нулевом значении малого параметра, а также 
при приближении нулевого порядка ( )0 , ,u t ε  
включающем пограничные функции.

ε ( )0J u ( )0J u ( )*J u
0.25 3.061 3.047 3.047
Из таблицы видно, что при переходе от 

управления вырожденной задачи к прибли-
жению оптимального управления нулевого 
порядка получается меньшее значение функ-
ционала. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Метод прямой схемы является эффек-
тивным способом решения сингулярно воз-
мущенных задач оптимального управления 
и может быть использован как в теории, так 
и при решении конкретных прикладных за-
дач. Для построенного асимптотического 
приближения решения могут быть доказаны 
асимптотические оценки близости к точному 
решению и установлено невозрастание зна-
чений минимизируемого функционала при 
использовании следующего приближения оп-
тимального управления. 

Работа второго автора была поддержана 
Российским Научным Фондом (проект № 17-
11-01220).
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