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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 
СИСТЕМНОГО АНАЛИЗА И УПРАВЛЕНИЯ

ВВЕДЕНИЕ

Данная работа, как и [1], являющаяся про-
должением цикла статей [2–4], посвящённых 
математическому моделированию синтеза 
эффективного управления тепломассоооб-
меном (ТМО) и трением в ламинарном по-
граничном слое (ЛПС) на проницаемых ци-
линдрических и сферических поверхностях 
гиперзвуковых летательных аппаратов (ГЛА), 
представляет собой расширенный вариант 
материалов докладов, представленных на 
Международную конференцию «Крейн-100» 
[5, 6] и на Международную конференцию 

«ВЗМШ-2018» [7, 8] (секция «Качественные 
методы математического моделирования»). 

В данной работе, продолжающей исследо-
вания [2–4, 9–17]:

1) рассматриваются прямые и обратные 
задачи управления ТМО и трением в ЛПС на 
проницаемых поверхностях ГЛА в обычной и 
экстремальной постановках;

2) приводятся постановки гибридной пря-
мой экстремальной задачи;

3) детализируются (по сравнению с [4]) 
постановки двумерной обратной задачи;

4) описываются дополнительные ограни-
чения для обратных задач в аппроксимаци-
онной постановке;

5) проводится классификация перечис-
ленных задач на всём участке управления;
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6) приводятся иллюстрирующие класси-
фикацию таблицы.

Являясь продолжением [2–4, 9–17], дан-
ная статья сохраняет введённые в них обо-
значения.

1. ПРЯМАЯ И ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ

1.1. Рассмотренную в [2, 9, 14] прямую за-
дачу 

( , , ) ( , , ; , , )m s q f Q F Nτ η→             (1)
обозначим ПЗ. Здесь для [0;1],x X∈ =  

( )m m x=  – вдув, ( )xτ τ=  – температурный 
фактор, ( )s s x=  – магнитное поле, 

( ); , ,q q x m sτ=  – локальный тепловой поток, 
( ); , ,f f x m sτ=  – локальное напряжение каса-

тельного трения, ( ); , ,x m sη η τ=  – локальная 
мощность обеспечивающей вдув системы, 

( ); , ,Q Q X m sτ=  – интегральный тепловой 
поток, ( ); , ,F F X m sτ=  – суммарная сила 
ньютоновского трения, ( ); , ,N N X m sτ=  – 
мощность обеспечивающей вдув системы, ось 
x  направлена вдоль контура тела. Рассмо-
тренные в [2] обратные задачи по m:

~q m∨→ , ~ ~ ~( , , ) ( , )m s q q fτ ∨→ ≈ ,    (2)
~f m∨→ , ~ ~ ~( , , ) ( , )m s q f fτ ∨→ ≈ ,   (3)

обратные задачи по τ :
~q τ∨→ , ~ ~ ~( , , ) ( , )m s q q fτ ∨→ ≈ ,     (4)
~f τ∨→ , ~ ~ ~( , , ) ( , )m s q f fτ ∨→ ≈      (5)

и рассмотренную в [4] двумерную обратную 
задачу: 

~ ~( , ) ( , )q f m τ∨ ∨ → ,
~ ~ ~ ~( , , ) ( , )m s q q f fτ ∨ ∨→ ≈ ≈         (6)

обозначим q
mОЗ , f

mОЗ , q
τОЗ , f

τОЗ , ( )
( ),

,
q f
m τОЗ , соот-

ветственно. Здесь q∨  и f ∨  - наблюдаемые, ~q  
и ~f  – вычисляемые, ~m  и ~τ  – восстанавли-
ваемые. Таким образом, перечисленные зада-
чи реализуются в зависимости от того, какие 
два из четырёх параметров m, τ , q, f  – сво-
бодны (“0” в табл. 1), а какие – заданы (“1” в 
табл. 1). В частности, для ПЗ характерно от-
сутствие наблюдаемых q, f , а для ОЗ – нали-
чие хотя бы одного из них. 

Таблица 1
m τ q f

ПЗ 1 1 0 0
q
mОЗ 0 1 1 0
f
mОЗ 0 1 0 1
q
τОЗ 1 0 1 0
f
τОЗ 1 0 0 1

( )
( ),

,
q f
m τОЗ 0 0 1 1

mδ τδ qδ fδ

1.2. В [2, 4] управления: ( )m x , 
0

( ) ( )w ex T x Tτ = , 2
0( ) ( )s x B xσ= , задавались, а 

~m , ~τ  – разыскивались в виде элементов [17] 
для сетки управления

X ∧ : 0 10 1
n

x x x ∧
∧ ∧ ∧= < < < =               (7)

для некоторого ^ 1n ≥ ; наблюдаемые значения 

0, ,
( )j j n

q q ∨
∨ ∨

=
=



, 
0, ,

( )j j n
f f ∨
∨ ∨

=
=



 задавались, а 
значения ~ ~

0, ,
( )j j n

q q ∨=
=



, ~ ~
0, ,

( )j j n
f f ∨=

=


 вы-
числялись для всех узлов сетки наблюдения 

X ∨ : 0 10 1
n

x x x ∨
∨ ∨ ∨= < < < =            (8)

для некоторого 1n∨ ≥ . Как в [2, 4], будем пред-
полагать, что 

X X∧ ∨⊆ ,                              (9)
а ограничения [17] на ~m  и на ~τ  для 

1[ ; ]j jx x x∧ ∧
−∈ , 1, ,j n∧=   имеют вид 

~ ( )
,( ) ( )k m

j km x I∈  для 0, , mk ν=  ;     (10)
~ ( )

,( ) ( )k
j kx I ττ ∈  для 0, ,k τν=         (11)

для некоторых 

, , ,;[ ]m m m
j k j k j kI b t= , 0mν ≥ ,

, , ,;[ ]j k j k j kI b tτ τ τ= , 1τν ≥ .

1.3. Одномерные ОЗ (далее – ООЗ) (2), (3) 
имеют две возможные постановки [2, 13]: ин-
терполяционную (далее – ИОЗ), когда для за-
данных [1; ]p∈ +∞  и 0ε >  требуется в усло-
виях (10) отыскать управление ~c m=  так, 
чтобы для заданного локального параметра  
( y q=  для (2) или y f=  для (3)) выполнялось 
условие близости

~( ; )pR y y ε∨ ≤ ,                      (12)
где при p = +∞ :

~ ~

0, ,
( ; ) max j j

j n
R y y y y

∨

∨ ∨
∞

=
= −



,          (13)
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при [1; )p∈ +∞ : 
1

~ ~

0
( ; )

p
n p

p j j
j

R y y y y
∨

∨ ∨

=

 
= − 
 
∑ ,        (14)

и аппроксимационную (далее – АОЗ), когда 
для заданного [1; ]p∈ +∞  в условиях (10) тре-
буется отыскать управление ~c m= , как при-
ближённое решение задачи

( )~inf ;pc
R y y∨ .                      (15)

Постановки ООЗ (4), (5) – аналогичны: в 
условиях (11) требуется отыскать ~c τ= . 

Варианты ИОЗ ( 1iδ =  и 0aδ = ), где 
: :i i q i fδ δ δ= ∨ ,                   (16)

: :a a q a fδ δ δ= ∨ ,                 (17)
и АОЗ ( 0iδ =  и 1aδ = ) приведены в табл. 2.

Отметим, что в табл. 1 
: :q i q a qδ δ δ= ∨ ,                      (18)
: :f i f a fδ δ δ= ∨ .                     (19)

В (16)–(19) символ “∨” означает логиче-
скую дизъюнкцию, логическому значению 
“истина” сопоставлено целое значение “1”, ло-
гическому значению “ложь” – целое значе-
ние “0”. 

Таблица 2
m τ q f

q
mиоз 0 1 1 0 0 0
q
τиоз 1 0 1 0 0 0
f
mиоз 0 1 0 0 1 0
f
τиоз 1 0 0 0 1 0
q
mаоз 0 1 0 1 0 0
q
τаоз 1 0 0 1 0 0
f
mаоз 0 1 0 0 0 1
f
τаоз 1 0 0 0 0 1

mδ τδ :i qδ :a qδ :i fδ :a fδ

1.4. Двумерная ОЗ (далее – ДОЗ) (6) имеет 
интерполяционную, аппроксимационную и 
две смешанные постановки.

В интерполяционной ( )
( ): , :

,
i q i f
m τОЗ  [4] (далее – 

( )
( ),

,
q f
m τИОЗ ) для заданных [1; ]p∈ +∞  и 0ε >  

требуется в условиях (10) и (11) отыскать 
управления ~ ~( , )c m τ=  так, чтобы выполня-
лось условие близости

( )~ ~( ; ); ( ; )pR q f q f ε∨ ∨ ≤ ,         (20)
где (с учётом обезразмеренности q  и f ) 
при p = +∞:

( )~ ~( ; ); ( ; )R q f q f∨ ∨
∞ =

{ }~ ~max ( ; ); ( ; )R q q R f f∨ ∨
∞ ∞= ,      (21)

при [1; )p∈ +∞ :

( )~ ~( ; ); ( ; )pR q f q f∨ ∨ =

( )1~ ~( ; ) ( ; )
pp p

p pR q q R f f∨ ∨= + ,      (22)
где в правых частях (21) и (22) используются 
(13) и (14). 

В аппроксимационной ( )
( ): , :

,
a q a f
m τОЗ  [4] (да-

лее – ( )
( ),

,
q f
m τАОЗ ) для заданного [1; ]p∈ +∞  в ус-

ловиях (10) и (11) требуется отыскать управ-
ления ~ ~( , )c m τ= , как приближённое решение 
задачи 

( )~ ~inf ( ; ); ( ; )pc
R q f q f∨ ∨ .            (23)

В смешанной ( )
( ): , :

,
i q a f
m τОЗ  (далее – СОЗ) для 

заданных [1; ]p∈ +∞  и 0ε >  требуется в усло-
виях (10) и (11) отыскать управления 

~ ~( , )c m τ= , как приближённое решение зада-
чи (15) так, чтобы для q  выполнялось усло-
вие близости (12). 

Постановка ( )
( ): , :

,
a q i f
m τСОЗ  – аналогична: усло-

вие близости (12) должно выполняться для f .
Варианты постановок приведены в табл. 3.

Таблица 3
m τ q f

,
,

q f
m τиоз 0 0 1 0 1 0
,
,

q f
m τаоз 0 0 0 1 0 1

: , :
,

i q a f
m τсоз 0 0 1 0 0 1
: , :
,

a q i f
m τсоз 0 0 0 1 1 0

mδ τδ :i qδ :a qδ :i fδ :a fδ

1.5. Замечание. Как в [3] будем предпола-
гать, что (10), (11) и условия (10)–(16) из [17] 
обеспечивают непустые множества допусти-
мых управлений ~m  и ~τ .

Если ограничения (10), (11) для свобод-
ных управлений ~m  и/или ~τ  таковы, что

,0 ,0
m m
j jb t=                              (24)

и/или
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,0 ,0j jb tτ τ=                           (25)
для всех 1, ,j n∧=  , то ДОЗ вырождается в 
ПЗ или в ООЗ, а ООЗ – в ПЗ с 

,0
m

j jm b=  и/или ,0j jbττ = .          (26)
В случае вырождения в ПЗ исходные ОЗ бу-
дут иметь решения (26), только если

q q∨ ≈                           (27)
и/или

f f∨ ≈                          (28)
для q  и/или f  из (1). 

2. ПРЯМЫЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ

2.1. ПЗ (1) является частным случаем (при 
(24) или при (25) для 1, ,j n∧=  ) прямой экс-
тремальной задачи (ПЭЗ), рассмотренной в 
[10–12, 18]. В базовых Q

mПЭЗ , 
Q
mПЭЗ  для за-

данных управлений τ  и s  требуется в усло-
виях (10) найти управления ~

Qm , ~
Qm  и значе-

ния
( )~ ~; , ,QQ Q X m sτ= ,                (29)

( )~ ~; , ,QQ Q X m sτ= ,                (30)

как приближённые решения задач
( )~

~inf ; , ,
m

Q X m sτ ,                  (31)

( )
~

~sup ; , ,
m

Q X m sτ ,                  (32)

соответственно. Базовые F
mПЭЗ , Q

τПЭЗ , F
τПЭЗ , 

F
mПЭЗ , 

Q
τПЭЗ , 

F
τПЭЗ  формулируются анало-

гично – с помощью замен Q  на F  или/и τ  на 
m, а ~m  на ~τ  и условий (10) на (11). 

Для перечисленных ПЭЗ характерно от-
сутствие наблюдаемых параметров (как q, 
так и f ), наличие одного (m или τ ) заданного 
(“1” в табл. 4) и одного свободного (“0” в 
табл. 4) управляющего параметра, а также од-
ного (Q  или F ) минимизируемого или мак-
симизируемого функционала (“ 1− ” или “ 1+ ” 
в табл. 4).

Таблица 4
m τ Q F

Q
mпэз 0 1 1± 0
F
mпэз 0 1 0 1±
Q
τпэз 1 0 1± 0
F
τпэз 1 0 0 1±

mδ τδ Q∆ F∆

2.2. В [10–12,18] базовые Q
mПЭЗ , F

mПЭЗ ,
Q
τПЭЗ , F

τПЭЗ  для заданного отрезка
[ ; ]NI N N=

рассматривались в условиях дополнительных 
ограничений 

~ NN I∈ ,                           (33)
где ( )~ ~; , ,N N X m sτ=  для Q

mПЭЗ , F
mПЭЗ  и 

( )~ ~; , ,N N X m sτ=  для Q
τПЭЗ , F

τПЭЗ . 
Кроме (33) , ,Q F

m τПЭЗ ПЭЗ  для заданных 
отрезков 

[ ; ]QI Q Q= ,

[ ; ]FI F F=
могут быть дополнены ограничениями 

~ QQ I∈ ,                           (34)
~ FF I∈ ,                           (35)

где ~Q  и ~F  в соответствующих задачах вы-
числяются аналогично ~N .

Ограничения могут быть наложены на 
вычисляемые локальные параметры q , f , η  
аналогично (10) и (11): для 1[ ; ]j jx x x∨ ∨

−∈ , 
1, ,j n∨=   они имеют вид 

( )
,( ) ( )k q

j kq x I∈  для 0, , qk ν=  ;      (36)
( )

,( ) ( )k f
j kf x I∈  для 0, , fk ν=  ;     (37)

( )
,( ) ( )k

j kx Iηη ∈  для 0, ,k ην=        (38)
для некоторых 

, , ,[ ; ]q q q
j k j k j kI b t= ,   0qν ≥ ,

, , ,[ ; ]f f f
j k j k j kI b t= ,   0fν ≥ ,

, , ,[ ; ]j k j k j kI b tη η η= ,   0ην ≥ .
2.3. Замечание. Некорректный выбор QI , 

FI , NI , qI , fI , Iη  может привести к опустоше-
нию множества допустимых управлений. 

2.4. В [18] с учётом обезразмеренности Q 
и F  рассмотрена гибридная ( , )Q F

mПЭЗ  (далее – 
ГПЭЗ) с постоянной ϕ : для заданных τ , s, NI  
и [0;2 ]ϕ π∈  требуется в условиях (10) и (33) 
найти управление ~m  и значение 

( )~ ~; , , ;X m sτ ϕΨ = Ψ ,              (39)
как приближённое решение задачи

( )~

~inf ; , , ;
m

X m sτ ϕΨ                  (40)

минимизации функционала 
( ) ( ) ( ); , , ; cos sinX m s Q Fτ ϕ ϕ ϕΨ = ⋅ + ⋅ .   (41)
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Постановка ( , )Q F
τГПЭЗ  с постоянной ϕ  – 

аналогична: в условиях (11) и (33) требуется 
найти управление ~τ .

Частные случаи ( , )Q F
cГПЭЗ , где c m=  или 

c τ= , для { }0; 2; ;3 2ϕ π π π∈  приведены в 
табл. 5.

Таблица 5
ϕ ( )cos ϕ ( )sin ϕ ( , )Q F

cГПЭЗ

0 1+ 0 Q
cПЭЗ

/ 2π 0 1+ F
cПЭЗ

π 1− 0 Q
cПЭЗ

3 / 2π 0 1− F
cПЭЗ

Q−∆ F−∆

Величины ( )cos ϕ и ( )sin ϕ  в (41) являются 
обобщением чисел ( )Q−∆  и ( )F−∆  из табл. 4, 5.

ГПЭЗ со вхождением N  (с учётом её обе-
зразмеренности) в функционал, подобный 
(41), рассматривалась в [18].

2.5. В ( , )Q F
mГПЭЗ  и ( , )Q F

τГПЭЗ  вместо (41) 
можно применить целевую функцию 

( ); , , ;X m sτ ϕΨ =

( )( )cos
X

dQx
dx

ϕ= ⋅ +
∫

( )( )sin dFx dx
dx

ϕ + ⋅ ⋅


,               (42)

где ( )xϕ  – кусочно-непрерывная (с возмож-
ными разрывами в точках X ∧) ограниченная 
на X  функция, а 

( ) ( )[0; ]; , ,Q x Q x m sτ= ,

( ) ( )[0; ]; , ,F x F x m sτ= .

3. ОБРАТНЫЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ 
ЗАДАЧИ

3.1. В (базовых) обратных экстремальных 
задачах в интерполяционной постановке 

( )
( ),

,
q F
m τОЭЗ , ( )

( ),

,

q F

m τОЭЗ  свободны два управляющих 
параметра (как m, так и τ ), а из наблюдаемых 
локальных параметров q  – задан, а f  – сво-
боден. Требуется при заданных s, 0ε > , 

[1; ]p∈ +∞ , в условиях (10), (11) найти управ-
ления ( )~ ~,F Fm τ , ( )~ ~,F Fm τ  и значения 

( )~ ~ ~; , ,F FF F X m sτ= ,                (43)

( )~ ~ ~; , ,F FF F X m sτ= ,                (44)
как приближённые решения задач 

( )~ ~

~ ~

,
inf ; , ,
m

F X m s
τ

τ ,                 (45)

( )
~ ~

~ ~

,
sup ; , ,
m

F X m s
τ

τ ,                 (46)

соответственно, при выполнении условия 
(12) для q∨.

Постановки (базовых) ( )
( ),

,
Q f
m τОЭЗ , ( )

( ),

,

Q f

m τОЭЗ  – 
аналогичны. Указанные случаи представлены 
в табл. 6.

Таблица 6
q f Q F

( )
( ),

,
q F
m τОЭЗ 1 0 0 1±

( )
( ),

,
Q f
m τОЭЗ 0 1 1± 0

:i qδ :i fδ Q∆ F∆

В ( )
( ),

,
q F
m τОЭЗ  или ( )

( ),
,

Q f
m τОЭЗ  вместо целевой 

функции 
( ) ( )Q FQ FΨ = −∆ ⋅ + −∆ ⋅             (47)

с Q∆  и F∆  из табл. 6 можно использовать (42). 
Отметим, что в отличие от ГПЭЗ 
в случае ( )

( ),
,

q F
m τОЭЗ  множество решений

( )( )sin 0xϕ =                       (48)
(на X ) должно быть конечно,
в случае ( )

( ),
,

Q f
m τОЭЗ  множество решений

( )( )cos 0xϕ =                      (49)
(на X ) должно быть конечно.

3.2. Отметим, что заданной в ( )
( ),

,
q F
m τОЭЗ , 

( )
( ),

,
Q f
m τОЭЗ  информации для решения как одно-

мерной (не задано ни одно управление), так и 
двумерной (не задан второй наблюдаемый па-
раметр) ОЗ недостаточно. 

В ( )
( ),

,
q F
m τОЭЗ  по заданному q∨  приближён-

ное значение QΣ  может быть найдено с точ-
ностью, определяемой сеткой наблюдения (8) 
и выбором квадратурной формулы: 

Q Q εΣ
Σ− < .                      (50)

В этих условиях налагать дополнительные 
условия вида (34) и/или (36) при малых εΣ  в 
(50) и ε  в (12) – недопустимо. В свою очередь, 
для оставшейся интегральной характеристи-
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ки F  в условиях решения задач (45) или (46) 
наложение дополнительных условий вида 
(35) может либо не повлиять на решение, 
либо экстремальное значение совпадёт с 
ограничением, либо область допустимых 
управлений опустошится. Ограничения в 

( )
( ),

,
q F
m τОЭЗ  на N  – допустимы, а на f  (или η) – 

допустимы, но могут превратить её в ДОЗ. 
В ( )

( ),
,

Q f
m τОЭЗ  – аналогично.

3.3. В одномерной q
mИОЗ  (или q

τИОЗ ) по 
тем же соображениям наложение ограниче-
ний на Q  недопустимо. В отличие от ОЭЗ 
вторая (как локальная, так и интегральная) 
характеристика (т. е. ~f  и ~F ) после нахож-
дения свободного управления ( ~m  (или ~τ ) 
при заданном τ  (или m)) определяется инте-
грированием системы ОДУ. Следовательно, 
наложение ограничений на F  также являет-
ся недопустимым. Аналогично и в f

mИОЗ , 
f
τИОЗ , ( )

( ),
,

q f
m τИОЗ .

В одномерных q
mАОЗ , q

τАОЗ  наложение 
ограничений на Q, F , N  – допустимо, а огра-
ничения на f  (или на η) допустимы, но мо-
гут превратить их в аналог СОЗ с одним сво-
бодным управлением. Аналогично в f

mАОЗ , 
f
τАОЗ . В ( )

( ),
,

q f
m τАОЗ  ограничения на Q, F , N  – 

допустимы.
В ( )

( ): , :
,

i q a f
m τСОЗ  по идентичным соображениям 

наложение дополнительных условий на Q – 
недопустимо, а на F  и N  – возможно. Ана-
логично в ( )

( ): , :
,

a q i f
m τСОЗ : наложение дополни-

тельных условий на Q – возможно, а на 
F  – недопустимо.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Анализ свойств математической модели 
позволил классифицировать задачи управле-
ния тепломассоообменом и трением в лами-
нарном пограничном слое на проницаемых 
цилиндрических и сферических поверхно-
стях гиперзвуковых летательных аппаратов 
на всём участке управления. Полученная 
классификация даёт возможность системати-
зировать порядок проведения вычислитель-
ных экспериментов по синтезу эффективно-
го управления с учётом конструкторских и 
газодинамических ограничений. Изучение 
результатов вычислительных экспериментов, 

соответствующих введённым в данной работе 
прямым и обратным задачам в обычной и экс-
тремальной постановках, составляет предмет 
отдельного исследования и будет представле-
но в продолжении данной работы.

Работа выполнена:
а) при государственной поддержке науч-

ных исследований, проводимых под руковод-
ством ведущих учёных в российских вузах 
(ведущий учёный - С. А. Исаев, КНИТУ-КАИ, 
г. Казань) по гранту Правительства России 
№ 14.Z50.31.0003;

б) в рамках Государственного задания Ми-
нистерства образования и науки Российской 
Федерации № 9.3236.2017/4.6.
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