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Аннотация. Предложен подход к построению функций принадлежности в интересах соз-
дания базы данных эталонных нечётких ситуаций для рассматриваемой предметной об-
ласти, заключающийся в применении косвенных методов их построения, основанных на 
модифицированном методе Ягера и модифицированном методе анализа иерархий Саати. 
Данный подход позволяет уменьшить субъективное влияние эксперта на результаты по-
строения функций принадлежности, которое в ряде случаев приводит к сдвиганию оценки 
объектов в направлении концов оценочной шкалы.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время существует класс за-
дач, решение которых строится на исполь-
зовании неполных исходных данных. Ука-
занные задачи условно можно разделить на 
задачи, решаемые с применением методов ма-
тематической статистики и задачи, решаемые 
с применением теории нечётких множеств. 

В условиях, когда необходимые стати-
стические исходные данные для выработки 
системой управляющего решения отсутству-
ют, а решение строго ограничено по времени 
(как, например, в автоматизированных систе-
мах военного назначения), система строится 
с применением теории нечётких множеств.

В интересах решения задач с неполными 
исходными данными организуют системы 
поддержки принятия решений, основанные 
на построении эталонных ситуаций с приме-
нением теории нечётких множеств, их хране-
нии в базе данных, преобразование неполных 
входных данных к нечёткому виду и сравне-
нии нечёткой входной ситуации с эталонной, 
хранимой в базе данных [1].

В целях снижения субъективного влияния 
эксперта на результаты построения функций 
принадлежности, которое в ряде случаев 
приводит к сдвиганию оценки объектов в на-
правлении концов оценочной шкалы, в рам-
ках косвенных методов построения функций 
принадлежности предложено применение 
модифицированного метода Ягера [2] и мо-
дифицированного метода анализа иерархий 
Саати [3, 4].
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ПРИМЕНЕНИЕ 
МОДИФИЦИРОВАННОГО МЕТОДА 

ЯГЕРА ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ ФУНКЦИЙ 
ПРИНАДЛЕЖНОСТИ ЭКСПЕРТНЫХ 

СИСТЕМ С НЕЧЕТКОЙ ЛОГИКОЙ

Перед тем как изложить алгоритм метода 
Ягера, рассмотрим случайный эксперимент, 
в котором используется понятие уровневого 
множества.

Пусть задано нечеткое подмножество A 
множества .X  Рассмотрим следующий слу-
чайный способ выбора элемента x  из .X  Сна-
чала случайным образом выбираем значение 

[0,1],α ∈  а затем также случайно – элемент из 
соответствующего множества α-уровня. Под-
считаем вероятность выбора конкретного 
элемента в условиях этого эксперимента.

Для простоты изложения предположим, 
что 1 20 ,nα α α≤ ≤ ≤ ≤  max 1,nα α= ≤  где iα  – 
степень принадлежности ix  множеству .X  
Выпишем уровневые множества:

при 10 α α< ≤  1 2 3 4 1{ , , , , , } ,nA x x x x x Aα = =

при 1 2α α α< ≤  2 3 4 2{ , , , , } ,nA x x x x Aα = =

при 2 3α α α< ≤  3 4 3{ , , , } ,nA x x x Aα = =  (1)
2 1n nα α α− −< ≤  1 1{ , } ,n n nA x x Aα − −= =
1n nα α α− < ≤  { } ,n nA x Aα = =

1nα α< ≤  .Aα = ∅
Поскольку в эксперименте значения α  вы-

бираются случайным образом, то вероят-
ность того, что уровневое множество iA  ока-
жется выбранным, равна 1

1(A ) ,i i iP
n

α α −= = −  
где n  – количество уровневых множеств. Так 
как из выбранного уровневого множества 
элемент выбирается случайно, то
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1| , ,

i j

i j
i j

j

x A
P x A x A

n

∉
=  ∈


                  (2)

где jn  – число элементов в .jA
Тогда в соответствии с формулой полной 

вероятности получаем:

1
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n

i i j j
j

P x P x A P A
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= ⋅∑            (3)

Используя формулы (2), (3), рассчитаем 
вероятность того, что будет выбран данный 
элемент множества :X
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1 1( ) ( ) ( ),n n n nP x P x α α− −= + −
Следует заметить, что если ,i j≥  то пред-

полагается, что i jα α≥  и, следовательно, 
.i jP P≥

Покажем, что сумма вероятностей ( )iP x  
равна единице.
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Отсюда

1
( ) (0) (1 ) 1.

n

i n n
i

P x P α α
=

+ = + − =∑          (8)

Выразим степень принадлежности iα  че-
рез вероятность ( )iP x  выбора элемента в 
предыдущем эксперименте. Из уравнений (5) 
после алгебраических преобразований полу-
чаем:

1 1( ),nP xα =

2 2 1( 1) ( ) ( ),n P x P xα = − +

3 3 2 1( 2) ( ) ( ) ( ),n P x P x P xα = − + +
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где n  – число элементов в ;X

iα  – степень принадлежности ix  нечетко-
му множеству ;A

( )iP x  – вероятность того, что в данном 
эксперименте будет выбран элемент .ix

Из уравнений (9) видно, что если извест-
ны вероятности, с которыми в эксперименте 
выбираются элементы множества ,X  то эту 
информацию можно использовать для опре-
деления степеней принадлежности элементов 
к нечеткому подмножеству .A

Поэтому, если получить оценки для веро-
ятностей, входящих в правые части уравне-
ний (9), то их можно использовать для вычис-
ления значений степеней принадлежности к 
множеству .A

Приведем алгоритм построения функций 
принадлежности. Он включает следующие 
шаги:

Шаг 1. С каждым ix X∈  связать величину 
,iT  первоначально равную нулю.

Шаг 2. Определить объем выборки M  (на-
пример, 5,M =  10M = ), определяющей ко-
личество уровневых множеств.

Шаг 3. Разделить единичный интервал на 
M  частей равной длины и обозначить это 
множество через .S

Шаг 4. Выбрать случайным образом эле-
мент α  из .S  Удалить элемент α  из .S

Шаг 5. Предложить эксперту, определяю-
щему нечеткое подмножество, перечислить 
все элементы ,X  которые принадлежат мно-
жеству, соответствующему выбранному зна-
чению уровня .α

Шаг 6. Повторять шаги 4–5 до тех пор, 
пока .S ≠ ∅

Шаг 7. Упорядочить полученные множе-
ства α -уровней по возрастанию α  и прове-
рить выполнение условия (1) по количеству 
элементов, входящих в .Aα  Если условие не 
выполняется для некоторых уровней ,α  то 
дополнить Aα  соответствующими элемента-

ми ix  из .X  Если ,i jα α<  то число элементов 
в 

i
Aα  должно быть больше или равно числу 

элементов в .
j

Aα
Шаг 8. Если k  – число элементов, вклю-

ченных в множество α-уровня, построенное 
на шаге 7, то при каждом появлении элемента 

ix  в множестве этого уровня добавить 1
k

 к .iT
Шаг 9. Подсчитать оценки вероятностей 

/ .i iP T M=
Шаг 10. Упорядочить оценки вероятно-

стей iP  по возрастанию.
Шаг 11. Рассчитать степени принадлежно-

сти элементов X множеству, подставив оцен-
ки вероятностей iP  в (9).

Рассмотрим пример построения функции 
принадлежности для терма «малая» лингви-
стической переменной «Скорость», опреде-
ленного на базовой шкале {0,10,20,X =  
30,40,50}.

Для рассматриваемого примера, демон-
стрирующего работу алгоритма, объем вы-
борки положим равным 5.M =

Тогда {1, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2}.S =
Положим, что от эксперта получили сле-

дующие уровневые множества нечёткого 
подмножества :A

0,2 {40,50},A =
0,4 {20,30,40},A =
0,6 {30,40},A =
0,8 {0,10,20},A =
1 {0}.A =

В соответствии с алгоритмом получим:

0,2 0,10,20{ 40,50},,30,A =
0,4 {0,10,20,30},A =
0,6 {0,10,20},A =
0,8 {0,10},A =
1 {0}.A =

Используя полученные ответы, рассчита-
ем ;iT  для каждого элемента:

0
1 1 1 11 2,24;
2 3 4 6

T = + + + + =

10
1 1 1 1 1,24;
2 3 4 6

T = + + + =

10
1 1 1 0,74;
3 4 6

T = + + =

30
1 1 0,41;
4 6

T = + =
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40
1 0,16;
6

T = =

50
1 0,16.
6

T = =

Рассчитаем оценки значений вероятности 
( / 5):i iP T=

0
0 0,448;

5
TP = =

10
10 0,248;

5
TP = =

20
20 0,148;

5
TP = =

30
30 0,082;

5
TP = =

40
40 0,032;

5
TP = =

50
50 0,032.

5
TP = =

Расположим вероятности в возрастающем 
порядке:

50 0,032;P =  40 0,032;P =  30 0,082;P =  20 0,148;P =  

10 0,248;P =  0 0,448.P =
Подставляя полученные значения в (9), 

учитывая, что общее число элементов в X  
равно 6, подсчитаем степень принадлежно-
сти элементов множеству:

50 6 0,032 0,192;α = × =

40 5 0,032 0,032 0,192;α = × + =

30 4 0,082 0,032 0,032 0,384;α = × + + =

20 3 0,148 0,082 0,064 0,59;α = × + + =

10 2 0,248 0,148 0,14 0,78;α = × + + =

0 1.α =
Получив таким образом значения степе-

ней принадлежности, может быть осущест-
влено построение функции принадлежности 
для терма «малая» лингвистической перемен-
ной «Скорость», показанное на рис. 1.

В отличие от существующих алгорит-
мов представленный алгоритм построения 
функций принадлежности позволяет снизить 
субъективное влияние экспертов на результа-
ты их построения за счет случайного выбора 
уровня нечетких множеств [5].

ПРИМЕНЕНИЕ 
МОДИФИЦИРОВАННОГО МЕТОДА 

СААТИ ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ ФУНКЦИЙ 
ПРИНАДЛЕЖНОСТИ ЭКСПЕРТНЫХ 

СИСТЕМ С НЕЧЕТКОЙ ЛОГИКОЙ

В модифицированном методе анализа ие-
рархий Саати [3] функция принадлежности 

( )A xµ  определяется по матрице попарных 
сравнений ,ijM m=  элементы которой ijm  
представляют собой некоторые оценки ин-
тенсивности принадлежности элементов 

ix X∈  нечеткому множеству A  по сравне-
нию с элементами .jx X∈  Если предполо-
жить, что значения функции принадлежно-
сти Aµ  известны для всех элементов ,x X∈  

Рис. 1. Функция принадлежности терма «малая»
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например ( )A i ix rµ =  (i I∈ = {1,2, , }n=  ), то 
попарные сравнения можно представить ма-
трицей отношений ,M  где / .ij i jm r r=  Если 
отношения точны, то получается соотноше-
ние ,Mr nr=  1 2( , , , ),nr r r r=   где n  – собствен-
ное значение матрицы ,M  по которому мож-
но восстановить вектор r  (с учетом условия 

1
1n

ii
r

=
=∑ ). В общем случае эмпирический 

вектор 1 2( , , , )nr r r r=   должен удовлетворять 
задаче на поиск собственного значения 

max ,Mr λ=  где maxλ  – наибольшее собственное 
значение, и задача сводится к поиску вектора 
,r  который удовлетворяет уравнению 

max .Mr rλ=  Так как известно, что это уравне-
ние имеет единственное решение, то значе-
ния координат собственного вектора, соот-
ветствующего максимальному собственному 
значению, деленные на их сумму, будут иско-
мыми степенями принадлежности.

Для получения матрицы попарных срав-
нений производится опрос эксперта относи-
тельно того, насколько, по его мнению, вели-
чина ( )A ixµ  превышает величину ( ),A jxµ  т. е. 
насколько элемент ix  более значим для поня-
тия, описываемого нечетким множеством ,A  
чем элемент .jx  Понятия, которыми опериру-
ет эксперт, и интерпретация этих понятий ве-
личинами ijm  приведены в табл. 1.

Как следует из табл. 1, для улучшения со-
гласованности оценок предполагается, что 

,ij jk ikm m m=  откуда 1iim =  для диагональных 
элементов и 1/ij jim m=  для элементов, сим-
метричных относительно главной диагонали.

Предположим, что экспертный опрос про-
веден безупречно и матрица парных сравне-
ний построена абсолютно точно. Тогда ма-
трица M  имеет следующий вид:

Таблица 1
Интерпретация значений интенсивности важности

Интенсивность 
важности Качественная оценка Объяснения

0 Несравнимость Нет смысла сравнивать элементы
1 Одинаковая значимость Элементы равны по значению
3 Слабо значимее Существуют показания о предпочтении 

одного элемента другому, но показания 
неубедительные

5 Существенно или сильно зна-
чимее

Существуют хорошее доказательство и ло-
гические критерии, которые могут пока-
зать, что один из элементов более важен

7 Очевидно значимее Существует убедительное доказательство 
большей значимости одного элемента по 
сравнению с другим

9 Абсолютно значимее Максимально подтверждается ощути-
мость предпочтения одного элемента дру-
гому

2, 4, 6, 8 Промежуточные оценки меж-
ду соседними оценками

Необходим компромисс

Обратные 
значения 

ненулевых 
значений

Если оценка ijm  имеет ненуле-
вое значение, приписанное на 
основании сравнения элемента 

ir  с элементом ,jr  то jim  имеет 
обратное значение 1/ ijm
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В этом случае для определения j-го эле-
мента вектора r ( )j I∈  можно воспользовать-
ся следующей процедурой. Вычислим сумму 
элементов i-го столбца матрицы .M  Получим, 
что эта сумма равна некоторому числу ,jk  т. е. 

1
.n

ij ji
m k

=
=∑  Из построения матрицы получа-

ем, что:

1 1

1 .
n n

i
ij

i i j j

rm
r r= =

= =∑ ∑                   (10)

Таким образом, из (10) следует, что 
1/ .j jr k=  Продолжая процедуру по всем 

столбцам матрицы ,M  мы сможем построить 
искомый вектор .r

Предположим теперь, что матрица пар-
ных сравнений построена неточно. Тогда 
описанную процедуру определения вектора r 
можно использовать для определения началь-
ного значения в итерационном методе реше-
ния уравнения max .Mr rλ=  При этом отклоне-
ние maxλ  от n может использоваться для 
оценки точности решения уравнения на дан-
ном шаге. Начальная оценка вектора r  по 
предложенной процедуре в большинстве слу-
чаев получается достаточно хорошей и при 
отсутствии повышенных требований к точ-

ности определения вектора r  дальнейшее его 
уточнение может не проводиться.

Рассмотрим пример построения функции 
принадлежности модифицированным методом 
анализа иерархий Саати. Пусть для оценки вы-
соты полёта малоразмерного беспилотного ле-
тательного аппарата используется лингвисти-
ческая переменная " ", , ,T XВысота  где 

{" ",T = малая " ",средняя " "}большая  – терм- 
множество лингвистической переменной, 

{0,500,1000,X = 1500, , 4000}  – базовое 
множество (высота полёта). Терм «средняя» 
характеризуется нечеткой переменной 

" ", , .X Cсредняя  Требуется построить функ-
цию принадлежности ( )C xµ  нечеткого множе-
ства ,C  описывающего терм «средняя», т. е. 
определить значения ( )C xµ  ( ).x X∈  Опросом 
экспертов получена матрица парных сравне-
ний, приведенная в табл. 2, которая после пе-
рехода от простых дробей к десятичным пред-
ставлена в табл. 3. Определим по ней вектор r 
и оценим точность его построения.

Для определения 1r  просуммируем эле-
менты первого столбца матрицы .M  Получа-
ем, что 1 45.k =  Следовательно, 1 1/ 45 0,02.r = ≈  
Аналогично, 2 0,04;r =  3 0,08;r =  4 0,18;r =  

5 0,34;r =  6 0,18;r =  7 0,08;r =  8 0,04;r =  9 0,02.r =  
Таким образом, (0,02;  0,04;r = 0,08;  0,18;
0,34;  0,18; 0,08;  0,04;  0,02).  Оценим теперь 
точность определения элементов вектора .r  
Для этого подставим вычисленное значение 
вектора r  в уравнение:

maxMr rλ=                              (11)
и определим отклонение значения maxλ  от .n  

Таблица 2
Матрица попарных сравнений

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
0 1 1/2 1/7 1/8 1/9 1/8 1/7 1/2 1

500 2 1 1/2 1/5 1/7 1/5 1/2 1 2
1000 7 2 1 1/2 1/5 1/2 1 2 7
1500 8 5 2 1 1/2 1 2 5 8
2000 9 7 5 2 1 2 5 7 9
2500 8 5 2 1 1/2 1 2 5 8
3000 7 2 1 1/2 1/5 1/2 1 2 7
3500 2 1 1/2 1/5 1/7 1/5 1/2 1 2
4000 1 1/2 1/7 1/8 1/9 1/8 1/7 1/2 1
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Это отклонение и даст оценку точности опре-
деления вектора r.

После умножения матрицы M  на вектор 
r  получаем вектор (0,18; 0,36; 0,85; 1,57,2,96; 
1,57; 0,85; 0,36; 0,18). Осталось оценить значе-
ние max .λ  Поделим поэлементно вектор, полу-
ченный в результате перемножения матрицы 
M  и вектора ,r  на вектор .r  Получим вектор 
(9; 9; 10,6; 8,7; 8,7; 8,7; 10,6; 9,9), в котором i-й 
элемент ( )i I∈  есть значение max ,λ  соответ-
ствующее элементу ir  вектора .r  Усредненное 
значение maxλ  равно 9,25, следовательно от-
клонение maxλ  от n  равно 0,25, точность ре-
шения равна 0,25/9 = 0.03. Для данного при-
мера такая точность определения элементов 
вектора r достаточна, поэтому дальнейшее 
уточнение значения r  не производится.

Таким образом, с точностью 3 % получаем
(0) 0,02;Cµ =  (500) 0,04;Cµ =
(1000) 0,08;Cµ =  (1500) 0,18;Cµ =
(2000) 0,34;Cµ =  (2500) 0,18;Cµ =
(3000) 0,08;Cµ =  (3500) 0,04;Cµ =
(4000) 0,02.Cµ =

Для нормализации нечеткого множества 
C  поделим все степени принадлежности на 

(2000).Cµ  Получаем
(0) (4000) 0,06;C Cµ µ= =
(500) (3500) 0,12;C Cµ µ= =
(1000) (3000) 0,24;C Cµ µ= =
(1500) (2500) 0,53;C Cµ µ= =
(2000) 1.Cµ =

В итоге имеем нечеткое множество C = 
{<0,06/0>, (0,12/500), (0,24/1000), (0,53/1500), 
(1/2000), (0,53/2500), (0,24/3000), (0,12/3500), 

Таблица 3
Матрица попарных сравнений в виде десятичных дробей

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
0 1 0,5 0,14 0,125 0,11 0,125 0,14 0,5 1

500 2 1 0,5 0,2 0,14 0,2 0,5 1 2
1000 7 2 1 0,5 0,2 0,5 1 2 7
1500 8 5 2 1 0,5 1 2 5 8
2000 9 7 5 2 1 2 5 7 9
2500 8 5 2 1 0,5 1 2 5 8
3000 7 2 1 0,5 0,2 0,5 1 2 7
3500 2 1 0,5 0,2 0,14 0,2 0,5 1 2
4000 1 0,5 0,14 0,125 0,11 0,125 0,14 0,5 1

Рис. 2. Функция принадлежности терма «средняя»
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(0,06/4000)}, по которому строится функция 
принадлежности терма «средняя» лингвисти-
ческой переменной «Высота», изображенная 
на рис. 2.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье разработан подход к построению 
функций принадлежности систем поддержки 
принятия решений с нечёткой логикой, осно-
ванный на применении доработанных косвен-
ных методов экспертного опроса, к которым 
относятся модифицированный метод Ягера 
и модифицированный метод анализа иерар-
хий Саати. Данные методы основаны на более 
«осторожном» использовании мнения экспер-
тов и применяются для снижения их субъек-
тивного влияния на результаты построения 
функций принадлежности, которое в ряде слу-
чаев приводит к сдвиганию оценки объектов в 
направлении концов оценочной шкалы.
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