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Аннотация. В работе проводится анализ возможности применения авторегрессионных мо-
делей для идентификации разностных уравнений нестационарных распределенных систем. 
Предлагаемый метод основан на сравнительном анализе конечно-разностных представле-
ний исследуемой модели и авторегрессионного описания временных рядов наблюдений. 
В рамках данной работы показано, что даже при незначительном зашумлении эксперимен-
тальных данных достоверная идентификация параметров модели в рамках рассматривае-
мых методов описания динамических систем является неудовлетворительной, полученные 
МНК-оценки параметров являются смещенными. При этом может наблюдаться хорошее 
совпадение экспериментальных и модельных данных, но разница между истинными значе-
ниями и оценкой может быть достаточно большой.
Ключевые слова: авторегрессионная модель, конечно-разностные уравнения, идентифи-
кация, МНК-оценки, смещенные оценки параметров модели.
Annotation. The author analyzes the possibility of using autoregressive models to identify the 
difference equations of nonstationary distributed systems. The proposed method is based on a 
comparative analysis of finite-difference representations of the model under study and an autore-
gressive description of time series of observations. In the framework of this paper it is shown that 
even with a slight noisy experimental data, reliable identification of model parameters within 
the framework of the described methods for describing dynamical systems is unsatisfactory, the 
derived OLS estimates of the parameters are biased. In this case, good agreement between the 
experimental and model data can be observed, but the difference between the true values and the 
estimate can be quite large.
Keywords: autoregressive model, finite difference equations, identification, OLS estimates, bi-
ased estimates of model parameters.

ВВЕДЕНИЕ 
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Проблема достоверной идентификации 
параметров математической модели по экспе-
риментальным данным является важнейшей 
проблемой в различных областях науки. В ра-
ботах [1, 2] показано, что одним из эффектив-
ных методов параметрической идентифика-
ции динамических систем является метод, в 
основе которого лежит разработка и исследо-

вание линейно-параметрических дискретных 
моделей, описывающих в форме разностных 
схем многомерные динамические процессы. 
В работе представлено решение задачи для 
двумерного динамического процесса. Одна-
ко достаточное совпадение модельных и экс-
периментальных зависимостей еще не сви-
детельствует о действительно достоверной 
идентификации параметров в рассматривае-
мой модели.

В рамках данной работы показано, что 
даже при незначительном зашумлении экспе-
риментальных данных достоверная иденти-
фикация параметров модели в рамках рассма-
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триваемых методов описания динамических 
систем является неудовлетворительной, по-
лученные МНК-оценки параметров являются 
смещенными. При этом может наблюдаться 
хорошее совпадение экспериментальных и 
модельных данных, но разница между истин-
ными значениями и оценкой может быть до-
статочно большой.

Итак, рассмотрим подробно саму идею 
методики идентификации.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ. 
РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ 

И ИХ СОПОСТАВЛЕНИЕ 
С МОДЕЛЬЮ МНОГОМЕРНОГО 

ВРЕМЕННОГО РЯДА

Будем рассматривать широкий класс про-
странственно-распределенных динамических 
систем, для которых характерны диффузи-
онные процессы, процессы адвекции или их 
сочетание. Соответствующее дифференци-
альное уравнение в частных производных с 
начальными и граничными условиями имеет 
следующий общий вид:
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где ϑ  – скорость адвекции, D  – коэффици-
ент диффузии, l  – пространственная коорди-
ната.

Источником информации о поведении си-
стемы являются данные натурных измерений 
переменной t
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лого шума» – t t t
i i ix y ε= +  в последовательные 

моменты времени 0,1,t =   в узлах одномер-
ной пространственной регулярной сетки 

0,1, , ,i n=   т. е. многомерный временной 
ряд. Рассмотрение одномерной сетки ничем 
не ограничивает дальнейшие исследования, 
зато позволяет избежать громоздких постро-
ений, характерных для плоских и объемных 
пространств.

Пусть в рассматриваемой системе могут 
протекать процессы диффузии и адвекции. 
Утверждать, что поведение системы опреде-
ляется одним из указанных процессов или 
действуют оба процесса одновременно, нет 

достаточных оснований. Также неизвестны 
параметры (1), которые рассматриваются как 
константы, полученные в результате усредне-
ния по времени.

Для решения задачи составим явные трех-
точечные разностные схемы для уравнений 
каждого из вариантов структуры процессов:
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диффузия в неподвижной среде
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Представим разностные схемы (2)–(4) в 

виде обобщенной рекуррентной зависимости 
для произвольного узла i  с начальными и 
граничными условиями:

1
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где iα  – коэффициенты, вид которых опреде-
ляется вариантом структуры процессов.

Начальные и граничные условия задаются 
как результаты натурных измерений, поэтому
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Заметим, что в соответствии со свойством 
консервативности [3] сумма коэффициентов 
правой части выражений (2)–(4) равна еди-
нице. Соответственно 3

1
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Моделирование многомерного временно-
го ряда будем осуществлять в классе линей-
ных стохастических моделей авторегрессии 
[3]. Допустим, что в каждом узле регулярной 
сетки протекает марковский процесс без по-
следействия, и временные ряды в смежных 
узлах имеют высокие значения коэффициен-
тов линейной корреляции, что обуславливает 
рассмотрение многомерных рядов. Такие до-
пущения позволяют специфицировать стоха-
стическую модель в i -м узле в виде

( )1 1
1 1 1 1 2 3 1/ , , ;t t t t t t t t

i i i i i i i ix M x x x x a x a x a x+ +
− + − += = + +

2, , 2;i n= −  0,1, ,t =                 (6)
где 1 2 3, ,a a a  – оценки параметров авторе-
гресcии.

Вычисления по выражениям (5) и (6) су-
щественно различаются, несмотря на их ка-
жущееся сходство. Выражение (5) представ-
ляет собой рекуррентную формулу для 
вычисления модельных значений переменной 
y  в трех попарно смежных узлах сетки, с ус-
ловной устойчивостью, следовательно, и схо-
димостью к решению соответствующего диф-
ференциального уравнения. Выражение (6) 
позволяет вычислять модельные значения 
случайной переменной x  в тех же узлах, но 
автономно для каждого узла в каждый мо-
мент времени, как это определяется форму-
лой (6). Различие в вычислительных алгорит-
мах (5) и (6) затрудняет сравнение результатов 
вычислений.  В частности, для целей прово-
димого исследования важно показать, что 
выражение (6) отличается от классической 
авторегрессии на величину смещения, что в 
свою очередь порождает смещение МНК- 
оценки параметров модели.

Смещение МНК-оценок подробно описа-
но в [4]. Применимо к нашему случаю проде-
лаем ряд известных преобразований, чтобы 
показать смещенность оценок параметров 
исследуемой модели.  

Перепишем модель (5) в виде
( )1 Tk k

iy y α+ =                          (7)
Запишем выражение (7) с учетом вида на-

блюдаемых значений
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Вычислим скалярное произведение 
( ) :

Tkε α

( ) 1.
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iε α ε +=                           (9)

Для перехода к уравнению авторегрессии 
найдем условное математическое ожидание 
(8):
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или с учетом ( ) ( )1/ 0k k
i iM X Mε ε += =

( ) ( )1 1 / ,
Tk k k k

i i ix x M Xε α ε+ += −          (11)

где 3kX X ×=  – матрица результатов наблюде-
ний в узлах 1,i −  ,i  1,i +  формируемая в мо-
менты времени от 0 до .k  

Выражение (11) отличается от классиче-
ской авторегрессии на величину ( )1 / ,k

iM Xε +
  

что является следствием зависимости помехи 
от объясняющих регрессоров. Это порожда-
ют смещение МНК-оценки параметров .α  

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

Диффузия и адвекция являются харак-
терными процессами, определяющими изме-
нение состояния земной атмосферы. В част-
ности, именно эти процессы определяют 
динамику температурных полей на заданных 
изобарических поверхностях [5, 6]. Актуаль-
ной задачей метеорологии является опреде-
ление структуры и параметров атмосферных 
процессов. Покажем, что решение этой за-
дачи возможно по результатам регулярных 
наблюдений за температурой атмосферного 
воздуха над заданным участком земной по-
верхности.

Для экспериментальной апробации ис-
пользовались статистические данные реана-
лиза параметров атмосферы за 2012 год [7]. 
Данные представляют собой ежедневные 
значения температуры в узлах плоской регу-
лярной сетки с шагом 2,5°. Рассматривались 
результаты наблюдений температуры при ге-
опотенциале 300 ГПа в узле сетки с коорди-
натами 35° северной широты; 7,5° восточной 
долготы. 
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По указанным данным была построена 
одномерная модель множественной авторе-
грессии

1
7,5 5 7,5 102,27 3,03 1,76 ,t t t tx x x x+ = − +         (12)

где 0,1,t = 

В работах [8, 9] было показано, что по-
лученные значения параметров лучше всего 
соответствуют процессу диффузии. Числен-
ное решение уравнения диффузии было по-
лучено по зашумленной неявной разностной 
схеме (условие устойчивости явной схемы не 
выполняется).

Уровни наблюдаемого временного ряда 
температур, результаты моделирования с 
использованием авторегрессии (12) и реше-
ние уравнения диффузии с использованием 
неявной разностной схемы представлены на 
рис. 1.

Визуальный анализ демонстрирует хо-
рошее совпадение модельных и экспери-
ментальных зависимостей. Тем не менее, 
сравнительный анализ параметров модели 
одномерной множественной авторегресии 
(12) и найденных мнк-оценок параметров за-
шумленной разностной схемы, представлен-
ный в табл. 1, показывает сильное расхожде-
ние полученных результатов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в рамках данной работы 
показано, что даже незначительное зашумле-
ние экспериментальных данных не позволяет 
проводить достоверную идентификацию па-
раметров модели в рамках рассматриваемых 
методов описания динамических систем, при 
этом наблюдается хорошее совпадение мо-
дельных и экспериментальных зависимостей, 
однако полученные МНК-оценки являются 
смещенными, а значения параметров модели 
существенно различаются.
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