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СОВРЕМЕННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ РАЗРАБОТКИ 
ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ

ВВЕДЕНИЕ

В данной работе, являющейся расширен-
ным вариантом материала доклада, представ-
ленного на Международную конференцию 
«ВВМШ-2017» [1] (секция «Качественные 
методы математического моделирования») и 
продолжающей исследования свойств мате-
матической модели ламинарного погранич-
ного слоя (ЛПС) электропроводящего газа 
на проницаемых цилиндрических и сфери-
ческих поверхностях гиперзвуковых лета-
тельных аппаратов (ГЛА) [2], представлены 
результаты вычислительных экспериментов, 
не вошедшие в [3, 4].

Для специального случая значения управ-
ления – температурного фактора (ТФ) 

(0) 1:τ =w
1) проводится анализ алгебраических си-

стем второго приближения ((15) и (31) из [2]), 
позволяющих определить параметры погра-
ничного слоя в окрестности точки торможе-
ния (ТТ);

2) изучается решение «укороченных» ал-
гебраических систем в точке торможения в 
зависимости от изменения управлений – вду-
ва и магнитного поля (МП);

3) определяются локальные характери-
стики тепломассообмена (ТМО) (тепловой 
поток 0q  и коэффициент 0f  при значащей 
степени касательного напряжения трения 

mpf ) из «укороченных» алгебраических си-
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стем для значений вдува 0 [0;1]∈m  и МП 
2 4

0 0 (0) [0;5 10 ]σ= ∈ ⋅s B  [ / ].⋅Тл Ом м

1. ОБ ОДНОЗНАЧНОЙ ЗАВИСИМОСТИ 
ЛОКАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ 

ТЕПЛОМАССООБМЕНА 
ОТ УПРАВЛЯЮЩИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ 

В ТОЧКЕ ТОРМОЖЕНИЯ ПРИ (0) 1τ ≠w

В процессе численного решения нелиней-
ных алгебраических систем (15) и (31) из [2] 
вариант метода Ньютона использует метод 
Гаусса решения систем линейных алгебраиче-
ских уравнений. При (0) 1τ =w  метод Гаусса 
регистрирует падение ранга матрицы част-
ных производных с 4 до 2. Проанализируем 
причины уменьшения ранга и определим фи-
зически реализуемую ветвь решения.

Для этого в диапазоне [0,75;1,25]  значений 
0 (0)τ τ= w  расширим, приведённые в работах 

[3–5] утверждения о характере зависимости  
параметров пограничного слоя – функций 

0 0 0 0( , , ),θ τm s  1( ),θ   0 ( ),ω   1( ),ω   и параме-
тров ТМО – функций 0 0 0 0(0; , , )τ=q q m s  и 

0 0 0 0( , , ),τ=f f m s  от управляющих воздей-
ствий 0 0 0( , , )τm s  в ТТ.

Пусть фиксированы значения неизменяе-
мых параметров: 

число Маха [10;40],∞ ∈M                    (1)
высота полёта [10;30]∈H  [ ],км        (2)
радиус тела [0,1;1]∈R  [ ].м                  (3)

Пусть диапазоны изменения управляющих 
параметров в ТТ ограничены следующим об-
разом: 

0 (0) [0;1],= ∈m m                      (4)
2 4

0 0 (0) [0;5 10 ]σ= ∈ ⋅s B  [ / ].⋅Тл Ом м      (5)
Для малого значения 0ε >  введём два ди-

апазона изменения 0:τ
[0,75;1 ],ε ε<Τ = −                        (6)

[1 ;1,25].ε ε>Τ = +                        (7)

Утверждение 1. В условиях (1)–(5) зависи-
мости 0 ,θ  1,θ  0 ,ω  1ω  от 0 ,m  0 ,τ  0s  приведе-
ны в следующей таблице (где 0,1=k ):

Таблица 1
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Утверждение 2. В условиях (1)–(5) зависи-
мости 0 ,q  0f  от 0 ,m  0 ,τ  0s  приведены в сле-
дующей таблице:

Таблица 2
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0 0
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0
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ε
<

<

∈Τ
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0
0 0( ) max 0.

ετ
ε

>

>

∈Τ
= <q q

Замечания. 1) В таблицах 1 и 2 если не 
указан вариант диапазона (6) или (7), то ре-
зультат верен для них обоих.

2) Величины ,min 0,θ >k  0,min 0>f  зависят 
от параметров в условиях (1)–(5) и границ 
0,75  и 1,25  в (6) и (7), но не зависят от .ε

2. ВЫВОД УКОРОЧЕННЫХ СИСТЕМ 
УРАВНЕНИЙ

Для боковой поверхности прямого круго-
вого цилиндра алгебраическая система (15) 
из [2] имеет вид: 

0 1 0 118 (0) 10 7 8 10θ θ ω ω− − + + +m



7ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2017, № 4

Об одном специальном случае значения управления …

0 1

0 1

34 (0) 32 (0)
θ θ

+ − +
b C b C

( )2
0 0 0 1 0 1

1 5 10 4 11 0,
5

θ θ ω ω+ ⋅ + − − =C B    (8)

0 1 0 112 (0) 4 7 4 8θ θ ω ω− − − + +m

0 1

0 1

20 (0) 16 (0)
θ θ

+ − +
b C b C

( )2
0 0 1 0 1

2 5 4 0,
5

θ ω ω+ ⋅ − − =C B            (9)

( )( ) 0 01 0 0,τ θ ω− ⋅ − =w               (10)
2 2

0 0 0 01
0 1 2

0 0 1 0

(0)6 (0) 4 4 6ω ω ωωω ω
θ θ θ θ

− − + + + +
b Cm

0 0 01 1

0 0 1 1 0

(0) (0)1 1 3 4 4
Pr

b bC ω ωω
θ θ θ θ θ

   + + − + − −   
    

0 0 1

0 0 1

6 (0) 3 4
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ω ω
θ θ θ

 
− − + + 
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 
+ − − = 
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B C      (11)

где (обозначения по [2])

0

1 1 ,
e

PC
P

γ
γ

∞
 −

= −  
 

 
0 0
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0 .

e e

V lC C
h

σ
ρ

=

Для всевозможных последовательностей 
0, 1,2,( ) ,τ −

= j j  0, 1,2,( ) ,τ +
= j j  таких, что 

0, [0,75;1)τ − ∈j  и 10,τ −
→j  при ,→∞j

0, (1;1, 25]τ + ∈j  и 10,τ +
→j  при ,→∞j

найдём [3] решения 0, 1, 0, 1,( , , , )θ θ ω ω± ± ± ±
j j j j  систе-

мы (8)–(11). В соответствии с Утверждени-
ем 1 (см. таблицу 1) для 0,1=k

, 0,θ ± >k j   , 0,ω− <k j   , 0.ω+ >k j

Из (10) следует (поскольку 0, 0θ ± >j ), что 

0, 0ω± →j   при .→∞j              (12)
Замечание. Отсюда следует, что для 0 ( )ω ε<  

и 0 ( )ω ε>  из Утверждения 1 верно: 0 ( ) 0ω ε< →  
и 0 ( ) 0ω ε> →  при 0.ε →

Далее, уравнение (11) с учётом (12) экви-
валентно (поскольку 1, 0θ ± >j )

2 2
1, 0 0 1, 0 0 1,

0
0,

0,

1 11 1
5 4

(0)51 ( ),
Pr

j j j

j
j

B C B C

Cb O

ω ω θ

ω
θ

± ± ±

±
±

   − + − +      
 + − = 

  
  (13)

Учитывая, что для двух множителей в ле-
вой части (13) физически реализуемым [2] 
(при (0) 1τ =w  локальный тепловой поток 

0 0=q ) является случай 1, 0ω± →j  (для →∞j ), 
систему уравнений (8), (9) перепишем в виде 

0 1
0, 1,

0, 1,

34 (0) 32 (0)18 (0) 10 7θ θ
θ θ

± ±
± ±− − + − +j j

j j

b C b Cm

( )2
0 0 0, 1, 0, 1,2 ( ) ( ),θ θ ω ω± ± ± ±+ ⋅ + = +j j j jC B O O  (14)

0 1
0, 1,

0, 1,

20 (0) 16 (0)12 (0) 4 7θ θ
θ θ

± ±
± ±− − + − +j j

j j

b C b Cm

2
0 0 1, 0, 1,2 ( ) ( ).θ ω ω± ± ±+ ⋅ = +j j jC B O O         (15)

В силу произвольности последовательно-
стей 0, 1,2,( )τ ±

= j j  и компактности множества 
(1)–(5) окончательно получим (для 0 1 0ω ω= = ):

0 1
0 1

0 1

34 (0) 32 (0)18 (0) 10 7θ θ
θ θ

− − + − +
b C b Cm

( )2
0 0 0 12 0,θ θ+ ⋅ + =C B                 (16)

0 1
0 1

0 1

20 (0) 16 (0)12 (0) 4 7θ θ
θ θ

− − + − +
b C b Cm

2
0 0 12 0.θ+ ⋅ =C B                     (17)

Для поверхности сферического носка ал-
гебраическая система (31) из [2] при (0) 1τ =w  
и 0 1 0ω ω= =  аналогичным образом приво-
дится к виду: 

0 1
0 1

0 1

34 (0) 32 (0)18 (0) 11 7θ θ
θ θ

− − + − +
b C b Cm

( )2
0 0 0 12 0,θ θ+ ⋅ + =C B                 (18)

0 1
0 1

0 1

20 (0) 16 (0)12 (0) 4 8θ θ
θ θ

− − + − +
b C b Cm

2
0 0 12 0.θ+ ⋅ =C B                      (19)

3. ОБЛАСТИ ДОПУСТИМЫХ ЗНАЧЕНИЙ 
«ТЕПЛО – ТРЕНИЕ»

Приведём для 0 [0,75;1,25]τ ∈  рисунки, 
дополняющие иллюстрации статьи [4], в ко-
торых 0 [0;0,999].τ ∈  При 0 1τ ≠  в расчётах 
использованы полные системы (15) и (31) из 
[2], при 0 1τ =  – системы (16), (17) и (18), (19) 
с 0 1 0.ω ω= =  Случаям обтекания боковой по-
верхности прямого кругового цилиндра соот-
ветствуют рисунки с нечётными номерами, 
случаям обтекания поверхности сферическо-
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го носка – с чётными. Расчёты проведены при 
10,∞ =M  0,1=R  [ ],м  10=H  [ ]км  для удоб-

ства сравнения с результатами [3, 5–10]. Раз-
мерность [ / ]⋅Тл Ом м  управляющего параме-
тра 0s  для краткости далее в тексте не 
приводится.

Обозначим [0;1],=cM  [0,75;1,25],Τ =c

4[0;5 10 ],= ⋅cS  05 {0;0,05; ;1},= 

dM  

25 {0;0,25; ;1},= 

dM  05 {0,75;0,80; ;1,25},Τ = 

d  

15;10 {0,75;0,90;1,00;1,10;1,25},Τ =d  
3 3

25 {0;25 10 ;50 10 }.= ⋅ ⋅dS
На рис. 1 и 2 МП отсутствует, сетка обра-

зована семействами линий 
{ }{ }0 0 0 0 0 05 0( , , ) | | , 0 ,τ τ∈ ∈ =c dm s m M T s

{ }{ }0 0 0 0 0 05 0( , , ) | | , 0 .τ τ ∈Τ ∈ =c dm s m M s

На рис. 3 и 4 представлены три семейства 
линий, соответствующих сочетаниям варьи-
руемых параметров:

{ }{ }0 0 0 0 0 15;10 0 25( , , ) | | , ,τ τ= ∈ ∈Τ ∈c d dM m s m M s S

{ }{ }0 0 0 0 0 25 0 25( , , ) | | , ,τ τΤ = ∈Τ ∈ ∈c d dm s m M s S

{ }{ }0 0 0 0 0 25 0 15;10( , , ) | | ,τ τ= ∈ ∈ ∈Τc d dS m s s S m M

и отмечены точки 1,A  1,B  1,C  1D  (сочетания 
значений параметров, характеризующие их, 
указаны в скобках):

1A : ( 0 0,=m  0 0,75,τ =  0 0=s ),

1B : ( 0 1,=m  0 0,75,τ =  0 0=s ),

1C : ( 0 0,=m  0 1,25,τ =  0 0=s ),

1D : ( 0 0=m , 0 0,75τ = , 4
0 5 10= ⋅s ).

Рис. 5 и 6 демонстрируют влияние МП 0:s  
приведены линии семейств M  и .Τ  Рис. 7 и 
8 демонстрируют влияние ТФ 0:τ  приведены 
линии семейств M  и .S  На рисунках помечен 
случай 0 1,τ =  соответствующий вырожде-
нию области 0 0{( , )}Ω = q f  в линию 0( 0).=q  
Также можно отметить различие ориента-
ций элементарных площадок 0 0( , )dm ds  при 

0 1τ <  и при 0 1.τ >  Рис. 9 и 10 демонстриру-
ют влияние вдува 0:m  приведены линии се-
мейств Τ  и .S

  

Рис. 1. Область 0 0{( , )}Ω = q f  в отсутствии 
МП ( 0 0=s ) для случая цилиндра

Рис. 2. Область 0 0{( , )}Ω = q f  в отсутствии 
МП ( 0 0=s ) для случая сферы

Рис. 3. Три семейства линий 
(случай цилиндра)
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Рис. 4. Три семейства линий (случай сферы)

Рис. 5. Области допустимых значений 
0 0{( , )}Ω = q f  в случае цилиндра для 0 25∈ ds S

Рис. 6. Области допустимых значений 
0 0{( , )}Ω = q f  в случае сферы для 0 25∈ ds S

Рис. 7. Области допустимых значений 
0 0{( , )}Ω = q f  в случае цилиндра для 0 15;10τ ∈Τd

Рис. 8. Области допустимых значений 
0 0{( , )}Ω = q f  в случае сферы для 0 15;10τ ∈Τd

Рис. 9. Области допустимых значений 
0 0{( , )}Ω = q f  в случае цилиндра для 0 25∈ dm M
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4. ОБ ОДНОЗНАЧНОЙ ЗАВИСИМОСТИ 
ЛОКАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ 

ТЕПЛОМАССООБМЕНА 
ОТ УПРАВЛЯЮЩИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ 

В ТОЧКЕ ТОРМОЖЕНИЯ ПРИ (0) 1τ =w

Для случая 0 1τ =  дополним таблицу 2 из 
Утверждения 2, а также приведём вариант 
Утверждений 4–6 из [4].

Утверждение 3. В условиях (1)–(5) зависи-
мости 0 0 0 0(0; , , )τ=q q m s  от 0 ,m  0 ,τ  0s  при 

0 1τ =  имеют вид

0 0,=q  0

0

0,∂
=

∂
q
m

 0

0

0,
τ
∂

<
∂

q  0

0

0,∂
=

∂
q
s

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

( , ) ( , )det
( , ) ( , )

0 0,

τ τ

τ τ

∂
= =

∂

∂ ∂ ∂
= ⋅ − ⋅ <

∂ ∂ ∂

D q f q f
D m m

f q f
m

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

( , ) ( , )det
( , ) ( , )

0 0,

τ τ

τ τ

∂
= =

∂

∂ ∂ ∂
= ⋅ − ⋅ >
∂ ∂ ∂

D q f q f
D s s

q f f
s

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

( , ) ( , )det
( , ) ( , )

0.

∂
= =

∂

∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ − ⋅ =
∂ ∂ ∂ ∂

D q f q f
D m s m s

q f q f
m s s m

Дополним рис. 7 и 8 для случая 0 1τ =  гра-
фиками зависимостей (аналогично [3, 5]) 0 ,θ  

1θ  (рис. 11, 12) и 0f  (рис. 13, 14) от 0 ∈
cm M  

при 0 25∈ ds S  и от 0 ∈
cs S  при 0 25.∈ dm M

Рис. 10. Области допустимых значений 
0 0{( , )}Ω = q f  в случае сферы для 0 25∈ dm M

Рис. 11. Зависимости 0θ , 1θ  от 0
cm M∈  

при 0 1τ =  для 0 25∈ ds S

Рис. 12. Зависимости 0 ,θ  1θ  от 0
cs S∈  

при 0 1τ =  для 0 25∈ dm M

Рис. 13. Зависимости 0f  от 0
cm M∈  

при 0 1τ =  для 0 25∈ ds S

Рис. 14. Зависимости 0f  от 0
cs S∈  

при 0 1τ =  для 0 25∈ dm M
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Об одном специальном случае значения управления …

На рис. 11 нижние и на рис. 13 верхние кри-
вые соответствуют 0 0,s =  на рис. 12 нижние и 
на рис. 14 верхние кривые соответствуют 

0 0.m =

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Анализ свойств математической модели 
управления ламинарным пограничным сло-
ем на проницаемых поверхностях гиперзву-
ковых летательных аппаратов для одного 
специального случая значения температур-
ного фактора в точке торможения позволяет 
изучить характер влияния вдува и магнитно-
го поля на характеристики тепломассообмена 
и учесть его при проведении дальнейших ис-
следований (в частности, при решении обрат-
ных и оптимизационных задач).

Работа выполнена при финансовой под-
держке Министерства образования и науки 
Российской Федерации (уникальный иденти-
фикатор соглашения – RFMEFI57715X0195).

Работа выполнена при поддержке Мини-
стерства образования и науки Российской 
Федерации, госконтракт в рамках 220-го по-
становления № 14.Z50.31.0023.
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