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ВВЕДЕНИЕ

В практике создания гиперзвуковых лета-
тельных аппаратов (ГЛА) применяют различ-
ные способы пассивной и активной тепловой 
защиты (ТЗ) их поверхностей, обусловленные 
разнообразием их конструкций и специфиче-
скими условиями полёта в плотных слоях ат-
мосферы (диссоциацией и ионизацией) [1–3]. 
Одним из наиболее эффективных и распро-
странённых способов активной ТЗ является 
тепломассообменный путём вдува газа-охла-
дителя в пограничный слой с поверхности 

ГЛА. Применение газовых завес, создаваемых 
локальным или распределённым вдувом газа 
(подаваемого по нормали или тангенциаль-
но) через щели [4], отверстия [5] или пори-
стую поверхность [6], расположенных в зо-
нах максимального аэротермохимического 
нагружения, позволяет при установившемся 
режиме существенно повысить надёжность 
работы конструкции при сохранении пер-
воначальной геометрической формы ГЛА, и, 
как следствие, аэродинамических характери-
стик на протяжении всего полёта.

Наиболее важным представляется рассмо-
трение слабого вдува [7, 8], обеспечивающего 
равномерное, локально безотрывное вытека-
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ние газа на охлаждаемую поверхность, при 
котором сам вдуваемый охладитель не ока-
зывает значимого влияния на распределение 
скорости набегающего потока. По данным ра-
боты [6], в связи с наличием локализованного 
малого объёма с пульсационным движением, 
при слабом вдуве снижение интенсивности 
теплообмена в окрестности критической точ-
ки затруднено. Поэтому предложено закрыть 
некоторую окрестность критической точки 
непроницаемой вставкой из высокотепло-
проводного материала, обладающей хоро-
шим термическим контактом с расположен-
ной ниже по течению проницаемой стенкой.

В данной работе рассматриваются два ва-
рианта организации вдува охладителя: через 
проницаемую пористую поверхность и через 
перфорированный участок поверхности ГЛА.

Следует отметить, что обеспечивающее 
равномерное вытекание газа на охлаждаемую 
поверхность пористое охлаждение обладает 
более низкой прочностью поверхности по 
сравнению с перфорационным. Основной не-
достаток вдува через отверстия по сравнению 
с пористым – турбулизация пограничного 
слоя. С газодинамической точки зрения очень 
важно не допустить (или хотя бы оттянуть) 
момент перехода ламинарного пограничного 
слоя в турбулентный, сопровождающегося 
увеличением интенсивности теплообмена за 
счёт диссипации механической энергии вих-
рей в тепловую.

При решении задач управления погранич-
ным слоем [9], [10] при отсутствии дополни-
тельных ограничений, в качестве решений 
(близких к оптимальным), могут быть взяты 
первые приближения (полученные в анали-
тической форме), которые являются глад-
кими. Однако, при введении ограничений 
вида [11], возникающих из конструкторских 
рекомендаций  [3], а также при ограничени-
ях, обусловленных проблемой недопущения 
перехода пограничного слоя в турбулентное 
состояние [12], получаемые (численным об-
разом) решения стремятся к разрывным, не 
имеющим физической реализации.

В свою очередь, необходимость моделиро-
вания управлений, соответствующих вдуву 
через отверстия [13], приводит в качестве 

одного из вариантов, к использованию «им-
пульсов» («струй») прямоугольного вида, 
имеющих разрывный характер.

Исходя из перечисленных выше сообра-
жений, было принято решение [14] исполь-
зовать функции, аналогичные склейкам, вве-
дённым в работах [15, 16].

Материал данной статьи был частично 
доложен 17 декабря 2015 года на Междуна-
родной научно-технической конференции 
«Актуальные проблемы математики, инфор-
матики и механики», проводимой факульте-
том Прикладной математики, информатики 
и механики Воронежского государственного 
университета [11, 13], и 28 января 2016 года на 
Международной конференции «Воронежская 
Зимняя Математическая Школа С. Г. Крей-
на-2016» [17, 18], а также использован при 
постановке и решении обратных задач тепло-
массообмена на проницаемых поверхностях 
ГЛА [19–21].

1. СПЕЦИАЛЬНЫЕ ЗАКОНЫ ВДУВА 
ДЛЯ ПРОНИЦАЕМЫХ ПОРИСТЫХ 

ПОВЕРХНОСТЕЙ

В случае пористого участка для серии за-
дач с законами вдува специального вида (в 
дальнейшем – специальные законы [14]), учи-
тывающими конструкторские ограничения в 
окрестности критической точки [11]: 

[0; ];
( )

( ) [ ;1],

∗ ∗

∗

 ∈=  ∈
c
opt

m x x
m x

m x x x
при

при
        (1)

где мощность системы, обеспечивающей вдув 
[9, 10, 22], удовлетворяет условию ( ) ≤ cN m N  
для IV( ),= c

cN N m  рассмотрены следующие 
варианты:

закон 1: ( ) 10 ,=m m  ( )1 0 ;≤ analyt
optm m

закон 2: ( )0 0;=m
закон 3: учтена рекомендация работы [6]: 

0,∗ =m  схематически представленные на рис. 1.
Учитывая необходимость обеспечить 

определённый «уровень» слабого вдува, вве-
дём дополнительное газодинамическое огра-
ничение в законы 1–3: 

( ) lim ,≤ weakm x m                          (2)
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О некоторых классах функций ...

где 
lim

IV ,≤c
weakm m

и получим, соответственно, законы 4–6, схе-
матически представленные на рис. 2.

Получаемые численно решения, при уже-
сточении условий

0∗ →m  и/или 1∗ →x  и/или lim
IV ,→ c

weakm m
стремятся к разрывным, не имеющим физи-
ческой реализации.

2. СПЕЦИАЛЬНЫЕ ЗАКОНЫ ВДУВА 
ДЛЯ ПРОНИЦАЕМЫХ 

ПЕРФОРИРОВАННЫХЫХ 
ПОВЕРХНОСТЕЙ

Рассматривается серия задач с законами 
вдува специального вида [13], моделирующи-
ми вдув через отверстия.

В качестве примера на рис. 3 приводится 
вариант закона вдува «убывающий треуголь-
ник», аналогичного «простому» закону I из 
[22], реализованного в случае перфорирован-
ной с отношением / 1/ 5=d h  поверхности, 
где d  – диаметр отверстий, h  – расстояние 
между центрами отверстий, 1/ 5  – соотноше-
ние, рекомендованное в [23].

Необходимость моделирования управле-
ний, соответствующих вдуву через отверстия 
[13], приводит в качестве одного из вариан-
тов, к использованию «импульсов» прямоу-
гольного вида («струй»):

0 1

2 1 2

2 2 1

0 [ ; );
( ) ( ; );

0 ( ; ),
−

+

∈
= ∈
 ∈

k k k

k k

x x x
m x m x x x

x x x

при

при

при

       (3)

имеющих при 0>km  разрывный характер в 
точках стыка 2 1,−kx  2 .kx

3. КЛАССЫ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧ 
ЭФФЕКТИВНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

ПОГРАНИЧНЫМ СЛОЕМ 
НА ПРОНИЦАЕМЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ 

ГИПЕРЗВУКОВЫХ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ 
АППАРАТОВ

Опишем функции, аналогичные склейкам, 
введённым в работах [15, 16].

Пусть для [0;1]=X  фиксировано разбие-
ние 

0 1 10 1.−= < < < < = n nx x x x           (4)

Рис. 1. Законы с ограничением 
на начальном участке

Рис. 2. Законы с условием слабого вдува

Рис. 3. Закон «убывающий треугольник» 
для перфорированной с отношением «1/ 5 » 

поверхности
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На каждом отрезке 1[ ; ],−j jx x  1, ,= j n 
рассматривается свой «элемент» ( )jm x  функ-
ции ( ):m x

( ) ( )= jm x m x    для   1[ ; ].−∈ j jx x x         (5)
В алгоритмическую схему вычислитель-

ного эксперимента для фиксированного це-
лого 0ν ≥  были добавлены следующие воз-
можности.

3.1. Пусть для интервалов 1[ ; ]−j jx x  непре-
рывности элементов ,jm  где 1, , ,= j n  для 

0, ,ν= k  заданы непрерывные функции 
, ( )j kb x  и , ( )j kt x  такие, что

, ,( ) ( )≤j k j kb x t x    для   1[ ; ].−∈ j jx x x     (6)
Потребуем, чтобы искомая склейка ( )m x  

удовлетворяла условиям:
( )

,( ) ( )∈k
j j km x I x    для   1[ ; ],−∈ j jx x x       (7)

где , , ,( ) [ ( ); ( )].=j k j k j kI x b x t x
3.2. Для точек jx  стыка элементов jm  и 
1,+jm  где 1, , 1,= −j n  для 0, ,ν= k  опреде-

лим скачки 

  
( ) ( )

, 1

( ) ( )

( ) ( )

( 0) ( 0).
+∆ = − =

= + − −

k k
j k j j j j

k k
j j

m m x m x

m x m x
          (8)

Пусть заданы ограничения , ,∆ j km  ,∆ j km  
такие, что

, , .∆ ≤ ∆j k j km m                         (9)

Потребуем, чтобы скачки искомой склей-
ки удовлетворяли условиям:

, , , .∆ ≤ ∆ ≤ ∆j k j k j km m m                (10)
Это позволяет выбирать одну из следую-

щих альтернатив.
«Фиксированный размер»:

, , 0;∆ = ∆ ≠j k j km m                    (11)

«необходимость “+ ”»: 

, ,0 ;< ∆ < ∆j k j km m                    (12)

«необходимость “ − ”»: 

, , 0;∆ < ∆ <j k j km m                    (13)

«запрет»: 
, ,0∆ = = ∆j k j km m                    (14)

разрыва. При 
,0 < ∆ j km                           (15)

и/или при
, 0∆ <j km                           (16)

разрыв возможен, но не является обяза-
тельным.

Замечания. 1. В случае, когда ( )jm x  явля-
ются полиномами, склейка является обобще-
нием сплайна.

2. Желательно, чтобы функции , ( )j kb x  и 
, ( )j kt x  имели достаточно простой вид, напри-

мер, это могут быть многочлены невысокой 
степени.

3. Значения 1, ( 0),− −j k jb x  , ( 0),+j k jb x  
1, ( 0),− −j k jt x  , ( 0)+j k jt x  обязаны удовлетво-

рять только условиям (6).
4. Интервальные условия (7) и стыковоч-

ные условия (10) в общем случае могут по-
требовать взаимного согласования.

5. Если на некотором подынтервале 
1[ ; ] [ ; ]∗

∗ −⊂ j jx x x x  для некоторого ,∗k  0 ν∗≤ ≤k  
совпали ограничения:

, ,
( ) ( )∗ ∗=

j k j k
b x t x    для   [ ; ],∗

∗∈x x x      (17)

причём значения ,∗x  ∗x  – точные, т. е. суще-
ствует такое значение 0,δ >  что из 

1[ ; ] ([ ; ] \ [ ; ])j jx x x x x x xδ δ∗ ∗
∗ − ∗∈ − +   следует 

, ,
( ) ( ),

j k j k
b x t x∗ ∗<  то такие ,x∗  ∗x  следует вклю-
чить в систему узлов (4). Процедуру включе-
ния узлов такого типа следует повторять до 
тех пор, пока либо такие подынтервалы не за-
кончатся, либо размер ∗

∗−x x  любого из 
оставшихся не станет меньше заданного по-
рогового значения min 0.δ >  При 0∗ =k  иско-
мая функция ( )m x  является заданной на 
[ ; ]∗∗x x  с помощью (7) и (17), а при 0∗ >k  
функция ( )m x  задана с точностью до ∗k  кон-
стант интегрирования.

6. Если в некоторой внутренней точке ∗x  
интервала 1[ ; ]−j jx x  для некоторого ,∗k  
0 ν∗≤ ≤k  совпали ограничения: 

, ,
( ) ( ),∗ ∗

∗ ∗=
j k j k

b x t x                    (18)

причём ∗x  – изолированная точка такого 
типа, т. е. существует такое значение 0,δ >  
что из 1[ ; ] [ ; ]j jx x x x xδ δ∗ ∗

−∈ − +   при ∗≠x x  
следует , ,

( ) ( ),
j k j k

b x t x∗ ∗<  то такую точку сле-
дует включить в систему узлов (4). Процедуру 
включения узлов такого типа следует повто-
рять до тех пор, пока либо они не закончатся, 
либо включение любого из таких оставшихся 
узлов в систему (4) будет давать интервал 
длины меньше заданного порогового значе-

Г. Г. Бильченко, Н. Г. Бильченко
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ния min 0.δ >  Искомая функция ( ),m x  должна 
удовлетворять точечному условию (7), (18). 
После включения в систему узлов для этой 
точки устанавливается запрет разрыва (13) с 
порядком .∗k

4. АЛГОРИТМИЧЕСКИЕ ОСОБЕННОСТИ 
ПРИМЕНЕНИЯ МНОГОЧЛЕНОВ

Среди представимых на ЭВМ функций, 
одним из наиболее простых вариантов, по-
зволяющих удовлетворить условиям (7), яв-
ляются многочлены. Учитывая необходимость 
контроля условий (7) на концах интервалов: 

( )
1 , 1 , 1( 0) [ ( 0); ( 0)],− − −+ ∈ + +k

j j j k j j k jm x b x t x   (19)
( )

, ,( 0) [ ( 0); ( 0)],− ∈ − −k
j j j k j j k jm x b x t x      (20)

а также условий (10), удобно, в качестве то-
чек, в которых задаются параметры многоч-
ленов, использовать границы 1,−jx  jx  интер-
валов (4). Поскольку количества условий: 
( 1)ν +  на левом и ( 1)ν +  на правом конце ин-
тервала, то в качестве многочлена может быть 
использован специальный случай интерполя-
ционного многочлена Эрмита (по двум уз-
лам) степени 2 1 2 1.µ ν− ≥ +

4.1. Пусть для <a b  и 1µ ≥  на интервале 
[ ; ]a b  в качестве начального приближения ( )f x  
управления заданы значения ( 1)

1, ,( ( ))p
pf a µ

−
= 

, 
( 1)

1, ,( ( )) µ
−

= 

p
pf b  производных порядков от 0 

до 1µ −  в точках a  и .b  Для получения ин-
терполяционного многочлена составим 
(специального вида) таблицу разделённых 
разностей. В левом и верхнем её заголовках 
разместим указанные значения производных

( 1)

,0
( )( , , ) ,

( 1)!

−

= =
−





p

p
p

f af f a a
p
( 1)

0,
( )( , , )

( 1)!

−

= =
−





q

q
q

f bf f b b
q

           (21)

и, обозначив ,∆ = −b a  вычислим 
1, , 1

, ( , , , , , ) − −−
= =

∆
 

 

p q p q
p q

p q

f f
f f a a b b

для   , 1, , .µ= p q                 (22)
В табл. 1 и далее стрелка вправо означает 

построение «по a , затем по b », а стрелка вле-
во – «по b , затем по a ».

Интерполяционный многочлен Эрмита, 
построенный по узлам a  и b, может быть за-
писан в следующих формах: 

, ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )µ µ µ µ
→ →= + =P x a b L x a b H x a b   (23)

( ; , ) ( ; , ).µ µ
← ←= +L x a b H x a b                (24)

Здесь и далее L  – «младшая», а H  – «стар-
шая» части:

1

0
( ; , ) ( ) ,

µ

µ λ
−

→ →

=

= ⋅ −∑ k
k

k
L x a b x a  

1

0
( ; , ) ( ) ( ) ,

µ
µ

µ η
−

→ →

=

= − ⋅ ⋅ −∑ k
k

k
H x a b x a x b   (25)

1

0
( ; , ) ( ) ,

µ

µ λ
−

← ←

=

= ⋅ −∑ k
k

k
L x a b x b

1

0
( ; , ) ( ) ( ) ,

µ
µ

µ η
−

← ←

=

= − ⋅ ⋅ −∑ k
k

k
H x a b x b x a    (26)

1,0 ,λ→
+=k kf  , 1,µη→

+=k kf  0, 1,λ←
+=k kf  1, ,µη←

+=k kf  

0, , 1.µ= −k                         (27)

Таблица 1

0 0,1 ( )λ←= =f f b 0,2 ( )′=f f b


( 1)

0,
( )

( 1)!

µ

µ µ

−

=
−

f bf

0 1,0 ( )λ→= =f f a 1,1f 1,2f
 0 1,µη← = f

2,0 ( )′=f f a 2,1f 1,2 2,1
2,2

−
=

∆
f f

f  2,µf

    

( 1)

,0
( )

( 1)!

µ

µ µ

−

=
−

f af 0 ,1µη→ = f ,2µf  ,µ µf

О некоторых классах функций ...
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В частности, [24] при 2µ =  многочлен 
(23), (24) может быть записан в следующих 
формах:

2,2 1,0 2,0

2
2,1 2,2

( ; , ) ( )

( ) ( )

P x a b f f x a

x a f f x b

 = + ⋅ − + 
 + − ⋅ + ⋅ − = 

    (28)

0,1 0,2

2
1,2 2,2

( )

( ) ( ) ,

f f x b

x b f f x a

 = + ⋅ − + 
 + − ⋅ + ⋅ − 

        (29)

где разделённые разности:

1,1
( ) ( ) ,−

=
−

f b f af
b a

 1,1
1,2

( )
,

′ −
=

−
f b f

f
b a

1,1
2,1

( )
,

′−
=

−
f f a

f
b a

1,2 2,1 1,1
2,2 2

( ) ( ) 2
.

( )
′ ′− + − ⋅

= =
− −

f f f b f a f
f

b a b a
   (30)

Для расчёта разностей (22) требуется 2µ  
операций деления (далее в оценках сложно-
сти везде подразумеваются операции над ве-
щественными числами) и 2µ  делений (21) на 
факториалы. Для расчёта одной формы ((23) 
или (24)) требуется 2µ  ячеек памяти, для 
двух нужно (4 1).µ −

4.2. Построение многочлена можно прове-
сти по-другому: предварительно подготовить 
«базовые» полиномы [25], т. е. для заданных 

,a  ,b  µ  построить систему ,0 0, 1, ,( , ) µ==
p p pF F F  

таких, что 

( 1)
,0

1 ;
( ) !

0 ,

δ−
 ⋅ == 
 =

k
jk

j

x a
F x k

x b

при

при

( 1)
0,

0 ;
( ) 1

!
δ

−
=

= 
⋅ =

k
j k

j

x a
F x

x b
k

при

при
      (31)

для , 1, , ,µ= j k  где дельта Кронекера 
0 ;
1 .

δ
≠

=  =
k
j

j k
j k

при

при

В этом случае
1

( 1)
, ,0

0
1

( 1)
0,

0

( ; , ) ( ; , ) ( )

( ; , ) ( ).

µ

µ µ

µ

−
−

=

−
−

=

= ⋅ +

+ ⋅

∑

∑

k
k

k

k
k

k

P x a b F x a b f a

F x a b f b
  (32)

В частности, для 2:µ =  

1,0F 0 0 2,0F 0 0

1 1

1−
∆ 2

1+
∆

0 0 0

0 2

1−
∆ 3

2+
∆

1 1

1−
∆ 2

1+
∆

1
1,0

2 1
2 3

( ; , ) 1 0 ( )

1 2( ) ( )

 = + ⋅ − + 
− + + − ⋅ + ⋅ − = ∆ ∆ 

F x a b x a

x a x b
         (33)

1

2 1
2 3

0 0 ( )

1 2( ) ( )

 = + ⋅ − + 
+ + + − ⋅ + ⋅ − = ∆ ∆ 

x b

x b x a
         (34)

1 2 3
2 3

3 21 0 ( ) ( ) ( )− +
= + ⋅ − + − + ⋅ − =

∆ ∆
x a x a x a (35)

1 2 3
2 3

3 20 0 ( ) ( ) ( ) ,+ +
= + ⋅ − + − + ⋅ −

∆ ∆
x b x b x b  (36)

1
2,0

2 1
1 2

( ; , ) 0 1 ( )

1 1( ) ( )

 = + ⋅ − + 
− + + − ⋅ + ⋅ − = ∆ ∆ 

F x a b x a

x a x b
         (37)

1

2 1
2

0 0 ( )

1( ) 0 ( )

 = + ⋅ − + 
+ + − ⋅ + ⋅ − = ∆ 

x b

x b x a
          (38)

1 2 3
1 2

2 10 1 ( ) ( ) ( )x a x a x a− +
= + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − =

∆ ∆
(39)

1 2 3
1 2

1 10 0 ( ) ( ) ( ) .+ +
= + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ −

∆ ∆
x b x b x b  (40)

Формулы для 0,1( ; , )F x a b  и 0,2 ( ; , )F x a b  стро-
ятся по аналогии. Первые две формы: (33), 
(37) и (34), (38) – двухточечные, построенные 
с помощью таблиц разностей. Следующие 
две: (35), (39) и (36), (40) – одноточечные, по-
лученные заменой ( ) ( ) .x a x b− = − + ∆

В общем случае таблица разделённых раз-
ностей для 1,0F  представляет набор коэффи-
циентов при мономах p qa b  в разложении 

,
+− − ∆ 

p qa b  т. е. два фрагмента треугольника 
Паскаля с чередованием знаков по столбцам 
и увеличивающейся степенью ∆  в знаменате-
ле (табл. 2).

Таблицы для ,0pF  могут быть получены из 
1,0F  сдвигом вниз на ( 1)−p  строку (с запол-

Г. Г. Бильченко, Н. Г. Бильченко
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нением верхних освободившихся строк нуля-
ми) и делением полученного результата на 
( 1)!.−p

Таблица для 0,1F  с точностью до замены 
знака и коррекции заголовков повторяет 1,0F . 
Таблицы для 0, pF  получаются из 0,1F  сдвигом 
вправо (с заполнением столбцов нулями) и 
делением на ( 1)!.−p

Таким образом, для 1, ,µ= p  форма «по
a , затем по b » имеет вид:

1

,0
( )( ; , )
( 1)!

−
→ −

= +
−

p

p
x aF x a b

p
11

1
0

( ) ( 1)
( 1)!

( ) ,

µ µ

µ

µ

+−

+ − +
=

− −
+ ⋅ ×− ∆

+ −  
× ⋅ −  
  

∑
k

k p
k

k

x a
p

k p
x b

k

            (41)

11

0, 1
1

( ) ( 1)( ; , )
( 1)!

( ) .
1

µ µ

µ

µ

+ −−
→

+ − +
= −

− −
= ⋅ ×− ∆
+ −  

× ⋅ −  − +  

∑
k p

p k p
k p

k

x aF x a b
p

k p
x b

k p

 (42)

Целесообразно однократно вычислить 
(целочисленное сложение) и сохранить 
( 1) / 2µ µ+ ⋅  биномиальных коэффициентов.

Суммирование всех 2µ  базисных многоч-
ленов (согласованно, одной формы) с 2µ  за-
данными коэффициентами формально тре-
бует 24µ  операций умножения. Однако, в 
двухточечной форме («по a , затем по b ») у 
младшей части ,0 ( ; , )→

pF x a b  отличен от 0  
только один коэффициент, у 0, ( ; , )→

pF x a b  

младшая часть – вся нулевая, а в старшей ча-
сти – нулевые коэффициенты при слагаемых 
( ) ( )µ− ⋅ − kx a x b  для 1,< −k p  т. е. в действи-
тельности требуется 2( ) 3 / 2µ µ+ ⋅  операций 
умножения и подготовка µ  (отрицательных) 
степеней .∆  Первая одноточечная форма («по 
a ») почти всегда имеет µ  ненулевых коэффи-
циентов в старших частях ,0 ( ; , )kF x a b  за счёт 

разложения 
0

( ) ( ) .kk p k p
p

k
x a x b

p
−

=

 
− = − ⋅∆ ⋅ 

 
∑

В отличие от п. 4.1, данный способ хорош 
тем, что при наличии базовых многочленов и 
уже построенного , ( ; , )µ µP x a b  он позволяет 
заменить k  значений в наборе ( 1)

1, ,( ( )) ,µ
−

= 

p
pf a  

( 1)
1, ,( ( )) µ

−
= 

p
pf b  (например, для вариации) за 

(2 )µO k  операций. Если варьируются 2µ=k  
параметров, то способ п. 4.1 – предпочтитель-
нее.

4.3. Для [ ; ]∈c a b  вычисление значения 
, ( ; , )µ µP c a b  требует 2µ  операций умножения.

4.4. Представление («одноточечное» – в 
точке a )

, 2( ; , ) ( ; ),µ µ µ=P x a b T x a
2 1

2
0

( ; ) ( ) ( ) ,
µ

µ

−

=

= ⋅ −∑ k
k

k
T x a t a x a  

( )
2 ( ; )

( ) ,
!

µ=
k

k

T a a
t a

k
0, , 2 1µ= −k                       (43)

может быть получено из (23) за ( )µO  опера-
ций умножения и деления.

Действительно, коэффициенты 0, , 1( ) µλ→
= −k k  

совпадают с ( )kt a  для 0, , 1.µ= −k  Далее, 
по коэффициентам 0, , 1( ) µη→

= −k k  следует най-
ти коэффициенты 0, , 1( )µ µ

→
+ = −k kA  в множителе 

Таблица 2
(0)

0 1,0 ( ) 0λ←= =F b (1)
1,0 ( ) 0=F b



( 1)
1,0 ( ) 0µ− =F b

(0)
0 1,0 ( ) 1λ→= =F a 1

1−
∆ 1 2 1

1
+ −

+
∆

 0

1( 1)
1

µ

µ

µ
η

µ
← − −
= ⋅ −∆  

(1)
1,0 ( ) 0=F a 2 1 1

1
+ −

−
∆

2

2 2 1

2( 1)
1+ −

 −
⋅ ∆  

 2 1

( 1)
1

µ

µ

µ
µ+ −

 −
⋅ −∆  

    

( 1)
1,0 ( ) 0µ− =F a 0

11
0µ

µ
η→ − −

= ⋅ ∆  
2 1

1
1µ

µ
+ −

 +
⋅ ∆  

 2 1

2 2( 1)
1

µ

µ

µ
µ−

− −
⋅ −∆  

О некоторых классах функций ...
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1 1

0 0
( ) ( )

µ µ

µη
− −

→ →
+

= =

⋅ − = ⋅ −∑ ∑k k
k k

k k
x b A x a       (44)

«старшей» части ( ; , )µ
→H x a b  многочлена 

, ( ; , ),µ µP x a b  что требует ( )µO  операций ум-
ножения/деления. Наконец, ( ) →=k kt a A  для 

, , 2 1.µ µ= −k
4.5. Если коэффициенты 2 ( ; )µT x a  извест-

ны, то для ( ; ]∈c a b  представление («одното-
чечное» – в точке c )

, 2( ; , ) ( ; ),µ µ µ=P x a b T x c
2 1

2
0

( ; ) ( ) ( ) ,
µ

µ

−

=

= ⋅ −∑ k
k

k
T x c t c x c  

( )
2 ( ; )

( ) ,
!

µ=
k

k

T c c
t c

k
0, , 2 1µ= −k                       (45)

может быть получено за ( )µO  операций ум-
ножения/деления.

Действительно, по коэффициентам 
0, ,2 1( ( )) = −k k mt a  следует найти коэффициенты 
0, ,2 1( ( )) = −k k mt c  в представлении 

2 1 2 1

0 0
( ) ( ) ( ) ( )

µ µ− −

= =

⋅ − = ⋅ −∑ ∑k k
k k

k k
t a x a t c x c     (46)

многочлена , ( ; , ),µ µP x a b  что требует (2 )µO  
операций умножения/деления. 

4.6. Для [ ; ] [ ; ]⊂a b a b  переход от , ( ; , )µ µP x a b  
к представлению 

, ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ),µ µ µ µ
→ →= +  

  P x a b L x a b H x a b    (47)
1

0
( ; , ) ( ) ,

µ

µ λ
−

→ →

=

= ⋅ −∑ 

 

k
k

k
L x a b x a

1

0
( ; , ) ( ) ( )

µ
µ

µ η
−

→ →

=

= − ⋅ ⋅ −∑ 

 

k
k

k
H x a b x a x b    (48)

может быть выполнен за (3 )µO  операций ум-
ножения/деления. 

Действительно, за (2 )µO  умножений/де-
лений по п. 4.5 или 4.6 найдём 

2 1

2
0

( ; ) ( ) ( )
µ

µ

−

=

= ⋅ −∑  

k
k

k
T x a t a x a            (49)

и определим ( ; , )µ
→



L x a b : ( )λ→ =

k kt a  для 
0, , 1.µ= −k  Далее 

1

0
1

0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ; , ),

µ
µ

µ

µ
µ

µη

−

+
=

−
→ →

=

− ⋅ ⋅ − =

= − ⋅ ⋅ − =

∑

∑

  

 

 

k
k

k

k
k

k

x a t a x a

x a x b H x a b
  (50)

что также требует ( )µO  операций умноже-
ния/деления.

Переход от , ( ; , )µ µP x a b  к , ( ; , )µ µ


P x a b  мо-
жет потребоваться при распространении за-
данных на интервалах непрерывности единых 
начальных приближений на подынтервалы 
(в частности, при добавлении точек в (4)), на 
которых далее (при вариации управлений, 
например, для оптимизации функционалов) 
будут использоваться индивидуальные мно-
гочлены. 

4.7. Для реализации алгоритмов в 4.3–4.6 
использованы варианты схемы Горнера, в 
частности, в 4.4–4.6 – вариант М. Шо и 
Ж. Ф. Трауба [26], имеющий сложность ( )µO  
по умножениям/делениям. Следует отметить, 
что указанный вариант содержит двойной 
цикл, т.е. сложность по сложениям составля-
ет 2( ).µO

4.8. Из приведённых оценок следует, что 
использование явных выражений в качестве 
алгоритмической основы для вычисления 
производных порядка 0, , 1µ= −k  многоч-
лена , ( ; , ):µ µP x a b

( )
, ( ; , )µ µ =kP x a b

1

1,0
! ( )
( )!

µ −−

+
=

⋅ −
⋅ +

−∑
p k

p
p k

p x af
p k

1

, 1
0 0 1 0

µ

µ

−

+
= = = + =

 
+ + × 
 
∑ ∑ ∑ ∑

qk k

q
q s q k s

f         (51)

( )! ! ! ( ) ( )
! ( )! ( ( ))! ( )!

µµ
µ

− − −⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ −
×

⋅ − ⋅ − − ⋅ −

k s q sk q x a x b
s k s k s q s

по сравнению с применением 2 ( ; ),µT x c  где 
( )
, ( ; , ) ! ( )µ µ = ⋅k

kP c a b k t c  для [ ; ],∈c a b  при боль-
ших µ  неоправданно. Следует отметить, что 
при 2µ =  явные формулы имеют вид

(1)
2,2 2,2

2,1 2,0

( ; , ) ( [( ) 2 ( )]
2 ) ( ) ,
= ⋅ − + ⋅ − +

+ ⋅ ⋅ − +

P x a b f x a x b
f x a f

   (52)

(2)
2,2 2,2

2,1

( ; , ) [4 ( )
2 ( )] 2 .

= ⋅ ⋅ − +

+ ⋅ − + ⋅

P x a b f x a
x b f

           (53)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Перечисленные в п. 3 условия и их алго-
ритмический контроль позволили регули-
ровать в ходе вычислительных эксперимен-
тов получение решений требуемого класса. 
В частности, 

Г. Г. Бильченко, Н. Г. Бильченко
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1) реализована возможность решать одно- 
и многоточечные задачи, т.е. когда решение в 
определённых точках заранее фиксируется; 

2) реализована возможность решать зада-
чи смешанного типа, т.е. когда часть решения 
на определённых отрезках заранее фиксиру-
ется;

3) реализована возможность (в заранее 
заданных точках) избирательно как задавать, 
так и запрещать разрывы функции и её про-
изводных; 

4) задавая условия на производные, мож-
но искать, в частности, кусочно-линейные 
или кусочно-постоянные решения. 

Работа выполнена при финансовой под-
держке Министерства образования и науки 
Российской Федерации (уникальный иденти-
фикатор соглашения - RFMEFI57715X0195)

Работа выполнена при поддержке Мини-
стерства образования и науки Российской 
Федерации, госконтракт в рамках 220-го по-
становления №14.Z50.31.0023
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