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ВВЕДЕНИЕ

При моделировании процессов принятия 
решений наиболее значимыми факторами 
являются неопределенность и многокритери-
альность, причем в некоторых исследовани-
ях иногда отмечается, что многокритериаль-
ность является следствием неопределенности. 
Неопределенность имеет разные интерпрета-
ции и обусловлена не только влиянием внеш-
ней среды, но и характеристиками исходной 
информации о ситуации принятия решений. 
И если первый из перечисленных источников 
неопределенности учитывается с помощью 
теории вероятности и математической ста-
тистики, то второй – с помощью аппарата не-
четкой математики [1].

ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Введем некоторые определения. Пусть U – 
универсальное множество и x  – элемент .U  

Нечетким множеством A U⊆  называется 
множество пар вида {( , ( ))},AA X xµ=  при 
этом ( )A x Mµ ∈  ( M  – множество принадлеж-
ностей) [1, 4].

В теории нечетких множеств функция 
принадлежности играет значительную роль, 
все действия с нечеткими объектами произ-
водятся через операции с их функциями при-
надлежности. Функция принадлежности ста-
вит в соответствие каждому значению x 
заданной переменной некоторое число из ин-
тервала [0, 1] ( ) : [0,1],A x Xµ →  .x X∈  Это 
число называется степенью принадлежности 
и характеризует степень, с которой элемент x 
принадлежит нечеткому множеству .A

Для описания объектов в условиях нео-
пределенности используется понятие нечет-
кой переменной [6], которая задается тройкой 

, , ,U Aα< >  где
α  – название нечеткой переменной,
U  – универсальное множество,
A  – нечеткое множество на ,U  описыва-

ющее ограничения назначения нечеткой пе-
ременной. 
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Нечеткой величиной называется нечеткая 
переменная, заданная на множестве действи-
тельных чисел ( )U R=  и удовлетворяющая 
условиям:

1) ( )A xµ  – непрерывная функция;
2) выполняется условие нормировки 

sup ( ) 1;A
x R

xµ
∈

=
3) ( )A xµ  – выпукла, т. е. 

( ) max{ ( ), ( )}.i j k A j A i A kx x x x x xµ µ µ≤ ≤ → =
Нечеткое число A   – нечеткая величина ,A  

функция принадлежности ( )A xµ  которой яв-
ляется выпуклой и унимодальной на ,R  т. е. 
существует единственный элемент ,x  для ко-
торого ( ) 1.A xµ =  Нечеткое унимодальное 
число ( , , )A m α β=  является нечетким 
LR-числом, если

, , 0,
( )

, , 0,
A

m xL x m
x

x mR x m

α
α

µ
β

β

 −  ∀ ≤ >   = 
 − ∀ ≥ >   

 

где m  – среднее значение (мода/модальное 
значение) нечеткого числа;

,α β  – левый и правый коэффициенты 
нечеткости соответственно.

Классическая арифметика предоставляет 
методы выполнения операций сложения, вы-
читания, умножения и деления над четкими 
числами. В нечеткой арифметике базовые ма-
тематические операции над нечеткими числа-
ми представляют собой обобщение соответ-
ствующих операций над обычными числами. 
Правила такого обобщения предложены Заде 
в виде принципа обобщения [1, 6].

Главная цель нечеткой оптимизации – по-
мочь лицу, принимающему решение (ЛПР), 
разобраться в выдвинутых им допущениях. 
Нечеткий подход не подменяет собой про-
стейшего анализа в поисках разумной точ-
ности, а облегчает задачу ЛПР, позволяя ему 
не формулировать явно точные ограничения. 
Вот почему плодотворный обмен идеями 
между теорией нечетких множеств и класси-
ческой оптимизацией может явиться значи-
тельным шагом к созданию новых методов.

Очень часто в реальных задачах сложно 
указать точные значения коэффициентов, а 

можно лишь указать интервалы, в которые 
может попасть значение коэффициента, т. е. 
существует возможность представить коэф-
фициент в виде нечеткого числа. Таким обра-
зом, при решении задачи многоцелевой оп-
тимизации возникает векторный критерий, 
компонентами которого являются нечеткие 
целевые функции [1].

ЗАДАЧА МНОГОЦЕЛЕВОЙ НЕЧЕТКОЙ 
ЛИНЕЙНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 

И КОЭФФИЦИЕНТ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
ЕЕ ЦЕЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ

Рассмотрим многоцелевую задачу линей-
ной оптимизации

1
( ) max ( 1, ),

,

n
i

i k k
k

n

F x c x i n

x X R
=

 = → =

 ∈ ⊆

∑ 

         (1)

где i
kc  – коэффициент i-ой целевой функции, 

стоящий на k-м месте, который является не-
четким и представляется в виде нечеткого 
LR-числа.

Коэффициент взаимодействия целевых 
функций в задаче многоцелевой оптимиза-
ции определен в [1, 5]. Для задачи (1) коэф-
фициент взаимодействия между нечеткими 
целевыми функциями определяется по фор-
муле

( ) ( )
1

2 2

1 1

.

n
i j
k k

k
ij n n

i j
l l

l l

c c
k

c c

=

= =

=
∑

∑ ∑

 



 

               (2)

Лемма [1]. Пусть 1( , , ),na a a=  
  

1( , , )nb b b=  

  – векторы, у которых каждая ком-
понента представляет собой нечеткое LR-чис-
ло, т. е. ( , , ) ,i i i i LRa a α α=  ( , , ) ,i i i i LRb b β β=  тог-
да их скалярное произведение ( , )LRa b  
представляет собой нечеткое LR -число вида

1 1 1 1

1 1 1

, ,

.

n n n n

i i i i i i i i
i i i i

n n n

i i i i i i
i i i

a b a b

a b

β α α β

β α α β

= = = =

= = =

 + −


+ + 


∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

На основе данной леммы и операций над 
нечеткими числами приходим к теореме.
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Теорема [1, 2]. Пусть ic  и jc  – векторы 
коэффициентов i-ой и j-ой целевых функ-
ций в задаче (1), компоненты которых пред-
ставляют собой нечеткие числа вида 
( , , )i i i

k k k LRc α β  и ( , , )j j j
k k k LRc α β  соответственно. 

Тогда в качестве коэффициента взаимодей-
ствия ijk  между ними выбирается одно из 
двух согласованных между собой нечетких 
LR -чисел:

1
1( , , )ij LRk m α β=  или 2

2( , , ) ,ij LRk m α β=   (3-4)
где ,m  ,α  1β  и 2β  определяются по формулам

1

2 2

1 1

;
( ) ( )

n
i j
k k

k
n n

i j
k k

k k

c c
m

c c

=

= =

=
∑

∑ ∑

2 2

1 1 1
[ ( ( ) ( )

n n n
i j i j
k k k k

k k k
c c c cα

= = =

= ⋅ − ⋅ +∑ ∑ ∑

2 2

1 1 1
( ) 2 ( )

n n n
i i i i
k k k k

k k k
c c β β

= = =

+ + + ⋅∑ ∑ ∑

2 2

1 1 1
( ) 2 ( )

n n n
j j j j

k k k k
k k k

c c β β
= = =

⋅ + + +∑ ∑ ∑  

2 2

1 1 1 1
( ) ( ) (

n n n n
i j i j j j
k k k k k k

k k k k
c c c cα α

= = = =

+ ⋅ ⋅ + −∑ ∑ ∑ ∑

2 2

1 1 1
)] / [ ( ) ( )
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i j i j
k k k k

k k k
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= = =

− ⋅ ⋅∑ ∑ ∑
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1 1 1
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n n n
i i i i
k k k k

k k k
c c β β

= = =

⋅ + + ⋅∑ ∑ ∑

2 2

1 1 1
( ) 2 ( ) ];

n n n
j j j j

k k k k
k k k

c c β β
= = =
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1 1 1
[ ( ( ) ( )

n n n
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k k k
c c c cβ

= = =
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1 1 1
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k k k k

k k k
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= = =

− − + ⋅∑ ∑ ∑
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= = =
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k k k k
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c c α α
= = =

⋅ − +∑ ∑ ∑  

АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Автором предлагается следующий алго-
ритм для решения задачи нечеткого мно-
гоцелевого линейного программирования с 
помощью определения коэффициента взаимо-
действия между целевыми функциями, задан-
ными нечеткими LR-числами [1]:

1. Составить матрицу целевых коэффици-
ентов многоцелевой задачи:

1 1 1
1 2
2 2 2

1 2

1 2

.

n

n

n n n
n

c c c
c c c

C

c c c

 
 
 =  
  
 

  


  


   

  


 

2. Построить коэффициенты взаимодей-
ствия целевых функций по формуле (2), учи-
тывая, что их коэффициенты представляют 
собой нечеткие LR-числа. 

3. Произвести анализ коэффициентов вза-
имодействия. Обозначив модальные значения 
полученных коэффициентов взаимодействия 
через ,

ijka  определить тип взаимодействия 

Алгоритм решения задачи нечеткой многоцелевой линейной оптимизации ...
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между всеми парами целевых функций. Для 
принятия решения используются правила:

а) если 1 ,1 ,
2ijka  ∈   

 то цели if  и jf  коопе-

рируют;
б) если 11, ,

2ijka  ∈ − −  
 то цели if  и jf  

конкурируют;
в) если 1 1, ,

2 2ijka  ∈ − − 
 

 то цели if  и jf  

независимы. 
4. Построить матрицу модальных значе-

ний полученных коэффициентов взаимодей-
ствия целевых функций ,

ijka  имея в виду тот 
факт, что 1,

iika =  1, .i n=
5. Определить множества кооперирующих 
,jSкооп  конфликтующих jSконф  и независимых 

jSнез  функций для каждой функции ( ),jf x  
1, .j n=  
6. Определить коэффициенты значимости 

j
iα  ( 1,3,i = 1, )j n=  i-го взаимодействия для 

целевой функции ( )jf x   в ее обобщенной 
оценке по формуле: ,

j
j i

i
s
n

α =  где [0,1]j
is ∈  и 

j∀  3

1
1.j

ii
α

=
=∑  

7. Для выбранного принципа принятия 
группового решения (принцип большинства, 
принцип Борда и др. [7]) построить ранжиро-
вание 

1
( , , )

pi ix x∗ ∗
  точек – решений px∗  по 

предпочтительности в зависимости от значе-
ний целевых функций. Соответствующим об-
разом упорядочить целевые функции.

8. Назначить коэффициенты зависимости 
для каждой пары целевых функций.

9. Построить оценки 1( , , ),j nF f f

кооп  
1( , , ),j nF f f

конфл  1( , , ),j nF f f

нез  1, ,p n=  1, ,j n=  
представляющие собой сумму произведений 
функций, с которыми соответствующая j-я 
целевая функция кооперирует, конфликтует 
и независима, и коэффициентов ее зависимо-
сти с остальными целевыми функциями, вхо-
дящими в конкретную оценку.

10. Построить обобщенную целевую функ-
цию по правилу:

1 1
1

( , , ) ( , , ),
n

n j n
j

F f f F f f
=

=∑             (5)

где
1 1 1

2 1 3 1

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ).

j
j n j n

j j
j n j n

F f f F f f

F f f F f f

α

α α

= +

+ +

 

 

кооп

конфл нез

Учитывая определение весов, получим 
формулу:

1 1 1
1

2 1 3 1
1 1

1( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) .

n
j

n j n
i

n n
j j

j n j n
i i

F f f s F f f
n

s F f f s F f f

=

= =

= +


+ 


∑

∑ ∑

 

 

кооп

конфл нез

(6)

11. Решить задачу математического про-
граммирования:

1( , , ) maxnF f f →                   (7)
при .nx X R∈ ⊆

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Проиллюстрируем применение данного 
алгоритма к задаче линейного программиро-
вания вида

1 1 1 2

2 1 2 2
2

max,
max,
,

A x B x
A x B x

x X R

+ →
 + →
 ∈ ∈

 

где X  – область допустимых значений, 1,A  2 ,A  
1,B  2B  – коэффициенты целевых функций, 

которые являются нечеткими и представля-
ются в виде нечетких LR-чисел:

1 (4, 2,7) ,LRA =

2 (4, 2,3) ,LRA =

1 (5,3, 4) ,LRB =

2 (3,1,5) .LRB =
Будем действовать согласно алгоритму. 

Матрица целевых коэффициентов многоце-
левой задачи имеет вид

1 1

2 2

(4, 2,7) (5,3,4)
.

(4, 2,3) (3,1,5)
A B

C
A B

   
= =   

  
Коэффициенты взаимодействия целевых 

функций определяются по формуле (2) и име-
ют вид:

2 2
1 1

11 2 2
1 1

1, 1 ,A Bi j k
A B

+
= = → =

+


1 2 1 2
12 2 2 2 2

1 1 2 2

1, 2 ,A A B Bi j k
A B A B

+
= = → =

+ +


2 1 2 1
21 2 2 2 2

2 2 1 1

2, 1 ,A A B Bi j k
A B A B

+
= = → =

+ +


2 2
2 2

22 2 2
2 2

2, 2 .A Bi j k
A B

+
= = → =

+

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Используя правила нечеткой арифметики 
из [6] и формулу скалярного произведения 
нечетких чисел из [1] (лемма), получим, что 

12 21.k k=   Найдем коэффициенты взаимодей-
ствия нечетких целевых функций.

1. 1 1 2 (4, 2,7)(4,2,3) (16,12,61);S A A= = =

2 1 2 (5,3, 4)(3,1,5) (15,11,57);S B B= = =

1 2 (16,12,61) (15,11,57)
(31,23,118);

S S S= + = + =
=

2. 1 1 (4, 2,7)(4,2,7) (16,12,105);A A = =

2 2 (4, 2,3)(4,2,3) (16,12,33);A A = =

1 1 (5,3, 4)(5,3,4) (25,21,56);B B = =

2 2 (3,1,5)(3,1,5) (9,5,5);B B = =

1 1 1 1 1

(16,12,105) (25,21,56)
(41,33,161);

AB A A B B= + =
= + =
=

2 2 2 2 2

(16,12,33) (9,5,5) (25,17,38);
AB A A B B= + =

= + =

3. 
2 2

1 1 1
11 2 2

1 1 1

A B ABk
A B AB

+
= = =

+


(41,33,161) (1,0.96,24.25);
(41,33,161)

= =

4. 
2 2
2 2 2

22 2 2
2 2 2

A B ABk
A B AB

+
= = =

+


(25,17,38) (1,0.873,6.875);
(25,17,38)

= =

5. 1 1 :Z AB=

( )1 41, 41 2 2, 41 202 ;Z = ± − ±

( )1 41, 41 2 2, 41 202 ;Z = − − ± ±

6. 2 2 :Z AB=

( )2 5,5 2 2, 5 3 7 ;Z = ± − ±

( )2 5, 5 2 2,5 3 7 ;Z = − − ± ±

7. 1 2 :Z Z Z=  

( )1 2 5 41,5 41 8, 5 41 3 1414Z Z = − − + ≈

(31.02,24.02,80.79);≈

( )1 2 5 41,5 41 8, 5 41 3 1414Z Z = + − + ≈

(32.02,40.02,80.79).≈

Для коэффициентов взаимодействия су-
ществует два значения, каждое из которых 
является нечетким числом и получено по 
формулам (3, 4):

12 21 (0.968,0.897,15.66) ,LRk k= = 

12 21 (0.968,0.897,17.378) .LRk k= = 

Обозначив модальное значение нечеткого 
LR-числа через ,a  получим, что для коэффи-
циентов взаимодействия 10.968 ,1 .

2
a  = ∈   

 

Следовательно, цели в данной задачи коопе-
рируют. Также стоит отметить, что коэффи-
циенты взаимодействия являются достаточ-
но высокими, т. к. их правые коэффициенты 
нечеткости стремятся к бесконечности.

Таким образом, матрица модальных зна-
чений полученных коэффициентов взаимо-
действия целевых функций имеет вид:

1 0.968
.

0.968 1
A  
=  
 

Для дальнейшего решения задачи матема-
тической оптимизации можно использовать 
алгоритм решения задачи математического 
программирования, учитывающий тип вза-
имодействия целевых функций, описанный 
выше, а более подробно в [1, 3, 5].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье рассмотрена задача линейной мно-
гоцелевой оптимизации с целевыми функция-
ми, заданными в виде нечетких LR-чисел. 
Предлагается алгоритм решения такой зада-
чи на основе построения коэффициента вза-
имодействия между целевыми функциями, и 
показывается его применение на практике.
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