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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время большое внимание 
исследователей и разработчиков уделяется 
методам машинного обучения – обширному 
подразделу науки об искусственном интел-
лекте, изучающем интеллектуальные алго-
ритмы и компьютерные программы способ-
ные обучаться по имеющимся данным [1]. 
Одной из немаловажных задач, решаемых ме-
тодами машинного обучения, является задача 
прогнозирования динамических показателей 
(ДП), с целью повышения эффективности 
принятия управленческих решений в раз-

личных организациях и предприятиях, осу-
ществляющих свою деятельность в условиях 
неопределённости. Следует также отметить, 
что в последние годы наблюдается возраста-
ющий интерес исследователей именно к ве-
роятностным методам прогнозирования [2]. 
Прежде всего, это объясняется тем, что веро-
ятностные прогнозы позволяют получить ко-
личественную оценку неопределённости са-
мого прогноза (этой оценкой является оценка 
вероятности будущего события). Здесь среди 
методов машинного обучения можно выде-
лить: нейронные и кластерные методы, ве-
роятностные регрессионные методы, Байе-
совские методы, методы опорных векторов и 
случайных лесов [2–5].
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Частным и достаточно распространён-
ным случаем вероятностного прогнозиро-
вания является вероятностное прогнозиро-
вание бинарных исходов, когда в будущий 
момент времени может произойти только 
два возможных события. Необходимость би-
нарного прогнозирования часто появляется 
во многих социально-экономических и тех-
нических областях и может быть связанная, 
например, с такими событиями, как невоз-
врат кредита в банке, появление экономиче-
ского спада (рецессии) в некоторой отрасли 
экономики, введение новых законодательных 
норм, превышение радиационного фона от 
Солнца и т. п. [2]. Разновидностью бинарно-
го прогнозирования является интервальное 
прогнозирование (ИП), описанное авторами 
в работах [6–8]. Суть данного подхода заклю-
чается в определении интервала из двух за-
ранее заданных интервалов, в котором будет 
находиться будущее значение ДП на основе 
оценок вероятностей этих событий. При этом 
разделительная граница интервалов задается 
расчетным способом, исходя из статистиче-
ских характеристик ДП.

Для любого вероятностного бинарного 
метода прогнозирования (ВБП) и выбранно-
го ДП существует теоретическая и заранее 
неизвестная на практике вероятность ( )p  
того, что сделанный прогноз оправдается и 
вероятность ( )q  того, что сделанный прогноз 
не оправдается. При этом выполняется ра-
венство:

1p q+ = .                              (1)
Фактически вероятность p  характеризу-

ет точность ВБП и, чем больше эта величина, 
тем лучше.

Формализуем в общем виде понятие при-
емлемой точности ВБП.

Определение 1. Приемлемой точностью 
ВБП будем считать такое значение ,p  при 
котором выполняется условие:

.p q>                                   (2)
С учетом равенства (1) условие (2) можно 

переписать так:
0.5.p >                                 (3)

На практике истинное значение вероятно-
сти p  неизвестно и ее заменяют точечной 
оценкой, полученной с использованием пре-
дыстории значений ДП. Как правило, для это-
го большую часть имеющейся выборки значе-
ний ДП используют для обучения, а меньшую 
часть (10–20 % от общего объёма) для про-
верки результата ВБП и получения точечной 
оценки вероятности .p  Точечная оценка не-
известной вероятности p  равна:

( ), / .p l n l n=                            (4)
Здесь l  – число оправдавшихся прогно-

зов; n  – общее число сделанных прогнозов; 
( )0 , 1.p l n≤ ≤

В работах [6–8] предложен эмпирический 
критерий к определению приемлемой точно-
сти ИП для любых :n

( ), 0.6.p l n ≥                            (5)
То есть минимальной приемлемой точно-

стью ИП здесь является значение 0.6  (эта ве-
личина задана эмпирически). Этот критерий 
является подходящим для определения точ-
ности любого метода ВБП.

Однако, учитывая, что величина l  в выра-
жении (4) случайна и может рассматриваться 
как величина с биномиальным законом рас-
пределения (то есть как число успехов в серии 
из n  испытаний), то возможно помимо точеч-
ной оценки (4) найти доверительный интер-
вал, который с заданной надежностью покры-
вает неизвестное значение p  (интервальная 
оценка). В связи с этим возникает задача фор-
мализации критерия для определения прием-
лемой точности ВБП для различных значений 
n  с учетом интервальных оценок неизвестной 
вероятности .p

ИССЛЕДОВАНИЕ СТАТИСТИЧЕСКИХ 
ЗАКОНОМЕРНОСТЕЙ ТОЧЕЧНОЙ 

ОЦЕНКИ ВЕРОЯТНОСТИ ТОГО, ЧТО 
СДЕЛАННЫЙ ПРОГНОЗ ОПРАВДАЕТСЯ

В общем случае, когда 0 l n< <  расчет 
верхних и нижних границ доверительного 
интервала для неизвестного значения вероят-
ности p  осуществляется по формулам [9]:

Стохастический критерий оценки приемлемой точности вероятностного бинарного ...
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где ( )1 2, ,F v vβ  – критическое значение распре-
деления Фишера при доверительной вероят-
ности β  и степенях свободы 1,v  2;v  ( ),upp l n  – 
верхняя граница доверительного интервала 
для значения ;p  ( ),lowp l n  – нижняя граница 
доверительного интервала для значения .p

Если 0,l =  то расчет верхних и нижних 
границ доверительного интервала для значе-
ния p  осуществляется так [9]:

  ( ) ( ) ( )1, 1 1 , , 0.nup lowp l n p l nβ= − − =    (7)
Если ,l n=  то расчет верхних и нижних 

границ  доверительного интервала для значе-
ния p  осуществляется так [9]:

( ) ( ) ( )1, 1, , 1 .nup lowp l n p l n β= = −       (8)
Зададим доверительную вероятность 
0.95.β =

На рис. 1 представлен график точечных 
( ),p l n  (4) и интервальных оценок ( ), ,upp l n  
( ),lowp l n  (6) вероятности p  в зависимости от 

значения 0,...,l n=  при 50.n =
На рис. 2 представлен график точечных 
( ),p l n  (4) и интервальных оценок ( ), ,upp l n  
( ),lowp l n  (6) вероятности p  в зависимости 

от значения 0,...,l n=  при 100.n = По представленным графикам видно, что 
с увеличением значения l  доверительный ин-
тервал сначала увеличивается, а затем умень-
шается. 

На рис. 3 представлен график значений мак-
симальной ширины доверительного интервала 

( ) ( ) ( ){max max , , ;up lown p l n p l n∆ = − }0,...,l n=  
для неизвестной вероятности p  при 

50,...,500.n =
Например, для при 50n =  значение 
( )max 0.25,n∆ =  а для 500n =  значение 
( )max 0.075.n∆ =  То есть с увеличением значе-

ния n  максимальная ширина доверительного 
интервала ( )max n∆  уменьшается.

Таким образом, точечная оценка ( ),p l n  
(4) неизвестной вероятности p  корректно ха-
рактеризует основные статистические тенден-

Рис. 1. График точечных и интервальных 
оценок вероятности p  для различных 

l  и 50n =

Рис. 2. График точечных и интервальных 
оценок вероятности p  для различных 

l  и 100n =

Рис. 3. График значений максимальной 
ширины доверительного интервала 

для неизвестной вероятности p  
при различных n
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ции при изменении значения l  или n  и явля-
ется корректной характеристикой точности 
ВБП. При этом желательно выбирать значение 
n  как можно больше, чтобы по максимуму су-
зить доверительные границы для неизвестной 
вероятности ,p  что обеспечит более точную 
точечную оценку этой величины.

В тоже время возникает вопрос кор-
ректности применения эмпирического кри-
терия приемлемой точности ВБП (5) для не-
больших значений .n  В этом случае нижняя 
доверительная граница неизвестной вероят-
ности p  может быть ниже значения 0.5, 
вследствие значительной ширины довери-
тельного интервала. В статистическом смыс-
ле это означает, что точность такого ВБП не-
приемлема, так как число верных прогнозов 
может быть меньше половины из всех. При 
этом критерий (5) оказывается выполнен. 
Значения ,n  при которых применение крите-
рия (5) оправдано, будут найдены далее.

СТОХАСТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
И ФОРМАЛИЗАЦИЯ ПРИЕМЛЕМОЙ 

ТОЧНОСТИ ВЕРОЯТНОСТНОГО 
БИНАРНОГО ПРОГНОЗИРОВАНИЯ

Используя равенство (1) оценку вероятно-
сти q  того, что сделанный прогноз не оправ-
дается можно осуществить по формуле:

( ) ( ) ( ), 1 , / .q l n p l n n l n= − = −           (9)
Здесь ( ),q l n  – точечная оценка неизвест-

ной вероятности q  того, что сделанный про-
гноз не оправдается; n l−  – число ошибочных 
прогнозов; n  – общее число сделанных про-
гнозов; ( )0 , 1.q l n≤ ≤

Величина n l−  (как и величина l  в выра-
жении (4)) случайна и может рассматривать-
ся как величина с биномиальным законом 
распределения (то есть как число неудач в се-
рии из n  испытаний).

В общем случае, когда 0 n l n< − <  расчет 
верхних и нижних границ доверительного 
интервала для неизвестного значения вероят-
ности q  осуществляется по формулам [9]:
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где ( )1 2, ,F v vβ  – критическое значение распре-
деления Фишера при доверительной вероят-
ности β  и степенях свободы 1,v  2;v  ( ),upq l n  – 
верхняя граница доверительного интервала 
для значения ;q  ( ),lowq l n  – верхняя граница 
доверительного интервала для значения .q

Если 0,n l− =  то расчет верхних и ниж-
них границ доверительного интервала для не-
известной вероятности q  осуществляется 
так [9]:

( ) ( ) ( )1, 1 1 , , 0.nup lowq l n q l nβ= − − =     (11)
Если ,n l n− =  то расчет верхних и ниж-

них границ доверительного интервала для не-
известного значения вероятности q  осущест-
вляется так [9]:

( ) ( ) ( )
1

, 1, , 1 .
n

up lowq l n q l n β= = −       (12)
Определение 2. Приемлемой точностью 

ВБП будем считать такое значение ( ),p l n  
(4), при котором это значение статистиче-
ски «различимо» со значением ( ),q l n  (9). 

Для этого введем следующий критерий 
приемлемой точности ВБП:

( ) ( ), , ,low upp l n q l n>                      (13)
где ( ),lowp l n  – нижняя доверительная грани-
ца для неизвестной вероятности ;p  ( ),upq l n  – 
верхняя доверительная граница для неиз-
вестной вероятности .q

Данный критерий был назван стохастиче-
ским критерием, так учитывает стохастиче-
скую (случайную) природу точечных оценок 
неизвестной вероятности .p

То есть, согласно критерию (13) довери-
тельные границы для неизвестных вероятно-
стей p  и q  не должны «перекрываться». Если 
критерий (13) не выполняется, то точечные 
оценки ( ),p l n  и ( ),q l n  статистически «не-
различимы», следовательно точность ВБП не-
приемлема (в статистическом смысле только 
половина прогнозов истины).

Стохастический критерий оценки приемлемой точности вероятностного бинарного ...
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Следует отметить, что критические значе-
ния распределения Фишера, используемые 
для вычисления величины ( ),lowp l n  в (6) и 
величины ( ),q l n  в (10), эквивалентны, так 
как рассчитываются при одинаковых степе-
нях свободы: ( )1 2 1v n l= ⋅ − +  и 2 2 .v l= ⋅

Докажем, что для любых 0,...,l n=  и n вы-
полняется равенство:

( ) ( ), , 1.low upp l n q l n+ =               (14)
Доказательство. В общем случае, когда 

0 ,l n< <  используя выражения (6) и (10), по-
лучим:
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        (15)

В частном случае, когда 0,l =  то 
( ), 0lowp l n =  (7), а ( ), 1upq l n =  (12), следова-

тельно ( ) ( ), , 1low upp l n q l n+ =  и наоборот, 
когда ,l n=  то ( ) ( )

1

, 1low lp l n β= −  (8) и 

( ) ( )
1

, 1 1up lq l n β= − −  (11) следовательно 
( ) ( ), , 1low upp l n q l n+ = . Таким образом, равен-

ство (14) доказано.
Используя равенство (14) упростим стоха-

стический критерий (13):
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       (16)

Таким образом, точность ВБП приемлема, 
если выполняется критерий (16).

На рис. 4 для различных 50,...,500n =  по-
казан график минимальных приемлемых зна-
чений точечной оценки неизвестной вероят-
ности p  min( ( )),p n  для которых нижняя 
доверительная граница удовлетворяет (16).

По графику видно, что при возрастаю-
щем значении n значения ( )minp n  скачко-
образно уменьшаются. При 50n =  значение 

( )min 0.64,p n =  а при 500n =  это значение уже 
равно ( )min 0.54.p n =

Полученные данные позволяют опреде-
лить значение ,n  при котором применение 
эмпирического критерия приемлемой точно-
сти ВБП (5) допустимо. Данный критерий 
применим только при 96.n ≥  Именно в этом 
случае минимальная приемлемая точность 
ВБП ( )minp n  всегда больше, либо равна 0.6, 
что удовлетворяет требованию критерия (5) 
для которого минимальная приемлемая точ-
ность должна быть равна 0.6.

При меньших значениях n  эмпирический 
критерий (5) может быть выполнен, однако 
точность ВБП в статистическом смысле мо-
жет оказаться неприемлемой. Например, при 
оценке точности ВБП при 50n =  и получен-
ном значении ( ), 0.62p l n =  критерий (5) вы-
полнен. Однако здесь нижняя доверительная 
граница неизвестной вероятности p  ниже, 
либо равна значению 0.5,  следовательно, как 
было показано выше, такую точность ВБП 
считать приемлемой некорректно.

Для сокращения числа вычислительных 
операций предлагается рассчитывать мини-
мальные приемлемые значения ( )minp n  то-
чечных оценок неизвестной вероятности p 
для различных ,n  используя следующую ап-
проксимацию:

( ) ( )min min 3/5~ 1.47 0.50,
50 500.

p n z n n
n

−= ⋅ +

≤ ≤

       (17)

Данная аппроксимация была получена 
путем минимизации по параметрам ,a  b  и c 
следующей функции с ограничением:

Рис. 4. График значений ( )min ,p n  для кото-
рых нижняя доверительная граница удовлет-

воряет критерию (16)
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( ) ( )( )
( )

500
min

50
min

arg min , , ,

0.

c

n
c

f a b c a n b p n

a n b p n
=

= ⋅ + −

⋅ + − ≥

∑ 



(18)

Ограничение в (18) необходимо для того, 
чтобы обеспечить выполнение условия:

( )min .cp n a n b≤ ⋅ +                   (19)
Для минимизации функции (18) возмож-

но использовать различные методы миними-
зации функций с ограничениями [10].

Аппроксимация (17) соответствует усло-
вию ( )min 3/51.47 0.50p n n−≤ ⋅ +  и, следователь-
но, удовлетворяет критерию (13). При этом 
максимальная абсолютная ошибка аппрокси-
мации не превышает 1.8 % от истинного зна-
чения. На рис. 5 показан график истинных 
значений ( )minp n  и аппроксимированных 

( )min .z n

Используя выражение (17) дадим новое 
альтернативное определение приемлемой 
точности ВБП.

Определение 3. Приемлемой точностью 
ВБП будем считать такое значение точеч-
ной оценки ( ),p l n  (4) неизвестной вероятно-
сти ,p  для которой выполняется стохасти-
ческий критерий:

( ) 3/5, 1.47 0.50, 50 500.p l n n n−≥ ⋅ + ≤ ≤   (20)
Критерий (20) в отличие от критерия (16) 

не требует расчетов нижней доверительной 
границы неизвестной вероятности ,p  что со-
кращает число вычислительных операций и 
упрощает проверку того, приемлема или нет 

точность ВБП, которую характеризует точеч-
ная оценка ( ),p l n  (4) для 50,...,500.n =

Следует отметить, что отличие критерия 
(20) от критерия (5), состоит прежде всего в 
том, что в критерии (5) минимальная допу-
стимая приемлемая точность ВБП задана эм-
пирически и неизменно равной 0.6  (что яв-
ляется корректным не для всех значений ,n  
как было показано выше), а в критерии (20) 
минимальная допустимая приемлемая точ-
ность ВБП рассчитывается «динамически» в 
зависимости от заданного значения .n

Важной преимуществом критерия (20) яв-
ляется то, что в данном критерии уже учтена 
стохастическая природа точечной оценки не-
известной вероятности ,p  без необходимо-
сти выполнения дополнительных статистиче-
ских расчетов и обоснований.

Следует также отметить, что в работах 
[6–8] критерий (5) был выбран корректно, 
поскольку применялся при 100.n ≥

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено исследование оценки вероят-
ности того, что сделанный прогноз на основе 
вероятностных бинарных моделей с исполь-
зованием методов машинного обучения 
оправдается. Формализован стохастический 
критерий приемлемой точности вероятност-
ного бинарного прогнозирования для раз-
личных значений n  (16). С использованием 
аппроксимирующей функции предложен сто-
хастический критерий (20) приемлемой точ-
ности вероятностного бинарного прогнози-
рования для значений 25,...,500n =  и 
доверительной вероятности 0.95,β =  учиты-
вающий стохастическую природу точечных 
оценок вероятности того, что сделанный про-
гноз на основе вероятностных бинарных мо-
делей с использованием методов машинного 
обучения оправдается, без необходимости 
дополнительных статистических расчетов и 
обоснований. Показано, что при 96n <  ис-
пользовать эмпирический критерий (5) при-
емлемой точности вероятностного бинарного 
прогнозирования некорректно. Учитывая по-
лученные результаты, на практике рекомен-
дуется осуществлять проверку точности ве-

Рис. 5. График истинных значений ( )minp n  
и аппроксимированных ( )minz n

Стохастический критерий оценки приемлемой точности вероятностного бинарного ...
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роятностного бинарного прогнозирования, 
используя оценку (4), а также проверку того, 
приемлема или нет точность такого прогно-
зирования, на основе предложенных в дан-
ной работе критериев (16) или (20). Все сде-
ланные в работе выводы, предложенные 
оценки и критерии, полностью справедливы 
и для интервального прогнозирования.
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