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ВВЕДЕНИЕ

На практике часто встречаются пробле-
мы, которые могут быть формализованы в 
виде задач о назначениях с дополнительными 
требованиями (задача планирования авиа-
рейсов, задача планирования работ на ави-
ационном заводе, задача оптимального рас-
пределения заказов на строительство детских 
садов и другие).

Математическая модель стандартной за-
дачи о назначениях (ЗОН) имеет следующий 
вид [1].
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Такая постановка предполагает, что ма-
трица C  квадратная, все ее элементы ,ijc  

1, ,i n=  1,j n=  неотрицательны и в ответе до-
пустимы любые назначения. В этом случае 
для решения задачи может быть использован 
венгерский метод.

Однако задачи, встречающиеся на прак-
тике, не всегда удовлетворяют этим требова-
ниям. Наиболее часто встречающимися от-
личиями являются следующие отклонения от 
стандарта:

– заданная матрица C  не является ква-
дратной ( 1, ,i m=  1, ,j n=  m n≠ );

– существуют запреты на некоторые на-
значения;

– требуется найти максимум целевой 
функции;

– матрица C  содержит отрицательные 
элементы;

– существует дополнительные линейные 
ограничения общего вида;

– возможно наличие нескольких целевых 
функций (многокритериальная задача о на-
значениях).

Задачу, учитывающую первые четыре осо-
бенности, назовем задачей о назначениях об-
щего вида. Можно показать, что для ее реше-
ния допустимо использование венгерского 
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метода. С этой целью необходимо осуще-
ствить предварительные преобразования ма-
трицы .C

1. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
О НАЗНАЧЕНИЯХ ОБЩЕГО ВИДА 

(«АЗНОВ»)

Учитывая выделенные первые четыре 
требования, математическую модель задачи 
можно записать следующим образом.
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Здесь C  – произвольная матрица (необя-
зательно квадратная и возможно имеющая 
отрицательные элементы ijc ),

S  – матрица запретов, где
1,  ,
0, .

ij
ij

x
s 
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если назначение разрешено

в противном случае
Возможность использования венгерского 

метода при наличии первых двух отклонений 
от стандарта (открытая задача о назначениях 
с запретами) показана в [2].

Если требуется максимизация целевой 
функции, то переход к  эквивалентной матри-
це T  осуществляется следующим образом:

– найти максимальный элемент матрицы 
C

max ;ijij
c B=

– перейти к матрице T  с элементами 
.ij ijt B c= −

Заметим, что такой переход к матрице T  
обеспечит неотрицательность ее элементов.

Пусть далее матрица C  имеет отрицатель-
ные элементы. Переход к неотрицательной 
матрице осуществляется с использованием 
следующих эквивалентных преобразований:

– найти минимальный элемент матрицы 
C

min ;ijij
c K=

– перейти к матрице T  с элементами 
.ij ijt c K= −

В результате может быть предложена сле-
дующая схема алгоритма решения задачи о 
назначениях общего вида.

Алгоритм 1. («АЗНОВ»)
Шаг 0. Ввести данные ,m  ,n  ( ),ijc=C  

S ( ),ijs=  1, ,i m=  1, .j n=  
Шаг 1. Проверить направленность целе-

вой функции.
– если целевая функция максимизируется, 

то перейти к 2;
– если целевая функция минимизируется, 

то перейти к 3.
Шаг 2. Перейти к матрице T  c элементами 

,ij ijt B c= −  где max .ijij
B c=  Перейти к 5.

Шаг 3. Проверить матрицу C  на наличие 
отрицательных элементов

– если 0,lkc∃ <  то перейти к 4;
– если 0,ijc ≥  1, ,i m∀ =  1, ,j n=  то перейти 

к шагу 5.
Шаг 4. Перейти к матрице T  c элементами 

,ij ijt c K= −  где 
min ;ijij

K c=

Шаг 5. Зафиксировать запреты.
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где M  играет роль штрафа ( M max ijij
c m> ).

Шаг 6. Проверить:
– если ,m n<  то перейти к 7; 
– если ,m n>  то перейти к 8; 
– если ,m n=  то перейти к 9. 
Шаг 7. Добавить ( )n m−  нулевых строк в 

матрицу T.  Перейти к 9.
Шаг 8. Добавить ( )m n−  нулевых столб-

цов в матрицу T.
Шаг 9. Использовать венгерский метод 

для решения задачи о назначениях с квадрат-
ной матрицей T.

Шаг 10. Выписать в качестве ответа полу-
ченные на шаге 9 значения переменных ,ijx  

1, ,i m=  1, .j n=

Прикладные задачи о назначениях (модели, алгоритмы решения)
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2. ЗОН С ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМИ 
ОГРАНИЧЕНИЯМИ ОБЩЕГО ВИДА

На практике часто встречаются задачи о 
назначениях с дополнительными требовани-
ями общего вида. Например, если требуется 
найти такое назначение, которое обеспечива-
ет максимальную прибыль при ограничениях 
на время, а также на качество выполнения 
всех работ. В этом случае математическая мо-
дель может быть представлена в виде.
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Ранее показано, что задача (1, 2, 3, 5) мо-

жет быть эквивалентно переписана в виде.
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где max{ , },l m n=
T  – матрица, полученная в результате эк-

вивалентных преобразований (см. 1).
В результате без ограничения общности 

можно рассматривать задачу вида.
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где max{ , },l m n=  новые элементы матрицы 
D  равны нулю:

– при ,m n<  0,ijd =  1, , ;i m n= + 

– при ,m n>  0,ijd =  1, , .j n m= + 

Для получения приближенного решения 
таких задач может быть использован двой-
ственный алгоритм Удзавы.

С этой целью запишем функцию Лагран-
жа в виде.
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где через Q  обозначено множество X,  удов-
летворяющее основным ограничениям зада-
чи о назначениях.
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После преобразования функция Лагран-
жа примет вид.
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Исходная задача теперь может быть пере-
писана в виде

0
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Задачей двойственной к исходной называ-
ется задача вида
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где ( ) min ( , )
X Q

W y X y
∈

= Φ  – двойственная функ-
ция.

Известно, что функция ( )W y  является 
выпуклой вверх (вогнутой) и имеет субгради-
ент, координаты которого вычисляются в 
виде [2, 3].

В результате алгоритм, построенный на 
основе метода Удзавы, выглядит следующим 
образом.

Алгоритм 2.
Шаг 0. Ввести данные ,m  ,n  ,K  C ( ),ijc=  

S ( ),ijs=  D ( ),ijd=  0, 0,kb y ≥  max ,N  положить 
0.N =

Лелякова Л. В., Харитонова А. Г., Чернышова Г. Д.
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Шаг 1. Использовать «АЗНОВ» с матри-
цей T ( ),ijt=  где

1
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Шаг 3. Осуществить останов, если выпол-
нены хотя бы один из двух критериев:

a)  ( ) 0Nw y∇ =  (ограничения (4) выполне-
ны);

b) исчерпано число итераций max .N
Шаг 4. Вычислить 1Ny +  по формуле



1 ( ) .N N Ny y a w y
+

+  = + ∇ 
Знак «+» означает, что берется проекция 

на положительную ось. Увеличить N  на еди-
ницу. Перейти к шагу 1.

3. МНОГОКРИТЕРИАЛЬНАЯ ЗАДАЧА

Нередко на практике встречаются задачи 
с несколькими критериями. В этом случае за-
дача записывается следующим образом.
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Для решения таких задач, как правило, 
используется переход к одноцелевым задачам 
путем свертывания заданных критериев [4]. 

Среди используемых сверток чаще все-
го используется аддитивная свёртка, метод 
главного критерия и так называемый метод 
гарантированного результата.

Аддитивная свертка предполагает пере-
ход к целевой функции вида,
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Такой переход к одноцелевой задаче позво-

ляет в дальнейшем использовать алгоритм 1 
(«АЗНОВ»).

Метод главного критерия предполагает 
выбор одного (главного) критерия и перевод 
оставшихся в разряд ограничений. В резуль-
тате задача принимает вид ЗОН с дополни-
тельными ограничениями общего вида.
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где kb  – допустимые верхние границы для 
критериальной функции.

Для решения этой задачи может быть ис-
пользован Алгоритм 2.

Рассмотрим возможности использования 
метода гарантированного результата.

Пусть для определенности все целевые 
функции необходимо минимизировать. 
В противном случае соответствующая матри-
ца SC  может быть эквивалентно преобразо-
вана (см. 1).

Метод гарантированного результата пред-
полагает переход к задаче вида

1min max{ ( ), , ( )},Kx Q
L x L x

∈


которая может быть переписана следующим 
образом

minµ →
при ограничениях

( ) ( ) 0, 1, ;i if x L x i Kµ= − ≤ =

.x Q∈
Для получения приближенного решения 

такой задачи, как и в случае применения ме-
тода главного критерия, может быть исполь-
зован алгоритм Удзавы.

С этой целью запишем функцию Лагран-
жа в виде

Прикладные задачи о назначениях (модели, алгоритмы решения)
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Исходная задача принимает вид
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При фиксированных двойственных пере-

менных N
ku  задача принимает вид

1 1 10

min 1 ,
K m n

N N
k ij ijx Q k i j

u v x
µ

µ
∈

= = =≥

  − +  
  

∑ ∑∑

где 
1

.
K

N N k
ij k i

k
v u c

=

=∑
В результате на первом шаге алгоритма 

Удзавы решаются следующие задачи:
1) ЗОН с матрицей V  с элементами ;N

ijv
2) Задача отыскания µ  в виде
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Заметим, что переменная µ  удовлетворя-

ет следующим ограничениям
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В результате задача отыскания µ  решает-
ся следующим образом
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любое значение если

Таким образом решение многокритери-
альной задачи осуществляется в соответ-
ствии со следующим алгоритмом.

Алгоритм 3.
Шаг 0. Ввести данные ,m  ,n  ,K  C ( ),K k

ijc=  
S ( ),ijs= 0 0,ku ≥  max ,N  положить 0.N =

Шаг 1. 
a) Решить ЗОН алгоритмом 1 с матрицей 

V  с элементами

1
;

K
N k N
ij ij k

k
v c u

=

=∑
b) Вычислить переменную .Nµ
Шаг 2. Вычислить координаты субгради-

ента двойственной функции

1 1
( ) , 1,

l l
N k N N

k ij ij
i j

f x c x k Kµ
= =

= − =∑∑
Шаг 3. Осуществить останов, если выпол-

нены хотя бы один из двух критериев:
a) ( ) 0;N

kf x =
b) исчерпано число итераций max .N
Шаг 4. Пересчитать значение двойствен-

ных переменных
1 ( ) .N N N

k k ku u af x
++  = + 

Увеличить N на единицу. Перейти к шагу 1.
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