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Аннотация. Рассматривается задача о распределении начального капитала в два вида цен-
ных бумаг, стоимость которых описывается обыкновенными дифференциальными урав-
нениями, коэффициенты которых являются случайными процессами, с целью наиболь-
шей выгоды в заданный момент времени. Получены формулы для первых двух моментных 
функций критерия качества и алгоритм расчета оптимального распределения начального 
капитала с учетом заданного риска.
Ключевые слова: задача о портфеле, расчет рисков, дифференциальные уравнения со 
случайными коэффициентами, моментные функции, характеристический функционал, 
вариационная производная.
Annotation. The problem of the distribution of initial capital of two types of securities the value 
of which is described by ordinary differential equations, whose coefficients are random processes 
with the greatest benefit at a given point in time. The formulas for the first two moment functions 
of the quality criterion and the algorithm for calculating the optimal allocation of the initial capital 
for a given risk.
Keywords: the problem of portfolio, risk estimation, differential equations with random coeffi-
cients, moment functions, characteristic functional, variational derivative.

ВВЕДЕНИЕ

Задача о портфеле ценных бумаг имеет 
различные варианты и пользуется большой 
популярностью у исследователей. За работы, 
связанные с расчетами рисков, Г. Марковиц 
[1] получил нобелевскую премию. Математи-
ческие модели задачи о портфеле в виде сто-
хастических дифференциальных уравнений 
рассмотрены, например, в [2, 3]. В статье рас-
сматривается математическая модель в виде 
дифференциальных уравнений, коэффици-
енты которых являются случайными процес-
сами. Задачи оптимального управления для 
таких моделей, рассмотрены в [4]. Метода-
ми теории дифференциальных уравнений с 
вариационными производными удается по-
лучить математическое ожидание и вторые 
моментные функции решений дифференци-
альных уравнений и рассчитать риски в зада-
че о портфеле. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть t  – время, 1( ),x t  2 ( )x t  – стоимости 
ценных бумаг в момент времени ,t  изменение 
которых описывается уравнениями

1
1 1( , ) ,dx t x

dt
ε ω=

2
2 2( , ) ,dx t x

dt
ε ω=                       (1)

где 1,ε  2ε  – случайные процессы, ω  – случай-
ное событие (в дальнейшем зависимость от 
ω  в записи не отражается). 1 2(0) (0) 1x x+ =  – 
начальный капитал.

Требуется выбрать 1(0),x  2 (0)x  таким об-
разом, чтобы математическое ожидание по 
функции распределения процессов 1,ε  2ε

1 2( (1) (1))I M x x= +
было наибольшим при заданном уровне ри-
ска (по Марковицу) 1 2( (1) (1)),r D x x= +  где 

1 2( (1) (1))D x x+  – дисперсия случайной вели-
чины 1 2(1) (1).x x+  Предполагается, что изве-
стен характеристический функционал [5, 
стр. 30] случайных процессов 1,ε  2ε© Задорожний В. Г., 2017
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1 2

1

1 1 2 2
0

( , )

exp ( ( ) ( ) ( ) ( ) ) ,

u u

M i s u s s u s ds

ψ

ε ε

=

  
= +     

∫
  (2)

здесь 1,u  2u  – функции из пространства 
1(0,1)L  суммируемых функций на отрезке 

(0,1), 1.i = −
Введем обозначения 1 2( , )e u u =  

( )1

1 1 2 20
exp ( ( ) ( ) ( ) ( )) ,i s u s s u s dsε ε= +∫  

( ) ( , , )t sχ τ χ τ=  – функция переменной ,τ  
определяемая по правилу: ( )χ τ = ( , , )t sχ τ= =  

( )sign tτ= −  при [min( , ),max( , )]t s t sτ ∈  и рав-
ная нулю в противном случае.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ 
ДЕТЕРМИНИРОВАННАЯ ЗАДАЧА

В дальнейшем используется понятие вари-
ационной производной [5, стр.13]. Пусть y  – 
отображение из пространства 1(0,1)L  со зна-
чениями во множестве комплексных чисел 

,C  1(0,1).h L∈
Определение. Если приращение ( )y u∆ =  
( ) ( )y u h y u= + −  записывается в виде

1

0

( ) ( , ) ( ) ( ),y u s u h s ds o hϕ∆ = +∫
где интеграл понимается в смысле Лебега и яв-
ляется линейным ограниченным функциона-
лом по переменной 1(0,1),h L∈  ( )o h  – беско-
нечно малая высшего порядка относительно 

,h  то отображение 1: (0,1)R L Cϕ × →  называ-
ется вариационной производной функциона-
ла y  в точке u  и обозначается ( ) .

( )
y u
u t

δ
δ

Техника вариационного дифференциро-
вания изложена в [5].

Умножим уравнения системы (1) на 
1 2( , )e u u  и вычислим математическое ожида-

ние по функции распределения случайных 
процессов 1,ε  2ε  найденных выражений, по-
лучим

( )1 2 1 2( , ) ( , ) ,

1, 2.

j
j j

dx
M e u u M x e u u

dt
j

ε
 

= 
 

=

    (3)

Введем обозначения
( )1 2( ) ( , ) , 1, 2.j jy M x t e u u j= =

Поскольку

1 2( , ) ,j jy dx
M e u u

t dt
∂  

=  ∂  

( )1 2( , ) , 1, 2.
( )
j

j j
j

y
M i x e u u j

u t
δ

ε
δ

= =

то (3) записывается в виде

, 1, 2.
( )

j j

j

y y
i j

t u t
δ
δ

∂
= − =

∂
               (4)

Начальные условия для системы (1) имеют 
вид

0(0) , 1, 2,j jx x j= =                   (5)

где 00 1,jx≤ ≤  10 20 1.x x+ =  Умножая (5) на 
1 2( , )e u u  и вычисляя математическое ожида-

ние, получаем начальные условия для систе-
мы уравнений (4)

1 2 0 1 2(0, , ) ( , ), 1, 2.j jy u u x u u jψ= =         (6)
Легко видеть, что ( ,0,0) ( ( )).j jy t M x t=  Та-

ким образом, для нахождения математиче-
ских ожиданий ( ( ))jM x t  достаточно найти 
решение детерминированной задачи (4), (6).

Решение этой задачи имеет вид [5, стр. 166]

1 1 2 10 1 2( , , ) ( (0, ), ),y t u u x u i t uψ χ= −

2 1 2 20 1 2( , , ) ( , (0, )).y t u u x u u i tψ χ= −       (7)

3. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ 
КРИТЕРИЯ КАЧЕСТВА

Из (7) находим
1 2

10 20

( ( ) ( ))
( (0, ),0) (0, (0, )).

M x t x t
x i t x i tψ χ ψ χ

+ =
= − + −

Отсюда находим математическое ожида-
ние критерия качества

1 2

10 10

10

( (1) (1))
( (0,1),0) (1 ) (0, (0,1))
[ ( (0,1),0) (0, (0,1))]

(0, (0,1)).

I M x x
x i x i

x i i
i

ψ χ ψ χ
ψ χ ψ χ

ψ χ

= + =
= − + − − =

= − − − +
+ −

 (8)

 4. ОПТИМАЛЬНОЕ НАЧАЛЬНОЕ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ КАПИТАЛА 

БЕЗ УЧЕТА РИСКОВ

Используя (8), задачу можно сформулиро-
вать в виде: Требуется найти 100 1,x≤ ≤  при 
котором (8) принимает наибольшее значение.

В. Г. Задорожний
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 Теорема 1. Оптимальное распределение 
начального капитала без учета рисков имеет 
вид:

10 1,x =  20 0x =  при условии
( (0,1),0) (0, (0,1)) 0,i iψ χ ψ χ− − − >

при этом ( (0,1),0);I iψ χ= −
10 0,x =  20 1x =  при условии

( (0,1),0) (0, (0,1)) 0,i iψ χ ψ χ− − − ≤
при этом (0, (0,1)).I iψ χ= −

Доказательство. Выражение (8) является 
линейным относительно 10 ,x  поэтому макси-
мум на отрезке [0, 1] достигается при 10 1,x =  
если коэффициент при 10x  больше нуля. 
В противном случае максимум достигается 
при 10 0.x =  Теорема доказана.

Для нахождения оптимального начально-
го распределения капитала нужно знать лишь 
характеристический функционал .ψ  Для по-
лучения более конкретных результатов нуж-
но его задать.

Рассмотрим характеристический функци-
онал гауссовых процессов 1,ε  2.ε

1

1 2 1 1 2 2
0

( , ) exp ( ( ) ( ) ( ) ( ))u u i a s u s a s u s dsψ


= + −

∫

1 1

11 1 2 1 1 1 2 1 2
0 0

1 ( , ) ( ) ( )
2

b s s u s u s ds ds− −∫ ∫
1 1

12 1 2 1 1 2 2 1 2
0 0

( , ) ( ) ( )b s s u s u s ds ds− −∫ ∫
1 1

22 1 2 2 1 2 2 1 2
0 0

1 ( , ) ( ) ( ) ,
2

b s s u s u s ds ds


− 


∫ ∫       (9)

где 1 1( ) ( ( )),a s M sε=  2 2( ) ( ( )),a s M sε=  
11 1 2 1 1 1 2( , ) ( ( ) ( ))b s s M s sε ε= − 1 1 1 2( ( )) ( ( ))M s M sε ε−  – 

ковариационная функция случайного про-
цесса 1,ε  12 1 2 1 1 2 2( , ) ( ( ) ( ))b s s M s sε ε= −  

1 1 2 2( ( )) ( ( )),M s M sε ε− 22 1 2 2 1 2 2( , ) ( ( ) ( ))b s s M s sε ε= − 
2 1 2 2( ( )) ( ( )).M s M sε ε−

Отметим, что при 12 0b =  случайные про-
цессы 1,ε  2ε  независимы.

Вычислим коэффициент
( (0,1),0) (0, (0,1))i iψ χ ψ χ− − − =

1 1 1

1 11 1 2 1 2
0 0 0

1exp ( ) ( , )
2

i a s ds b s s ds ds
 

= + − 
 
∫ ∫ ∫

1 1 1

2 22 1 2 1 2
0 0 0

1exp ( ) ( , ) .
2

i a s ds b s s ds ds
 

− + 
 
∫ ∫ ∫  (10)

Теорема 2. Если случайные процессы 1,ε  2ε  
заданы характеристическим функционалом 
(9), то оптимальное распределение начально-
го капитала без учета рисков имеет вид:

10 1,x =  20 0x =  при условии
1

1 2
0

exp ( ( ) ( ))i a s a s ds


− +

∫

1 1

11 1 2 22 1 2 1 2
0 0

1 ( , ) ( , ) 0,
2

b s s b s s ds ds


+ − >


∫ ∫
при этом ( (0,1),0);I iψ χ= −

10 0,x =  20 1x =  в противном случае, при 
этом (0, (0,1)).I iψ χ= −

Результат верен и для статистически за-
висимых случайных процессов 1,ε  2.ε

Доказательство. Используя (10) в теореме 
1и учитывая монотонность экспоненты, по-
лучаем утверждение теоремы 2. Так как ре-
зультат не зависит от 12 ,b  то результат верен и 
для статистически зависимых случайных 
процессов 1,ε  2.ε  Теорема доказана.

5. ВТОРЫЕ МОМЕНТНЫЕ ФУНКЦИИ

Введем обозначения
1 2

1 2

( , , , )

( ( ) ( ) ( , )), 1, 2,
j j

j j

z z t u u
M x t x e u u j

τ

τ

= =

= =

3 3 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( ( ) ( ) ( , )),z z t u u M x t x e u uτ τ= =

4 3 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( ( ) ( ) ( , )).z z t u u M x t x e u uτ τ= =
Умножим первое из уравнений (1) на 

1 1 2( ) ( , ),x e u uτ  второе уравнение из (1) умно-
жим на 2 1 2( ) ( , )x e u uτ  и вычислим математи-
ческие ожидания по функции распределения 
процессов 1,ε  2 ,ε  получим

( )

1 2

1 2

( ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( , ) , 1, 2.

j
j

j j j

dx
M x e u u

dt

M t x t x e u u j

τ

ε τ

 
= 

 

= =
Умножив первое из уравнений (1) на 

2 1 2( ) ( , ),x e u uτ  второе уравнение из (1) умно-
жив на 1 1 2( ) ( , )x e u uτ  и вычислив математиче-
ские ожидания по функции распределения 
процессов 1,ε  2 ,ε  получим

( )

1
2 1 2

1 1 2 1 2

( ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( , ) ,

dxM x e u u
dt

M t x t x e u u

τ

ε τ

  = 
 

=

Расчеты рисков в задаче о портфеле
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( )

2
1 1 2

2 2 1 1 2

( ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( , ) .

dxM x e u u
dt

M t x t x e u u

τ

ε τ

  = 
 

=
Используя введенные обозначения 1,z  2 ,z  

3,z  4 ,z  эти уравнения запишем в виде

, 1, 2,
( )

j j

j

z z
i j

t u t
δ
δ

∂
= − =

∂
3 3

1

,
( )

z zi
t u t

δ
δ

∂
= −

∂
 4 4

2

.
( )

z zi
t u t

δ
δ

∂
= −

∂
      (11)

Аналогичным образом находятся условия
2

1 2 0 1 2(0,0, , ) ( , ), 1, 2,j jz u u x u u jψ= =

1 2 10 20 1 2(0,0, , ) ( , ), 3, 4.jz u u x x u u jψ= =   (12)
Полагая в (11) 0,τ =  получим систему 

уравнений с начальными условиями (12). Ре-
шение этой системы находится по формуле 
[5, стр. 166]

2
1 1 2 10 1 2( ,0, , ) ( (0, ), ),z t u u x u i t uψ χ= −

2
2 1 2 20 1 2( ,0, , ) ( , (0, )),z t u u x u u i tψ χ= −

3 1 2 10 20 1 2( ,0, , ) ( (0, ), ),z t u u x x u i t uψ χ= −

4 1 2 10 20 1 2( ,0, , ) ( , (0, )).z t u u x x u u i tψ χ= −

Используя симметричность 1,z  2z  по пе-
ременным ,t  τ  и определение 3,z  4 ,z  нахо-
дим

2
1 1 2 10 1 2(0, , , ) ( (0, ), ),z u u x u i uτ ψ χ τ= −

2
2 1 2 20 1 2(0, , , ) ( , (0, )),z u u x u u iτ ψ χ τ= −    (13)

3 1 2 4 1 2

10 20 1 2

(0, , , ) (0, , , )

( , (0, )).

z u u z u u
x x u u i
τ τ

ψ χ τ

= =

= −
Решение системы уравнений (11) с началь-

ными условиями (13) находится по формуле 
[5, стр. 166]

2
1 10 1 2( (0, ) (0, ), ),z x u i t i uψ χ χ τ= − −

2
2 20 1 2( , (0, ) (0, )),z x u u i t iψ χ χ τ= − −

3 10 20 1 2( (0, ), (0, )).z x x u i t u iψ χ χ τ= − −

Из определения 1,z  2 ,z  3z  при 1 2 0,u u= =  
1t τ= =  следует

2 2
1 10( (1)) ( 2 (0,1),0),M x x iψ χ= −
2 2
2 20( (1)) (0, 2 (0,1)),M x x iψ χ= −                   (14)

1 2 10 20( (1) (1)) ( (0,1), (0,1)).M x x x x i iψ χ χ= − −

Теорема 3. Дисперсия 1 2( (1) (1))D x x+  име-
ет вид

2
1 2 10 10( (1) (1)) 2 ,D x x Ax Bx C+ = − +      (15)

где
2( 2 (0,1),0) ( (0,1),0)A i iψ χ ψ χ= − − − +

2(0, 2 (0,1)) (0, (0,1))i iψ χ ψ χ+ − − − −

4 ( (0,1), (0,1))i iψ χ χ− − − +

4 ( (0,1),0) (0, (0,1)),i iψ χ ψ χ+ − −
2(0, 2 (0,1)) (0, (0,1))B i iψ χ ψ χ= − − − +

( (0,1), (0,1))i iψ χ χ+ − − −

( (0,1),0) (0, (0,1)),i iψ χ ψ χ− − −
2(0, 2 (0,1)) (0, (0,1)).C i iψ χ ψ χ= − − −

Доказательство. Используя (14), находим

1 2( (1) (1))D x x+ =
2 2

1 2 1 2( (1) (1)) ( (1) (1))M x x M x x = + − + = 
2 2
1 2( (1)) ( (1))M x M x= + +

2
1 2 12 ( (1) (1)) ( (1))M x x M x+ − −

2
1 2 22 ( (1)) ( (1)) ( (1))M x M x M x− − =

1 2( (1)) ( (1))D x D x= + +

1 2 1 22[ ( (1) (1)) ( (1)) ( (1))]M x x M x M x+ − =
2 2
10[ ( 2 (0,1),0) ( (0,1),0)]x i iψ χ ψ χ= − − − +
2 2
20[ (0, 2 (0,1)) (0, (0,1))]x i iψ χ ψ χ+ − − − +

10 202 [ ( (0,1), (0,1))x x i iψ χ χ+ − − −

( (0,1),0) (0, (0,1))].i iψ χ ψ χ− − −

Здесь 1( (1)),D x  2( (1))D x  – дисперсии слу-
чайных величин 1(1)x  и 2 (1).x  Подставив в 
это выражение 20 101 ,x x= −  приходим к (15). 
Теорема доказана.

6. ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 
ПОРТФЕЛЕМ С УЧЕТОМ РИСКА

Полученные результаты позволяют сфор-
мулировать оптимальный алгоритм распре-
деления начального капитала. Согласно опре-
делению Г. Марковица, риском называется 
дисперсия 1 2( (1) (1)).D x x+

Теорема 4. Пусть задан допустимый риск 
0,r >  тогда:
1. 10 1,x =  20 0x =  при выполнении условий

( (0,1),0) (0, (0,1)) 0,i iψ χ ψ χ− − − >

В. Г. Задорожний
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2 ,A B C r− + ≤
при этом ( (0,1),0).I iψ χ= −

2. 10 0,x =  20 1x =  при выполнении условий

( (0,1),0) (0, (0,1)) 0,i iψ χ ψ χ− − − ≤
,C r≤

при этом (0, (0,1)).I iψ χ= −
3. Если не выполняются случаи 1, 2 и

( (0,1),0) (0, (0,1)) 0,i iψ χ ψ χ− − − >
то в качестве 10x  следует выбрать большее 

из чисел 
2 ( )

,
B B A C r

A
± − −

 лежащее в про-

межутке (0,1), при этом

10[ ( (0,1),0) (0, (0,1))]I x i iψ χ ψ χ= − − − +

(0, (0,1)),iψ χ+ −

если ( (0,1),0) (0, (0,1)) 0,i iψ χ ψ χ− − − <  то в 
качестве 10x  следует выбрать меньшее из чи-

сел 
2 ( )

,
B B A C r

A
± − −

 лежащее в промежут-

ке (0,1).
 Доказательство. В первом случае при 

10 1x =  критерий качества принимает наболь-
шее значение (см. теорему 1). Тогда нужно 
оценить риск. Для этого нужно в (15) поло-
жить 10 1.x =  Если при этом выполняется не-
равенство 2 ,A B C r− + ≤  то риск не превос-
ходит заданную величину r  и следует выбрать 

10 1.x =  Из (8) находим ( (0,1),0).I iψ χ= −
Во втором случае из (15) при 10 0x =  нахо-

дим 1 2( (1) (1)) .D x x C+ =  Если ,C r≤  то риск 
не превосходит заданную величину r  и сле-
дует выбрать 10 0,x =  при этом из (8) находим 

(0, (0,1)).I iψ χ= −
Если первые два варианта не выполняют-

ся, то 100 1x< <  выбирается из условия мак-
симально допустимого риска, т. е. решение 
уравнения 2

10 102 .Ax Bx C r− + =  При этом, 
если есть два корня из промежутка (0,1), то 
при 0A >  следует выбрать больший, в про-
тивном случае нужно выбирать меньший ко-
рень. Значение критерия качества I  находит-
ся подстановкой выбранного корня в (8). 
Теорема доказана.

Замечание. Если случайные процессы 1,ε  
2ε  заданы характеристическим функциона-

лом (9) и 12b  отлично от нуля (случайные про-
цессы статистически зависимы), то величина

( (0,1), (0,1))i iψ χ χ− − =
1 1

1 2
0 0

exp ( ) ( )a s ds a s ds


= + +

∫ ∫

1 1 1 1

11 1 2 1 2 22 1 2 1 2
0 0 0 0

1 1( , ) ( , )
2 2

b s s ds ds b s s ds ds+ + +∫ ∫ ∫ ∫
1 1

12 1 2 1 2
0 0

( , )b s s ds ds


+ 


∫ ∫  

зависит от 12.b  Эта величина входит в пред-
ставление коэффициента ,A  следовательно, 
оптимальный портфель с учетом риска зави-
сит от величины корреляционной связи меж-
ду процессами 1,ε  2.ε

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для определения оптимального распреде-
ления начального капитала случайные процес-
сы 1,ε  2ε  должны быть заданы характеристи-
ческим функционалом .ψ  Если математическая 
модель предполагает, что процессы 1,ε  2ε  яв-
ляются гауссовыми, то нужно задать только 
коэффициенты 1,a  2 ,a  11,b  12 ,b  22.b  Представ-
ление коэффициентов ,A  ,B  C  в (15) содер-
жит интегралы, которые можно вычислять 
численными методами. В модели не предпола-
гается, что промежуток времени является дли-
тельным (мы его обозначили за единицу), поэ-
тому модель применима и для оперативного 
управления распределением капитала. Рассмо-
тренный метод может быть применен для бо-
лее общих моделей, например, для системы 
линейных неоднородных уравнений или для 
большего числа уравнений.
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