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Аннотация. В данной статье исследуется интервальная задача условной линейной цело-
численной оптимизации. Рассматриваются два подхода к определению её оптимального ре-
шения, один из которых использует понятие недоминирующих интервалов. Для отыскания 
всех недоминирующих интервалов рассматривается вспомогательная оптимизационная 
задача, поиск решения которой основывается на идее алгоритма отсечений Гомори. В итоге 
предлагается алгоритм нахождения всех Парето-оптимальных решений интервальной за-
дачи.
Ключевые слова: интервальная оптимизация, целочисленная оптимизация, оптималь-
ное решение, несравнимые интервалы.
Annotation. This article explores the problem of the interval conditional integer optimization. 
Two approaches to the determination of its optimal solutions are considered. One of them uses 
the concept of non-dominant interval. The supporting optimization problem to find all non-dom-
inated intervals is considered. Its solution based on the idea of the Gomory algorithm. As a result, 
the algorithm for finding all Pareto-optimal solutions to the interval problem is proposed.
Keywords: interval optimization, integer optimization, optimal solution, incomparable intervals.

1. ВВЕДЕНИЕ

Основной вопрос, возникающий в отно-
шении интервальных задач оптимизации, ка-
сается определения оптимального решения, в 
частности понятия экстремума интервальной 
функции и выполнения интервального нера-
венства. Существуют различные подходы, 
позволяющие перейти от интервальной по-
становки оптимизационных задач к решению 
различных детерминированных линейных и 
нелинейных задач оптимизации.

В [4] предложен подход к оптимизации 
систем с интервально заданными параме-
трами, основанный на принципах сравнения 
интервалов, вытекающих из общих принци-
пов интервальной математики. В результате 
оказалось возможным эффективное реше-
ние многих задач оптимизации в новой, ин-
тервальной постановке [4, 5, 7, 9, 11]. Одна-
ко предложенный подход имел ограничение, 
связанное с невозможностью сравнения ин-
тервалов, один из которых накрывает другой.

В [6] обоснован более общий подход к оп-
тимизации систем с интервальными параме-
трами, в котором используется понятие меры 
близости двух интервалов. 

Другой возможный подход к определению 
правила сравнения пересекающихся интер-
валов предложен в работах [1, 2]. Он основан 
на идеях теории проверки статистических ги-
потез. Реализация связана с необходимостью 
определения функции плотности распреде-
ления вероятностей значений внутри интер-
вала. В работе [1] показано, как на основе 
сформированной полной группы событий, 
производится сравнение и ранжирование 
произвольных интервалов.

Значимые результаты достигнуты в рабо-
тах [9, 12] по определению верхней и нижней 
границы оптимального решения.

2. ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Рассматривается задача условной цело-
численной линейной оптимизации в усло-
виях неопределенности, формализованной в 
виде интервалов© Медведев С. Н., Медведева О. А., 2016
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1( ,..., ) maxnx x →F                        (1)

1( ,..., ) ,  1,..., ,i n ix x i m≤ =f b          (2)

,  1,..., .jx Z j n∈ =                            (3)
Здесь коэффициенты линейных функций 

( ),xF  ( ),i xf  и коэффициенты ,ib  1,...,i m=  
являются не точными числами, а известны с 
точностью до интервальных значений.

Замечание 1. Здесь и далее будем обозна-
чать 1( ,..., ).nx x x=

Замечание 2. Здесь и далее жирным 
шрифтом a  будем выделять интервальные 
величины, обычным шрифтом a  – числовые 
значения, = [ , ]a aa  [13].

В основе решения поставленной задачи 
(1)–(3) лежат правила сравнения интервалов 
[4, 10]:
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то интервалы a  и b  будут являться несрав-
нимыми или недоминирующими друг над 
другом.

Задача (1)–(3) может быть записана в яв-
ном интервальном виде

[ ( ), ( )] maxF x F x →

[ ( ), ( )] [ , ],  1,..., ,i i i if x f x b b i m≤ =

,  1,..., .jx Z j n∈ =
На основе правил (4)–(7) задачу (1)–(3) 

можно представить в виде совокупности 
пары детерминированных задач

( ) maxF x →                                 (8)
( ) ,  1,..., ,
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В совокупности пара данных задач экви-
валента исходной [5, 7].

Задачу (8)–(9) будем называть нижней за-
дачей для исходной интервальной задачи (1)–
(3), множество её оптимальных решений обо-
значим .Mн

Задачу (10)–(11) будем называть верхней 
задачей для исходной интервальной задачи 
(1)–(3), множество её оптимальных решений 
обозначим .Mв

Перейдём к нахождению оптимального 
решения *x  задачи (1)–(3), основываясь на 
правилах сравнения интервалов (4)–(7). 
Пусть *x M∈н н  и * .x M∈в в

1. Пусть .M M∩ ≠∅н в  Тогда существует 
хотя бы одна пара * *,x x=н в  и * *( ) ( ).x x=F Fн в  
В этом случае * * *x x x= =н в  и * *( ) .x =F F

Таким образом, интервальная задача име-
ет оптимальное решение, если пересечение 
множеств оптимальных решений верхней и 
нижней задач не пусто [6].

2. Пусть .M M∩ =∅н в  Тогда для всех ре-
шений верхней и нижней задач выполнено 

* *.x x≠н в  * * *( ) [ ( ), ( )],x F x F x=F н н н  
* * *( ) [ ( ), ( )]x F x F x=F в в в  и * *( ) ( ).x x≠F Fн в  При 

этом * *( ) ( )F x F x≥н в  в силу оптимальности *xн  
для нижней задачи, и * *( ) ( )F x F x≤н в  в силу 
оптимальности *xв  для верхней задачи, то есть 
интервал *( )xF н  вложен в интервал *( ),xF в  

* * * *[ ( ), ( )] [ ( ), ( )]F x F x F x F x⊂н н в в  (рис. 1). Такие 
интервалы являются несравнимыми (недо-
минирующими друг над другом) по форму-
лам (7).

В данном случае рассмотрим два подхода 
[6–8]:

Рис. 1. Вложенные интервалы

С. Н. Медведев, О. А. Медведева
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1) оптимального решения интервальной 
задачи нет, если пересечение множеств оп-
тимальных решений верхней и нижней задач 
пусто [6];

2) есть несколько Парето-оптимальных 
решений, в которых значения целевой функ-
ции (1) не доминируют друг над другом [7, 8]. 

Определение 1. Решение *x  интервальной 
задачи (1)–(3) назовем Парето-оптимальным, 
если не существует какого-либо другого ре-
шения x , такого что одновременно 


*( ) ( )F x F x>  и 

*( ) ( )F x F x> .
Соответствующие значения интерваль-

ной целевой функции (1) решений *x  и x  яв-
ляются недоминирующими по правилу (7).

Если множества Mн  и Mв  изменить по 
следующим правилам:

{ }* : max ( )
x M

M x x
∈

= F
н

н  и { }* : max ( ) ,
x M

M x x
∈

= F
в

в (12)

то все решения из объединения этих двух 
множеств будут являться Парето-оптималь-
ными (рис. 2).

В рамках второго подхода возникает про-
блема поиска всех Парето-оптимальных ре-
шений интервальной задачи (1)–(3) (рис. 3). 

 

3. ПОИСК ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
СУБОПТИМАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ

Рассмотрим вспомогательную задачу:
для задачи условной целочисленной ли-

нейной максимизации max ( )
x

F x
∈Ω

найти после-
довательность субоптимальных решений, 
упорядоченных по значению целевой функ-
ции до оптимального.

Пусть *x  – единственное оптимальное ре-
шение задачи max ( ).

x
F x

∈Ω
 Для нахождения 

наименее удаленного по значению целевой 
функции к нему решения воспользуемся иде-
ей алгоритма отсечений Гомори [3] и введём 
новое ограничение. 

Не ограничивая общности, будем считать, 
что коэффициенты целевой функции ( )F x  
являются целыми числами [3].

Утверждение. Новое ограничение имеет 
вид

*( ) ( ) 1F x F x≤ −
и удовлетворяет двум требованиям:

1) полученное оптимальное решение отсе-
кается, то есть оно не удовлетворяет новому 
ограничению;

2) все другие допустимые точки исходной 
задачи должны удовлетворять этому ограни-
чению.

Доказательство.
1) Доказательство первого требования 

очевидно.
2) Так как *x  – единственное оптимальное 

решение задачи max ( ),
x

F x
∈Ω

 то для всех 
*\{ }x x∈Ω  выполняется неравенство

*( ) ( ).F x F x<  В виду того, что решается цело-
численная задача, значение целевой функции 
может быть равно только целому числу. Поэ-
тому разность двух целых чисел *( ) ( ),F x F x−  
при условии *,x x≠  будет больше или равна 
одному

*( ) ( ) 1,F x F x− ≥
*( ) ( ) 1.F x F x≤ −

Утверждение доказано.
Таким образом, чтобы для задачи линей-

ной целочисленной оптимизации max ( )
x

F x
∈Ω

 
найти допустимое решение *

2 ,x  наименее уда-
ленное по значению целевой функции от оп-
тимального *,x  необходимо решить задачу 

Рис. 2. Совокупность интервалов, 
отвечающих одному решению

Рис. 3. Дополнительный 
недоминирующий интервал

О решении интервальной задачи линейной целочисленной оптимизации
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максимизации с той же целевой функцией, но 
с изменённым допустимым множеством

{ }*: ( ) ( ) 1 .x F x F x′Ω = Ω∪ ≤ −        (13)
Продолжая процесс, получим последова-

тельность субоптимальных решений *,x  *
2 ,x  

*
3 ,x  *

4...,x  таких что
* * * *

2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ...F x F x F x F x≥ ≥ ≥ ≥     (14)
Таким образом, получен алгоритм реше-

ния поставленной вспомогательной задачи. 
Построим для нижней и верхней задач 

цепочки субоптимальных решений, тогда 
для интервальной задачи получим соответ-
ствующие наборы интервалов (рис. 4). Из их 
совокупности по правилу (7) выберем не-
доминирующие интервалы, при этом соот-
ветствующие им решения будут образовы-
вать Парето-оптимальное множество задачи 
(1)–(3) (рис. 5).

4. АЛГОРИТМ

Алгоритм решения интервальной задачи 
(1)–(3).

1. Решить верхнюю задачу (8)–(9), сфор-
мировать множество Mв  – множество опти-
мальных решений.

Решить нижнюю задачу (10)–(11), сфор-
мировать множество Mн  – множество опти-
мальных решений.

2. Если ,M M∩ ≠∅в н  то сформировать 
множество *M M M= ∩в н  и перейти к п. 9, 
иначе перейти к п. 3.

3. Сформировать множества *Mн  и *Mв  по 
правилам (12).

4. Сформировать множество
* * *.M M M= ∪н в

5. Предложенным способом найти после-
довательность субоптимальных решений 

*
, ,kxн  1,...,k K=  для нижней задачи, таких что 

* * *
,2 ,3( ) ( ) ( ) ...F x F x F x≥ ≥ ≥н н н

Процесс построения последовательности 
заканчивается, если

* *
, ( ) ( ).kF x F x<н в

6. Предложенным способом найти после-
довательность субоптимальных решений 

*
, ,lxв  1,l L=  для верхней задачи, таких что 

* * *
,2 ,3( ) ( ) ( ) ...F x F x F x≥ ≥ ≥в в в

Процесс построения последовательности 
заканчивается, если

* *
, ( ) ( ).lF x F x<в н

7. Если выполнено * *
, ( ) ( ),kF x F x>н н  то *

, kxн  
добавить во множество *,M  { }* * *

, .kM M x= ∪ н  
Проверка выполняется для всех 1,..., .k K=

8. Если выполнено * *
, ( ) ( ),lF x F x>в в  то *

, lxв  
добавить во множество *,M  { }* * *

, .lM M x= ∪ в

Рис. 4. Совокупность интервалов

Рис. 5. Парето-оптимальные решения интервальной задачи

С. Н. Медведев, О. А. Медведева
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Проверка выполняется для всех 1,..., .l L=
9. Полученное множество *M  – множе-

ство Парето-оптимальных решений задачи 
(1)–(3).

5. ПРИМЕР

Найти все Парето-оптимальные решения 
следующей задачи

[ ]1 2( , ) ( , ), ( , ) maxx y F x y F x y= →F

1( , ) 2 ,F x y x y= −

2 ( , ) 3 ,F x y x y= −

3,
7,

x y
x y
− ≤

 + ≤
, 0,x y ≥
, .x y Z∈

Заметим, что в данной задаче целевая 
функция является интервальной, а допусти-
мое множество задано обычными функция-
ми, таким образом, нижняя и верхняя задачи 
отличаются только целевыми функциями 

1( , )F x y  и 2 ( , )F x y  соответственно.

Оптимальное решение нижней задачи 
*
1( , ) (3,0),x y =  а верхней – *

2( , ) (5, 2)x y =  
(рис. 6).

Таким образом, 
*

1 2(3,0) 3,  (3,0) 9,  F(3,0) [3,  9]F F= = = ;
*

1 2(5, 2) 1,  (5, 2) 13,  F(5,2) [1,  13]F F= = = .
Так как интервалы [3, 9] и [1, 13] являются 

недоминирующими друг над другом (рис. 7), 
то решения *

1( , ) (3,0)x y =  и *
2( , ) (5, 2)x y =  бу-

дут Парето-оптимальными для исходной за-
дачи. 

Проверим, есть ли еще Парето-оптималь-
ные решения исходной задачи. Для этого по-
строим последовательность субоптимальных 
решений для верхней и нижней задач. Из ри-
сунка 6 видно, что наименее удаленное от оп-
тимального является решение 3( , ) (4,1),x y =  
причем и для верхней, и для нижней задачи. 
При этом, 1 (4,1) 2,F =  2 (4,1) 11,F =  
F(4,1) [2,  11].=  Заметим, что данный интер-
вал также является несравнимым с [3, 9] и 
[1, 13] (рис. 6). Таким образом, 3( , ) (4,1)x y =  
также является Парето-оптимальным реше-
нием исходной задачи.
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