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Аннотация. Исследуется эффективность гистерезисного назначения цены в производ-
ственно-экономической системе разработки новой авиационной техники с учетом кризис-
ных ситуаций. Предложенный подход позволяет повысить устойчивость и конкурентоспо-
собность наукоемкого производства продукции с высокой добавленной стоимостью.
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Annotation. Investigate the effectiveness of the hysteresis pricing in the technical and economic 
system development of a new aviation technics. The proposed approach allows increasing the 
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Keywords: optimal control, variable margin, hysteretic price function, Bellman principle.

ВВЕДЕНИЕ

В результате недавно проведенных иссле-
дований (см. [1, 2]) было показано, что задача 
управления производственным и конструк-
торским звеньями авиационного предпри-
ятия может быть сформулирована и решена 
с использованием методов параметрической 
оптимизации, которые обладают способно-
стью учета динамики совершенствования ка-
чества продукции и зависящего от него спро-
са при распределении текущих финансовых, 
материальных и кадровых ресурсов. Установ-
лено, что суботимальному управлению про-
изводственным и конструкторским звенья-
ми отвечают кусочно-постоянные функции, 
определяющие долю использования перечис-
ленных ресурсов в текущий момент и величи-
ну возникающей прибыли. При этом решение 
задачи удалось найти за счет использования 
единого технико-экономического критерия 

эффективности в виде суммы линейной и 
мультипликативной сверток отдельных тех-
нических и экономических показателей.

Отметим, что указанные результаты были 
получены в условиях назначения постоянной 
цены на продукцию. В представленной рабо-
те акцент сделан на процесс назначения цены, 
обладающий гистерезисными свойствами 
(гистерезисная функции назначения цены) 
с учетом количества, качества продукции, 
а также спроса. Указанные особенности ха-
рактеризуют этот процесс как способ выбора 
дополнительного сигнала управления техни-
ко-экономической системой при следующей 
постановке задачи.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для дальнейшего нам понадобиться сде-
лать следующие предположения:

1. Модель производственного звена описы-
вается дифференциальным уравнения перво-
го порядка
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1
0

[(1 ) 1] ,x Zx p U
Uτ

= + −              (1)

где x  – текущая скорость производства при 
заданном начальном 0(0) ,x x=  зависящем от 
инвестиции или стартового капитала, τ  – пе-
риод оборота капитала, p  – переменная рен-
табельность производства,

0

2ˆ ˆsin ,tp p A A p
T
π= + >            (2)

1U  – доля полученного дохода, отводимого на 
воспроизводство, Z  – полученный доход в 
результате сбыта продукции или текущая ско-
рость сбыта, которая в свою очередь равна:

0min{ , }Z V xU= ,                     (3)
где 0U   – назначенная цена на единицу про-
дукции, являющаяся предметом выбора V  – 
текущий спрос на продукцию, который со-
гласно проведенным в [3] исследованиям 
линейно зависит от нормированного каче-
ства продукции ,Y  скорости его улучшения 
Y  и цены 0U  следующим образом:

1 2 0 0V mY m Y m U= + −                (4)
коэффициенты 0 ,m  1,m  2m  считаются за-
данными.

2. Модель конструкторского звена так-
же описывается в виде дифференциального 
уравнения первого порядка.

2

1

(1 ),UY Y
T

= −                        (5)

где Y  – нормированное значение растущего 
качества ( 0 1Y< < ) и заданном начальном 
значении 0 0.5,Y <  1T  – постоянная времени 
улучшения качества 1( ),T τ>  2U  – доля 
средств ,отводимых из полученного при сбы-
те дохода на конструкторские разработки но-
вой авиационной техники;

3. Модель накопления прибыли l  в банке, 
оставшейся после использовании части дохо-
да конструкторским и производственным 
звеном 

1 2(1 )l U U= − −                      (6)
4. Единый критерий технико-экономиче-

ским эффективности предприятия в виде 
терминальной функции свертки линейной и 
мультипликативной форм в конце контроли-

руемого периода 0T  функционирования си-
стемы[3].
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          (7)

где 1 2 3, ,C C C  – заданные весовые коэффици-
енты. При этом последнее слагаемое обеспе-
чивает сбалансированность как финансово-
го, так и технического состояния предприятия 
и качества выпускаемой продукции.

В сделанных предположениях, требуется 
найти близкое к оптимальному решение зада-
чи, сформировав нужный вектор управления 

0 1 2( , , )U U U  как функцию вектора состояния 
( , , )x y l  при условии, что управления и со-
стояния входят в дифференциальные уравне-
ния мультипликативно, а функция сбыта не-
линейно зависит от спроса и предложения. 

СУБОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 
ПРОИЗВОДСТВЕННЫМ 

И КОНСТРУКТОРСКИМ ЗВЕНОМ 
И ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ СИНТЕЗ 

НАЗНАЧЕНИЯ ПЕРЕМЕННОЙ ЦЕНЫ 
БЕЗ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ 

ГИСТЕРЕЗИСНОЙ ФУНКЦИИ

Как было отмечено в [2–4], субоптималь-
ное управление производственным и кон-
структорским звеном может быть получено 
на основе принципов динамического про-
граммирования [5]. Приняв допущение о 
примерном постоянстве назначаемой цены, 
решалась задача для двумерного вектора 
управления 1 2( , )U U  в пространстве состоя-
ний динамической системы с использовани-
ем уравнения Беллмана в частных произво-
дных ( этот подход является стандартным в 
методе аналитического конструирования оп-
тимальных регуляторов (AKOP)):

1 2
1 2 1 2,

2 2
3 0 1 2

min[ (1 )

( ) ( )
U U

C Z C U U Z
t

C Zl lZ C U U

ε∂ = − + − − +
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где ε  – искомая функция Беллмана.
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Однако, в отличие от известных для AKOP 
результатов, полученных для линейного ди-
намического объекта и аддитивного управле-
ния [6], синтезируемая система, описываемая 
уравнениями (1)–(6), содержит произведения 
координат состояния и сигналов управления. 
Поэтому задача решалась приближенно с по-
мощью представления функции Беллмана 
степенным полиномом не второго, а третьего 
порядка 

2 2
1 1 2 2

2
3 3 12 13

0.5 0.5
0.5

x Y x Y Y
l Y e xY xl

ε β β γ
β ψ ψ
= + + + +
+ + + + +

2 2 2
23Yl x Y pxY xlψ φ λ+ + +           (9)

На следующем этапе с использованием 
методов компьютерного моделирования 
было установлено, что субоптимальным ре-
шением с учетом прямых ограничений явля-
ется кусочно-постоянное управление, зави-
сящее от переменной рентабельности ( ).p t  
Графики сигналов управления представлены 
на рис. 1.

Рис. 1а, 1б, 1в. Графики изменения переменной рентабельности и управления 
производственным и конструкторским звеном

Субоптимальное управление производственным процессом авиационной техники ...
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Из графиков видно, что за период колеба-
ния рентабельности поведение системы со-
стоит из трех участков. (рис. 1б)

– участок I максимального расширения 
производства продукции;

– участок II сохранения достигнутого уров-
ня простого воспроизводства и начала кон-
структорских работ и накопления прибыли;

– участок III уменьшения прибыли в кри-
зисной ситуации при непрерывном повыше-
нии качества продукции, что видно из графи-
ка на рис. 1в.

При этом на участке I сумма 1 2 1.U U+ =  
На участке II сумма 

1 2
ˆ ˆ1 0.5 1 0.5 1,ˆ ˆ ˆ1 1 1
p pU U

p p p
++ = + = <

+ + +
 вслед-

ствие чего происходит накопление прибыли 

со скоростью ,
ˆ0.5
ˆ1
p
p+

 и с такой же скоростью 

расходуются средства на конструкторские 
разработки. На участке III сумма 

1 2
ˆ ˆ1 21 1,ˆ ˆ1 1
p pU U

p p
++ = + = >

+ +
 поэтому на-

копленная прибыль уменьшается, но зато вы-
деленные средства на сохранение темпов про-
изводства позволяют снизить его спад при 
отрицательной рентабельности.

Следует подчеркнуть, что полученное ре-
шение отвечает физическому смыслу решае-
мой задачи, и его можно использовать при 
дополнительном выборе не постоянной, а пе-
ременной цены 0.U

Решая задачу оптимального назначения 
цены 0 ,U  будем исходить из простого пред-
положения о стремлении достигнуть макси-
мума скорости сбыта ,Z  оцениваемой по 
формулам (3) и (4). Однако, использовать 
стандартные методы оптимизации с исполь-
зованием формулы (3) не удается в силу не 
дифференцируемости соответствующей 
функции. Чтобы преодолеть это затруднение, 
аппроксимируем ее с помощью соотношения:

0

0

.ZxU VZ
xU V

≈
+

                       (10)

Здесь V  – цена спроса, 0xU  – цена предло-
жения. Нетрудно убедиться, что при равен-
стве спроса и предложена скорость сбыта Z  
согласно формуле (10) равна V или 0 ,xU  в 

остальных случаях для оценки Z  использу-
ется меньшее число из двух – V  или 0.xU  
Тогда, согласно формулам (4) и (10) предста-
вим функцию Z  в виде:

0 1 2 0 0

1 2 0 0

( )2 max.
( )

U mY m Y m UZ x
mY m Y x m U

+ −= →
+ + −

Используя необходимое условие экстре-
мума, нетрудно получить следующее соотно-
шение: 

1 2
0

0 0

.m y m yU
m xm

+=
+



                   (11)

Выражение (11) указывает, что перемен-
ная цена 0U  падает при увеличении скорости 
выпуска продукции от некоторого макси-
мального значения:

1 2
0max

0

( )2
3

m y m yU
m
+= 

             (12)

до минимального значения 0min ,U  определяе-
мого себестоимостью выпуска продукции:

1 2
0min

0

.( )
3

m y m yU
m
+= 

              (13)

Попутно заметим, что допущение о назна-
чении переменной цены, обеспечивающей 
равенство предложения и спроса, то есть 

0V xU=  дает следующий ответ, полученный 
из выражения (4)

1 2
0

0

.m y m yU
x m
+=
+



                (14)

Можно убедиться, что ни попытка на-
значить постоянную цену по формулам (12) 
и (13), ни по формуле (14) при обеспечении 
равенства спроса и предложения не дают луч-
шего ответа по сравнению с назначением по 
формуле (11). Однако, главным недостатком 
параметрического синтеза является отсут-
ствие учета динамики изменения качества 
продукции и зависящего от него спроса. На 
практике быстрое непрерывное изменение 
цены не сразу приведет к желаемому повы-
шению скорости сбыта, поэтому в ряде про-
гнозируемых случаев необходимо назначать 
цену заблаговременно скачком, что позволя-
ет осуществить гистерезисная функция.
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НАЗНАЧЕНИЕ КУСОЧНО-ПОСТОЯННОЙ 
ЦЕНЫ С ПОМОЩЬЮ ГИСТЕРЕЗИСНОЙ 

ФУНКЦИИ

Поясним процесс гистерезисного назначе-
ния цены и его преимущества, обратившись 
более подробно к рис. 2 [7–10], дополнитель-
но изобразив на нем варианты альтернатив-
ного назначения кусочно-постоянной цены 
следующим образом:

Рассмотрим сначала вместо выражений 
(10), (11), (14) назначения переменной цены 
самый простой вариант – назначение либо 
максимального значения 0 max ,U  либо мини-
мального значения 0minU  в зависимости от 
выбранного порога ,nx  показанного на рис. 2 
пунктирной линей. Тогда, в случае ïx x<  на-
значается максимальная цена, на следующем 
участке – минимальная вплоть до точки 2, за-
тем цена возвращается к максимальному зна-
чению. При этом, в данном варианте совер-
шенно неважно, с какой производной x  
принимается решение о переключении цены 

(в точках 1 и 2 она имеет разные знаки). Ука-
занному варианту соответствует самый гру-
бый способ назначения кусочно-постоянной 
цены.

На следующем этапе рассмотрим другой 
вариант, который учитывает знак производ-
ной .x  Для этого зададимся интервалом 

1[ , ],n nx x−∆ −∆  показанным на рис. 2. В точ-
ке 3 велико не только значение x , но и ее поло-
жительная производная, т. е. прогнозируется 
дальнейший рост (расширение производства), 
и поэтому следует как можно раньше назна-
чить минимальную цену, чтобы повысить 
спрос на продукцию до соответствующего 
уровня.

Проводя аналогичные рассуждения для 
точки 4, можно убедиться, что возврат к мак-
симальной цене также нужно сделать ранее. 
Таким образом получается, область назна-
чения минимальной цены, лежащая между 
точками 1 и 2, перемещается в область между 
точками 3 и 4. В соответствии с приведенны-
ми рассуждениями гистерезисную функцию 
назначения цены можно проиллюстрировать 
рис. 3.

Гистерезисная петля характеризуется че-
тырьмя параметрами – 0max ,U  0min ,U  ,nx −∆  

.nx +∆
В представленной работе значения 0maxU  

и 0minU  вычисляются с использованием вы-
ражений (12) и (13), а значение nx −∆  было 

принято равным 0.2
3

m  Оптимальное значе-
ние величины выбиралось экспериментально 
с использованием методов компьютерного 
моделирования по критерию максимума эф-
фективности γ , вычисляемого с помощью 
соотношения (7).

КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 

РАЗРАБОТКАМИ И ПРОИЗВОДСТВОМ 
АВИАЦИОННОЙ ТЕХНИКИ 

ПРИ РАЗЛИЧНЫХ ВАРИАНТАХ 
НАЗНАЧЕНИЯ ЦЕНЫ

Для уточнения параметров назначения 
цены и сравнения различных вариантов па-
раметрического синтеза было проведено ком-

Рис. 2. График изменения скорости 
производства при переменной 

рентабельности

Рис. 3. Гистерезисная функция 
назначения цены

Субоптимальное управление производственным процессом авиационной техники ...
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пьютерное моделирование с использованием 
среды MatLab. Блок-схема моделируемой си-
стемы представлена на рис. 4.

Схема содержит следующие блоки:
1. производственное звено;
2. блок переменной рентабельности;
3. конструкторское звено;
4. блок формирования спроса;
5. блок накопления прибыли;
6. блок формирования сбыта;
7. управляющая часть производством и 

конструкторскими разработками;
8. блок назначения цены на продукцию;
9. критериальная часть оценки эффектив-

ности.
Из них первые пять блоков – динамиче-

ские звенья, которые имеют следующие пере-
даточные функции (здесь S  – переменная 
Лапласа):

1 0
1 [(1 ) 1], (0) ;x p U x x

Sτ
= + − =

2
2

0

,1p S
T

=  (0) ,p A=  ˆ(0) ;p p=

1

2

;1
1

Y T SU

=
+

 1 (0) 0;Y> >

1 2 0( ) ;V m m S Y m z= + −

1 2(1 ), (0) 0;zl U U l
S

= − − =          (15)

Блокам (6)–(9) соответствуют нелинейные 
преобразования фазовых переменных.

Среди них наибольший интерес пред-
ставляет блок 8 назначения цены в виде ги-
стерезисной функции, показанной на рис. 3, 
реализующий логическую схему с помощью 

однотипных релейных элементов в соответ-
ствии со следующим соотношением:

1 2 1 3
0

[1 (1 ) ],
2
VZ
m

= +Φ Φ + −Φ Φ       (16)

где ,
1,   0

( )
0,   0

i
i

i

ξ
ξ

ξ




>
Φ =

≤
при

при
 а входными сиг-

налами iξ  являются 1 ;xξ = 

1 0 ;m xξ = −  3 0 .m xξ = +∆−
Логическая схема гистерезисной функции 

назначения цены в среде MatLab показана на 
рис. 5.

В процессе моделирования учитывались 
следующие особенности:

– в случае отсутствия прибыли ( 0)l =  ав-
томатически обнуляются сигналы управле-
ния 1U  и 2.U

– кусочно-постоянное управление 1U  
принимает одно из трех значений –1, (на 
участке I), 1

ˆ1 p+
 (на участке II ), и 1 1.5

1
p

p
+
+

 

(на участке III), с целью замедления процесса 
спада в кризисной ситуации;

– кусочно-постоянное управление 2U  
либо равно нулю на участке I, либо равно 

,
ˆ0.5
ˆ1
p
p+

 на участках I и II;

– остаток полученного дохода после сбыта 
продукции определяет различную скорость 
накопления прибыли на разных участках;

– параметры системы ˆ ,p  ,A  ,τ  0 ,T  1,T  
0 ,m  1,m  2 ,m  1,C  2 ,C  3C  должны быть опре-

делены на основе качественной идентифика-
ции. В данной работе эта компонента не рас-
сматривается, и считаются заданными 
следующие параметры:

Рис. 4. Блок-схема моделируемой системы управления предприятием при назначении цены
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ˆ 0.2,p =  ˆ0.3 ,A p= >  0.2,τ =  0 10,T =  

1 0.8,T =  0 3,m =  1 10,m =  2 8,m =  

1 2 0.25,C C= =  3 0.5,C =  1 2 3 1.C C C+ + =
– целью моделирования является экспери-

ментальное определение оптимального разме-
ра петли гистерезисной функции назначения 
цены и сравнительное оценка эффективности 
различных вариантов назначения цены – по-
стоянной, переменной и зависящей от скоро-
сти x  промышленного производства. При 
этом под постоянной ценой подразумевается 
ее независимость от скорости производства.

Результаты моделирования показали, что 
переменная цена более выгодна, чем постоян-
ная, а гистерезисная функция дополнительно 
повышает эффективность технико-экономи-
ческой системы, по выбранному показателю 
(см. выражение (7)) на 10–15 %.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе показано, что гистерезисное на-
значение цены на продукцию авиационной 
техники при переменный рентабельности 
предприятия обеспечивает его максималь-
ную эффективность. Преимущество на-
значения переменной цены возрастает при 
создании наукоемкой продукции и при не-
прерывном повышением ее качества, что наи-
более характерно для авиационной техники. 
Использование при поиске единого субопти-

мального решения в виде суммы аддитивный 
и мультипликативной сверток обеспечивает 
сбалансированность системы, а гистерезис-
ное назначение цены повышает устойчивость 
ее развития с учетом возникновения кризис-
ных ситуаций.

Работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ (проект 16-08-00312)
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