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Аннотация. Рассматриваются задачи математического моделирования эффективной те-
пловой защиты проницаемых цилиндрических и сферических поверхностей гиперзву-
ковых летательных аппаратов. Приведены постановки прямых и обратных задач тепло-
массообмена. Обсуждаются различия между интерполяционной и аппроксимационной 
постановками обратной задачи. Найдены условия (диапазоны значений как неизменя-
емых, так и управляющих параметров) достаточные для восстановления управления 
в точке торможения. Приводятся результаты вычислительных экспериментов. В основу 
расчётов положен метод обобщённых интегральных соотношений А. А. Дородницына.
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Annotation. The hypersonic aircraft permeable cylindrical and spherical surfaces effective heat 
protection mathematical modeling problems are considered. The statements of direct and inverse 
problems of heat and mass transfer are given. The differences between the interpolation and the 
approximation statements of inverse problem are discussed. The conditions (the diapasons of 
values of both the unchangeable and controlling parameters) sufficient for control restoration 
in the stagnation point are found. The computational experiments results are presented. The 
A. A. Dorodnicyn’s generalized integral relations method has been used as calculation basis.
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ВВЕДЕНИЕ

Возникновение интереса к постановке и 
решению обратных задач тепломассообме-
на в гиперзвузовой аэродинамике связано с 
имеющими высокую практическую ценность 
вопросами: 

1) можно ли синтезировать законы управ-
ления, обеспечивающие заранее заданные 

требования к термосиловому нагружению 
поверхности гиперзвукового летательного 
аппарата?

2) можно ли компенсировать нарушения в 
работе одной из систем управления (как край-
ний случай, рассматривается даже её отказ) с 
помощью изменения режима работы других?

Ответы на эти вопросы частично даёт 
данная работа, являющаяся расширенным 
вариантом первой части доклада [1], [2], 
представленного 13 сентября 2016 на секции © Бильченко Г. Г., Бильченко Н. Г., 2016
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«Системный анализ и современные задачи 
управления. Математическое моделирование 
и вычислительный эксперимент» Междуна-
родной научно-технической конференции 
«Актуальные проблемы прикладной матема-
тики, информатики и механики», и продол-
жающая исследования [3]. Вторая часть до-
клада, посвящённая обсуждению результатов 
некоторых вычислительных экспериментов, 
содержится в [4].

1. ПРЯМАЯ ЗАДАЧА 
ТЕПЛОМАССООБМЕНА

В работах [5]–[9] была рассмотрена следу-
ющая прямая задача. По заданным управле-
ниям: ( )m x  – вдуву в ламинарный погранич-
ный слой (ПС), ( )w xτ  – температурному 
фактору (ТФ) (или степени предварительной 
охлаждённости (СПО) поверхности): 

0
( ) ( ) ,w w ex T x Tτ =  где wT  – температура стен-

ки, а 
0eT  – температура в точке торможения 

(ТТ) потока, и 2
0( ) ( )s x B xσ=  – магнитному 

полю (МП), где [0;1],x X∈ =  требуется рас-
считать параметры модели ПС [5] и опреде-
лить: локальные тепловой поток (ТП) 

( ; , , )wq x m sτ  и напряжение трения (НТ) 
( ; , , ),wf x m sτ  интегральные ТП ( , , )wQ m sτ  и 

силу трения ( , , ),wF m sτ  а также мощность 
( , , )wN m sτ  системы, обеспечивающей вдув:

( , , ) ( , ; , , ).wm s q f Q F Nτ →             (1)

В работах [5]–[8] для заданных ( )w xτ  и 
( )s x  оптимальное управление ( )m x  (среди 

непрерывных функций) было построено, как 
решение экстремальной задачи 

( , , ) infw m
Q m sτ →                        (2)

при наличии ограничения 

max( , , ) .wN m s Nτ ≤                       (3)
Экстремальные значения Q  и соответ-

ствующие управления ( )m x  были построены 
в пределах машинной точности. Были пред-
ложены [8] специальные виды ( ),m x  дающие 
достаточно хорошие приближения к экстре-
мальным значениям .Q

Замечание. При расчётах на ЭВМ законы 
( ),m x  ( )w xτ  и ( )s x  задавались, а ( )q x  и ( )f x  

вычислялись [10] на сетках 0, ,( )j j nX x ==


 
вида

0 1 10 1.n nx x x x−= < < < < =

2. ОБРАТНЫЕ ПО ВДУВУ ЗАДАЧИ 
ТЕПЛОМАССООБМЕНА

Аналогично [3] сформулируем обратную 
по управлению ( )m x  в (1) задачу (ОЗ). Пусть 
заданы:

1) непрерывно-дифференцируемое управ-
ление ( ),w xτ  [0;1];x X∈ =

2) непрерывное управление ( ),s x  ;x X∈
3) сетка управления 

11 0, ,( ) ;j j nX x∧
==


4) сетка наблюдения 
22 0, ,( ) ;j j nX x∨

==


5) ограничения , , ,[ ; ],j k j k j kI b t=  11, , ,j n=   
10, , ,k ν=   1 0;ν ≥

6) «контрольные» значения 
20, ,( ) .j j nq q∨ ∨

==


Требуется найти непрерывное на [0;1]X =  
управление ~ ( ),m x  задаваемое [10] элемента-
ми ~ ~( ) ( )jm x m x=  для 1[ ; ],j jx x x∧ ∧

−∈  
11, , ,j n=   удовлетворяющими условиям
~ ( )

,( ) ( )k
j km x I∈  для 1[ ; ],j jx x x∧ ∧

−∈
 11, , ,j n=     10, , ,k ν=                 (4)

такое, что вычисленные на 2X  значения 
2

~ ~
0, ,( ) ,j j nq q ==


 ~ ~( ; , , ),j j wq q x m sτ∨=  должны 
быть близкими к ,q∨  т. е.

~ ,q m∨ →
~ ~ ~ ~ ~ ~( , , ) ( , ; , , ).wm s q q f Q F Nτ ∨→ ≈     (5)

Замечание. Вместо совокупности значе-
ний q∨  могут быть заданы «контрольные» 
значения 

20, ,( )j j nf f∨ ∨
==


:
~ ,f m∨ →

~ ~ ~ ~ ~ ~( , , ) ( , ; , , ),wm s q f f Q F Nτ ∨→ ≈    (6)
где, в свою очередь, 

2

~ ~
0, ,( ) ,j j nf f ==


 
~ ~( ; , , ).j j wf f x m sτ∨=

3. ОБРАТНЫЕ ПО ТЕМПЕРАТУРНОМУ 
ФАКТОРУ ЗАДАЧИ 

ТЕПЛОМАССООБМЕНА

Аналогично п. 2 сформулируем обрат-
ную по управлению ( )w xτ  в (1) задачу. Пусть 
заданы: 

1) непрерывное управление ( ),m x  
[0;1];x X∈ =
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2) непрерывное управление ( ),s x  ;x X∈
3) сетка управления 

11 0, ,( ) ;j j nX x∧
==


4) сетка наблюдения 
22 0, ,( ) ;j j nX x∨

==


5) ограничения , , ,[ ; ],j k j k j kI b t=  11, , ,j n=   
10, , ,k ν=   1 1;ν ≥

6) «контрольные» значения 
20, ,( ) .j j nq q∨ ∨

==


Требуется найти непрерывно дифферен-
цируемое на [0;1]X =  управление ~ ( )xτ  
(в контексте ОЗ по ТФ индекс w  у ~ ( )w xτ  пи-
сать не будем, чтобы освободить место для 
перечислительного индекса j ), задаваемое 
[10] элементами ~ ~( ) ( )jx xτ τ=  для 

1[ ; ],j jx x x∧ ∧
−∈  11, , ,j n=   удовлетворяющими 

условиям
~ ( )

,( ) ( )k
j kx Iτ ∈   для 1[ ; ],j jx x x∧ ∧

−∈

11, , ,j n=    10, , ,k ν=                (7)
такое, что вычисленные на 2X  значения 

2

~ ~
0, ,( ) ,j j nq q ==


 ~ ~( ; , , ),j jq q x m sτ∨=  должны 
быть близкими к ,q∨  т. е.

~ ,q τ∨ →
~ ~ ~ ~ ~ ~( , , ) ( , ; , , ).m s q q f Q F Nτ ∨→ ≈     (8)

Замечание. Для «контрольных» значений 
20, ,( )j j nf f∨ ∨

==


:
~ ,f τ∨ →

~ ~ ~ ~ ~ ~( , , ) ( , ; , , ),m s q f f Q F Nτ ∨→ ≈    (9)
где, в свою очередь, 

2

~ ~
0, ,( ) ,j j nf f ==


 
~ ~( ; , , ).j jf f x m sτ∨=

4. ОДНОЗНАЧНОСТЬ В СЛУЧАЕ 
МНОГОЧЛЕНОВ

Приведённые выше постановки ОЗ пред-
полагают уточнение – в каком классе требует-
ся найти решение ~ ( )m x  или ~ ( ).xτ  По усло-
виям (4) и (7) элементы ~ ~( ) ( )jm x m x=  и 

~ ~( ) ( )jx xτ τ=  на 1[ ; ]j jx x∧ ∧
−  должны иметь про-

изводную порядка 1ν , где 1 0ν ≥  для ~ ( )jm x  и 
1 1ν ≥  для ~ ( ).j xτ  Среди представимых на ЭВМ 

функций, одним из наиболее простых вариан-
тов, обладающих такими свойствами, являют-
ся многочлены степени 1 1 1µ ν≥ +  (отметим, 
что степень увеличена на единицу по сравне-
нию с необходимым значением). Поэтому, в 
данной работе в качестве класса, в котором 
производится построение управления, будем 
рассматривать кусочно-полиномиальные с 

точками стыка 1X  функции, при этом, ~ ( )m x  
предполагается непрерывной, а ~ ( )xτ  – не-
прерывно-дифференцируемой на [0;1].X =

Для интервалов («окон») 1[ ; ]j jx x∧ ∧
−  сетки 

1X  представление элемента ~ ( )jm x  или ~ ( )j xτ  
в виде многочлена степени 1µ  потребует опре-
деления 1( 1)µ +  параметра. Общее их количе-
ство для 1X  равно 1 1( 1) .nµ + ⋅  Из условий не-
прерывности ~ ( )m x  в узлах ,jx∧  11, , 1,j n= −  
следует, что имеется 1( 1)n −  соотношение, т. е. 
остаётся 1 1 1 1 1( 1) ( 1) 1n n nµ µ+ ⋅ − − = ⋅ +  пара-
метр. Из условий непрерывной дифференци-
руемости ~ ( )xτ  в узлах ,jx∧  11, , 1,j n= −  сле-
дует, что имеется 1( 1) 2n − ⋅  соотношений, т. е. 
остаётся 1 1 1 1 1( 1) ( 1) 2 ( 1) 2n n nµ µ+ ⋅ − − ⋅ = − ⋅ +  
параметра.

Замечание. С учётом того, что рассматри-
вается обтекание симметричных в окрестно-
сти ТТ потока тел (либо боковой поверхности 
кругового цилиндра, либо поверхности сфе-
рического носка), можно рассматривать сим-
метричные относительно ТТ управления (это 
предполагалось, в частности, при выводе ал-
гебраических систем (15) и (31) [9]). Если это 
так, то количество свободных параметров 
окажется ещё меньшим: как у элемента ~

0 ( ),m x  
так и у элемента ~

0 ( ),xτ  в ТТ 0 0x =  должны 
обращаться в ноль производные нечётных 
порядков.

В работе [3] приведены постановки ОЗ 
по вдуву для 1 1µ =  (т. е. кусочно-линейный 
случай). Предварительная оценка количеств 
данных 

20, ,( )j j nq q∨ ∨
==


 или 
20, ,( )j j nf f∨ ∨

==


 
необходимых и достаточных для однознач-
ного определения ~ ( )m x  приводит к выводу 
о равенстве 1 2n n= . Однако, равенства 

1 2n n=  – недостаточно, более точным явля-
ется требование на взаимное расположение 
точек сеток 1,X  2.X  В [3] в качестве таких 
условий предложены случаи: 1) 1 2;X X=  2) 

1 2X X⊆  при 1 2;X X≠  3) 1 2X X⊇  при 
1 2.X X≠  В этих случаях (при введении опре-

делённого типа близости) задача оказывает-
ся однозначно определённой, пере- и недоо-
пределённой, соответственно.

Проведём аналогичные построения для 
задач (5) и (6) настоящей работы. Для опреде-
ления близости используем обозначения 
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2

~ ~

0, ,
( ; ) max j jj n

R q q q q∨ ∨
∞ =

= −


и
2

1

~ ~

0
( ; )

pn p

p j j
j

R q q q q∨ ∨

=

 
= − 
 
∑  при [1; ).p∈ +∞

Будем предполагать, что элемент ~ ( )jm x  
может быть задан своими значениями в 

1( 1)µ +  точке интервала 1[ ; ],j jx x∧ ∧
−  в частно-

сти, точки 1,jx∧
−  jx∧  для этого используются. 

Поскольку, в отличие от [3], значение 1 1,µ ≥  
то интерес представляет вариант 1 2 ,X X⊆  
т. е. 2 1 1 ,X X X +=   где 1 2 1\ .X X X+ =  Для про-
стоты будем предполагать, что множества 

1, 1 1[ ; ]j j jX X x x+ + ∧ ∧
−=   содержат одинаковые ко-

личества 2 0ν ≥  различающихся точек, т. е. 
можно считать, что для некоторого 2 0ν ≥  вво-
дятся дополнительные сетки (при 2 0ν =  – они 
пусты)

11, , 1, ,( ) ,j j k j nX x+ +
==


 где 1 ,j j k jx x x∧ + ∧
− < <

для 11, ,j n=    и 21, , .k ν= 

Обозначим 
1

1 1,
1

.
n

j
j

X X+ +

=

=


 Точки 

11, , 1, ,( )j j k j nX x+ +
==


 вместе с 1,jx∧
−  jx∧  и есть точ-

ки задания элемента ~ ( ).jm x
1) Случай 2 1 1 ,X X X +=   1 2 1µ ν= +  (т. е. 

если 1 1 1µ ν= + , то 1 2ν ν= ).
Близость ~q  к q∨  следует понимать в ин-

терполяционном смысле: в узлах 2X  значе-
ния ~q  с заданной точностью 1 0ε >  должны 
совпадать с q∨ :

~
1( ; ) .R q q ε∨

∞ ≤                      (10)
При реализации на ЭВМ величина 1ε  ограни-
чена снизу величиной min 0,ε >  зависящей от 
точности представления вещественных чи-
сел и от применяемых численных методов. 

Корректность. Пусть существуют ~ ~( ; )m q  
и ( ; )m q≈ ≈  – два решения (5). Очевидно, что 
(неравенство треугольника)

если ~
1( ; )R q q ε∨ ≤  и 1( ; ) ,R q q ε≈ ∨ ≤

то ~
2 1( ; ) 2 ,R q q ε ε≈ ≤ =               (11)

т. е. в пределах точности 2ε  решения можно 
не различать.

Утверждение 4.1. Если для 1 minε ε≥  реше-
ние задачи (5), (10) – многочлен степени 

1 2 1,µ ν= +  удовлетворяющее (4), существу-
ет, то оно единственно (в смысле (11)).

2) Случай 2 1 1 ,X X X +=   1 2 1.µ ν< +  Зада-
ча является переопределённой, и решение (5), 
(10) для малых значений 1 0ε >  может не су-
ществовать. Близость ~q  к q∨  следует пони-
мать лишь в аппроксимационном смысле: для 
заданного [1; ]p∈ +∞  требуется найти пару 

~ ~( ; ),m q  где ~m  является приближённым ре-
шением экстремальной задачи

~

* ~( ) inf ( ; ).p p
m

R q R q q∨ ∨=                (12)

При реализации построения на ЭВМ величи-
на *

min( )pR q ε∨ ≥  зависит от 1,X  2 ,X  ,q∨  .p
Утверждение 4.2. Решение задачи (5), 

(12) – многочлен степени 1 2 1,µ ν< +  удовлет-
воряющее (4), для заданного *

1 ( )pR qε ∨≥  мо-
жет быть построено единственным (в смыс-
ле (11)) образом.

3) Случай 2 1 1 ,X X X +=   1 2 1.µ ν> +  Если 
интерполяционное на 2X  решение ~ ~( ; )m q  
задачи (5), (10), удовлетворяющее условию 
(4), существует, то оно уже не обязано быть 
единственным. Для сужения пространства 
решений можно на класс ( )m x  наложить до-
полнительные ограничения и/или поставить 
дополнительное экстремальное условие. 

Замечания. 1) В случае использования 
предположения об обнулении нечётных про-
изводных ~

0 ( )m x  в ТТ 0 0x =  следует скоррек-
тировать содержание Утверждений (для 

0 1[ ; ],x x∧ ∧  1,0X +  и ~
0 ( )m x ) и, возможно, поменять 

тип близости на аппроксимационный, по-
скольку задача может оказаться переопреде-
лённой. Например, уже для 1 1µ =  при 

1,0X + = ∅  значения 0q∨  и 1q∨  должны быть со-
гласованы. 

2) Использование R∞  в (10) не является 
существенным, выбор сделан в силу того, что 

~ ~ ~
1( ; ) ( ; ) ( ; )pR q q R q q R q q∨ ∨ ∨

∞ ≤ ≤  при 
(1; ).p∈ +∞

3) В случае (12) более «правильным» явля-
ется использование pR  для [1; ),p∈ +∞  по-
скольку обеспечивает «размазывание оши-
бок» между различными точками.

4) В перечисленных определениях и 
Утверждениях использованы .q∨  При реше-
нии задачи (6) следует помнить, что 

0 ( 0; , , ) 0,f f x m sτ= = =  поэтому в f ∨  содер-
жится на один параметр меньше.

5) Если известно, что значения q∨  или f ∨  
заданы с погрешностями, то даже при 
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1 2 1µ ν≥ +  следует рассматривать ОЗ в ап-
проксимационной постановке (12). 

6) В данной работе ограничимся только 
постановками (8) и (9) ОЗ по ТФ. Подробный 
анализ условий однозначности и особенно-
стей реализации является предметом отдель-
ного исследования.

5. О ВОЗМОЖНОСТИ 
ВОССТАНОВЛЕНИЯ УПРАВЛЕНИЯ 

В ТОЧКЕ ТОРМОЖЕНИЯ

Сформулируем справедливые как для ци-
линдрических, так и для сферических поверх-
ностей утверждения (обозначения по [9] и 
[11]) о монотонной зависимости локальных 
ТП и НТ в ТТ от вдува, от ТФ и от МП. Пусть 
фиксированы значения неизменяемых пара-
метров: число Маха [10;40],M∞ ∈  высота по-
лёта [10;30]H ∈  [ ],км  радиус тела [0,1;1]R∈  
[ ].м  Пусть диапазоны изменения управляю-
щих параметров в ТТ ограничены следую-
щим образом: 

0 (0) [0;1],m m= ∈  0 (0) [0,15;0,9],wτ τ= ∈  
2 4

0 0 (0) [0;5 10 ]s Bσ= ∈ ⋅  [ / ].⋅Тл Ом м
Тогда функция 0 0 0 0(0; , , ),q q m sτ=  опреде-

ляющая значения локального ТП в малой 
окрестности ТТ, является однозначной функ-
цией от 0 ,m  0 ,τ  0s  в условиях Утверждений 1, 
2, 3 из [11], соответственно. Более точно, вер-
ны следующие утверждения.

Утверждение 5.1. Для любого сочетания 
(фиксированных) значений 0 ,τ  0s  функция 

0 0 0(0; , , )q m sτ  строго монотонно убывает по 
0.m

Утверждение 5.2. Для любого сочетания 
(фиксированных) значений 0 ,m  0s  функция 

0 0 0(0; , , )q m sτ  строго монотонно убывает по 
0.τ

Утверждение 5.3. Для любого сочетания 
(фиксированных) значений 0 ,m  0τ  функция 

0 0 0(0; , , )q m sτ  строго монотонно убывает по 
0.s

На рис. 1 представлены зависимости ло-
кального ТП в ТТ при обтекании боковой по-
верхности кругового цилиндра от величины 
вдува 0 [0;1]m ∈  при 10H =  [ ],км  0,1R =  [ ],м  

10M∞ =  для удобства сравнения с результа-

тами [6–8]. Здесь 0 0,1τ =  соответствуют кри-
вые 1 и 2; 0 0,5τ =  – кривые 3 и 4; 0 0,9τ =  – 
кривые 5 и 6. Применению МП с 4

0 5 10s = ⋅  
[ / ]⋅Тл Ом м  соответствуют кривые 2, 4, 6, от-
сутствию МП – кривые 1, 3, 5.

На рис. 2 представлены зависимости ло-
кального ТП в ТТ от ТФ 0 [0,1;0,9]τ ∈  в тех же 
условиях. Здесь 0 0m =  соответствуют кри-
вые 1 и 2; 0 0,5m =  – кривые 3 и 4; 0 1m =  – 
кривые 5 и 6. Применению МП с 4

0 5 10s = ⋅  
[ / ]⋅Тл Ом м  соответствуют кривые 2, 4, 6, от-
сутствию МП – кривые 1, 3, 5. 

На рис. 3 представлены зависимости ло-
кального ТП в ТТ от МП 4

0 10 [0;5]s −⋅ ∈  
[ / ]⋅Тл Ом м  в тех же условиях. Здесь 0 0m =  
соответствуют кривые 1, 2, 3; 0 0,5m =  – кри-
вые 4, 5, 6; 0 1m =  – кривые 7, 8, 9. Значению 
ТФ 0 0,1τ =  соответствуют кривые 1, 4, 7; 

0 0,5τ =  – кривые 2, 5, 8; 0 0,9τ =  – кривые 3, 
6, 9.

Рис. 1. Зависимости 0q  от вдува 0m

Рис. 2. Зависимости 0q  от ТФ 0τ
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Зависимости локального ТП в ТТ при об-
текании сферического носка имеют подоб-
ный характер.

Далее, учтём, что 0 0 00
lim ( ; , , ) 0
x

f x m sτ
→

= , и 
используем в окрестности ТТ представление 

0 0 0 0 0 0( ; , , ) ( , , ) ( ),k kf x m s x f m s o xτ τ= ⋅ +  т. е. 
аналогично 0 ,θ  1,θ  0 ,ω  1ω  в (14) и (30) в [9] 
функция 0 0 0 0( , , )f f m sτ=  – коэффициент 
при значащей степени .x  Наконец, поскольку 
локальное НТ f  однозначно зависит от пара-
метра 0θ  модели ПС [9], то верны [11] следу-
ющие утверждения.

Утверждение 5.4. Для любого сочетания 
(фиксированных) значений 0 ,τ  0s  функция 

0 0 0( , , )f m sτ  строго монотонно убывает по 
0.m

Утверждение 5.5. Для любого сочетания 
(фиксированных) значений 0 ,m  0s  функция 

0 0 0( , , )f m sτ  строго монотонно возрастает 
по 0.τ

Утверждение 5.6. Для любого сочетания 
(фиксированных) значений 0 ,m  0τ  функция 

0 0 0( , , )f m sτ  строго монотонно убывает по 
0.s

На рис. 4, 5, 6 представлены зависимости 
коэффициента 0f  локального НТ f  в ТТ в 
условиях рис. 1, 2, 3.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Обратные задачи тепломассообмена при-
ведены в данной работе в наиболее естествен-
ной для случая пористой поверхности поста-

новке – для непрерывно дифференцируемых 
управлений. Вопросы восстановления управ-
лений для случая перфорированной поверх-
ности (для случая разрывных управлений – 
вдувов) являются предметом отдельного 

Рис. 3. Зависимости 0q  от МП 
4

0 10s −⋅  [ / ]⋅Тл Ом м

Рис. 4. Зависимости 0f  от вдува 0m

Рис. 5. Зависимости 0f  от ТФ 0τ

Рис. 6. Зависимости 0f  от МП 
4

0 10s −⋅  [ / ]⋅Тл Ом м
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исследования. Отметим, что для прямой зада-
чи тема разрывных управлений обсуждалась 
в докладе [12], а различные конструкторские 
и газодинамические ограничения на управ-
ление для случая пористой поверхности – в 
[13]. Особенности программной реализации 
и применяемых методов математического 
моделирования для интерполяционной и 
аппроксимационной постановок обратных 
задач, а также обобщения постановок комби-
нированных задач [3] планируется детально 
обсудить в последующих публикациях.
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