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Аннотация. Решается задача построения переходных процессов в распределенных систе-
мах управления. Для решения поставленной задачи применяются частотные характеристи-
ки. Предлагаемый метод может применяться как для устойчивых, так и для неустойчивых 
систем. В случае устойчивых систем приводятся формулы для построения импульсной и 
переходной характеристик, а также рассматривается вычислительный метод построения 
переходных процессов.
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Annotation. The problem of calculation of transient processes in distributed control systems is 
solved. Frequency characteristics are applied to solve this problem. The proposed method can 
be used for stable and for unstable systems. In case of stable systems are given formulas for cal-
culation of pulse and transient characteristics, and also the computing method of calculation of 
transient processes is considered.
Keywords: distributed control systems, class of signals, partial diffrential equation, transfer 
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ВВЕДЕНИЕ

Исследование систем автоматического 
управления включает анализ устойчивости, 
качества и переходных процессов. Каждая из 
этих задач является достаточно сложной и 
может быть решена различными методами. 
Эффективность метода решения задачи ана-
лиза во многом определяется видом системы: 
является ли данная система линейной или 
нелинейной, дискретной или непрерывной, 
сосредоточенной или распределенной и т. д.

Рассмотрим более подробно проблему 
анализа переходных процессов в системах с 
распределенными параметрами. С математи-
ческой точки зрения эта проблема сводится 
к поиску общего решения некоторого инте-
гро-дифференциального уравнения, описы-
вающего систему автоматического управле-
ния, при заданных начальных и граничных 

условиях, а также при заданных воздействи-
ях. При достаточно сложной структуре си-
стемы автоматического управления не всегда 
возможно получить решение в явном виде 
или установить явную зависимость между 
параметрами системы и видом решения. По-
этому в теории автоматического управления 
широко используются приближенные мето-
ды анализа переходных процессов [1]. В част-
ности, применение частотных методов позво-
ляет без нахождения собственных значений 
и собственных функций дифференциальных 
уравнений осуществлять анализ переходных 
процессов сосредоточенных систем высокого 
порядка и систем с распределенными параме-
трами. Частотный метод анализа переходных 
процессов основан на использовании частот-
ных характеристик, которые могут быть опре-
делены по передаточной функции системы 
или из эксперимента. При этом передаточная 
функция системы может являться не только 
дробно-рациональной, но и трансцендентной 
функцией [2]. Поэтому данный метод позво-
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ляет решать многие задачи анализа и синтеза 
систем управления, содержащих как сосредо-
точенные, так и распределенные параметры.

1. ЧАСТОТНЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА 
ПЕРЕХОДНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК

Пусть ( )pΦ , p∈C , – передаточная функ-
ция исследуемой системы управления, ( )g t  – 
задающее воздействие системы, для которого 
существует изображение по Лапласу. Тогда 
изображение по Лапласу для переходного 
процесса определяется формулой

( ) ( ) ( )X p p G p= Φ .                   (1)
При этом выражение для переходного про-
цесса ( )x t  имеет вид [3]

1( ) ( ) ,
2

j
pt

j

x t X p e dp
j

α

απ

+ ∞

− ∞

= ∫  0t ≥ ,     (2)

где

0

( ) ( ) ,ptX p x t e dt
∞

−= ∫                      (3)

α  – абсцисса абсолютной сходимости функ-
ции ( )X p ; в полуплоскости Re p α>  изо-
бражение ( )X p  – аналитическая функция.

Из формулы (2) после элементарных пре-
образований получаем следующее выраже-
ние для переходного процесса:

( )1( ) ( ) ,
2

j tx t X j e dα ωα ω ω
π

∞
+

−∞

= +∫  0t ≥ .  (4)

Формула (4) удобна для анализа переход-
ных процессов в системах, для которых ( )X p  
является аналитической в правой полупло-
скости комплексной плоскости и на мнимой 
оси, т. е. если ( )X p  содержит в указанной об-
ласти конечное число полюсов, расположе-
ние которых на комплексной плоскости из-
вестно.

Если 0α = , то формула (4) приобретает 
вид 1( ) ( ) ,

2
j tx t X j e dωω ω

π

∞

−∞

= ∫  0t ≥ .      (5)

Так как ( ) 0x t =  при 0t < , то из (5) получаем
10 ( ) .

2
j tX j e dωω ω

π

∞
−

−∞

= ∫                 (6)

Пусть ( ) ( ) ( )R IX j X jXω ω ω= + , где ( )RX ω  и 
( )IX ω  – соответственно вещественная и 

мнимая частотные характеристики. При этом, 
( )RX ω  – четная, а ( )IX ω  – нечетная функции 

аргумента ω . Тогда, складывая формулы (5) и 
(6), получаем следующее выражение:

0

1( ) ( )( )
2

1 ( )cos

2 ( )cos .

j t j t

R

x t X j e e d

X j td

X td

ω ωω ω
π

ω ω ω
π

ω ω ω
π

∞
−

−∞

∞

−∞

∞

= + =

= =

=

∫

∫

∫

    (7)

Вычитая из выражения (5) выражение (6), 
имеем

0

1( ) ( )( )
2

( )sin

2 ( )sin .

j t j t

I

x t X j e e d

j X j td

X td

ω ωω ω
π

ω ω ω
π

ω ω ω
π

∞
−

−∞

∞

−∞

∞

= − =

= =

= −

∫

∫

∫

    (8)

Если функция ( )X p  содержит полюсы на 
мнимой оси или в правой полуплоскости 
комплексной плоскости, то применять фор-
мулы (7) и (8) нельзя. В этом случае, следуя 
[4], представим функцию ( )X p  в виде суммы 
двух слагаемых

0 1( ) ( ) ( )X p X p X p= + ,                (9)
где первое слагаемое 0 ( )X p  содержит все по-
люсы ( )X p , расположенные в левой полу-
плоскости, а второе слагаемое 1( )X p  содер-
жит все полюсы ( )X p , расположенные в 
правой полуплоскости и на мнимой оси. При 
этом будем считать полюсы 1( )X p  известны-
ми, а полюсы 0 ( )X p  неизвестными, но распо-
ложенными в левой полуплоскости. В этом 
случае функция 1( )x t  может быть найдена од-
ним из известных способов. Тогда

0 1

0

1

( ) ( ) ( )

1 ( )
2

1 ( ) .
2

j
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j

j
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j

x t x t x t

X p e dp
j

X p e dp
j

α

α

α

α

π

π

+ ∞
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+ ∞

− ∞

= + =

= +

+

∫

∫

              (10)

Так как по определению все полюсы 0 ( )X p  
расположены в левой полуплоскости, то в 
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первом интеграле можно положить 0α = . 
Поэтому

0 0

0

0

1( ) ( )
2

1 ( )
2

1 ( ) .
2

j
pt

j

j
pt

j

j t

x t X p e dp
j

X p e dp
j

X j e d

α

α

ω

π

π
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π
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+ ∞
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+∞
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= =

=

∫

∫

∫

       (11)

Пусть 0 ( )RX ω  и 0 ( )IX ω  – вещественная и 
мнимая частотные характеристики 0 ( )X jω . 
Тогда выражение для переходного процесса 
примет вид 

1 0
0

2( ) ( ) ( ) cos ,Rx t x t X tdω ω ω
π

∞

= + ∫  (12)

или

1 0
0

2( ) ( ) ( )sin .Ix t x t X tdω ω ω
π

∞

= − ∫      (13)

Следует отметить, что при нахождении 
переходного процесса по формулам (12) или 
(13) правые полюсы ( )X p  предполагаются 
известными. В ряде случаев, особенно при 
исследовании систем с трансцендентными 
передаточными функциями, точно найти все 
правые полюсы не представляется возмож-
ным. В этом случае предпочтительнее исполь-
зовать непосредственно формулу (4) при из-
вестной абсциссе абсолютной сходимости α .

2. ПОСТРОЕНИЕ ИМПУЛЬСНОЙ 
И ПЕРЕХОДНОЙ ХАРАКТЕРИСТИК

Как известно, импульсная характеристика 
( )w t  – реакция системы на входной сигнал в 

виде дельта-функции Дирака при нулевых на-
чальных условиях; переходная функция ( )h t  – 
реакция системы на входной сигнал в виде 
функции Хевисайда при нулевых начальных 
условиях. Импульсная и переходная характе-
ристики относятся к типовым и позволяют 
анализировать поведение систем управления. 

Для построения импульсной и переходной 
характеристик воспользуемся полученными 
выше формулами. В частности, для нахожде-
ния импульсной характеристики положим 

( ) ( )g t tδ= , где ( )tδ  – дельта-функции Дира-

ка. Так как изображение по Лапласу для дель-
та-функции Дирака определяется формулой

( ) 1tδ ÷ ,                               (14)
то формула (1) принимает вид

( ) ( )X p p= Φ .                        (15)
Если ( )pΦ  – передаточная функция устойчи-
вой системы управления, то ( )X p  является 
аналитической функцией в правой полупло-
скости комплексной плоскости и на мнимой 
оси и поэтому можно положить 0α = . Тогда 
импульсная характеристика ( )w t  может быть 
найдена по формулам (7) или (8), т. е.

0

0

2( ) ( ) cos

2 ( )sin ,

w t R td

I td

ω ω ω
π

ω ω ω
π

∞

∞

= =

= −

∫

∫
           (16)

где ( )R ω  и ( )I ω  – соответственно веществен-
ная и мнимая частотные характеристики 

( )jωΦ .
Найдем теперь формулы для вычисления 

переходной характеристики. Согласно опре-
делению переходной характеристики поло-
жим ( ) 1( )g t t= , где 1( )t  – функция Хевисайда 
(функция единичного скачка). Тогда изобра-
жение выходного сигнала системы в силу 
формулы (1) имеет вид

( )( ) pX p
p

Φ
= .                     (17)

В данном случае функция ( )X p  имеет нуле-
вой полюс на мнимой оси. Поэтому восполь-
зуемся формулами (12) или (13). С этой целью 
представим ( )X p  в виде (9)

( ) (0) ( ) (0)( ) p pX p
p p p

Φ Φ Φ −Φ
= = + .   (18)

В результате получаем

0
( ) (0)( ) pX p

p
Φ −Φ

= , 1
(0)( )X p
p

Φ
= .  (19)

Учитывая, что 
( ) ( ) ( )j R jIω ω ωΦ = +                (20)

и ( )R ω  – четная, а ( )I ω  – нечетная функции 
аргумента ω , находим

(0) (0)RΦ = .                        (21)
Отсюда сразу следует, что

1( ) (0)x t R= , 0t ≥ .                  (22)

Построение переходных процессов в системах с распределенными параметрами
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Принимая во внимание формулы (12), (19)–
(21), получаем выражение для переходной ха-
рактеристики

0

0

( )

2 ( ) (0)(0) Re cos

2 cos( ) .

x t

jR td
j

tI d

ω ω ω
π ω

ωω ω
π ω

∞

∞

=

 Φ −Φ
= + = 

 

=

∫

∫

(23)

Аналогично, с помощью формул (12), (19)–
(21), и соотношения 

0

2 sin 1t dω ω
π ω

∞

=∫ ,                   (24)

получаем

0

0

( )

2 ( ) (0)(0) Im sin

2 sin( ) .

x t

jR td
j

tR d

ω ω ω
π ω

ωω ω
π ω

∞

∞

=

 Φ −Φ
= − = 

 

=

∫

∫

 (25)

Таким образом, для вычисления пере-
ходной характеристики устойчивой систе-
мы можно использовать вещественную или 
мнимую частотную характеристики согласно 
формулам (23) и (25).

3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ИМПУЛЬСНОЙ 
И ПЕРЕХОДНОЙ ХАРАКТЕРИСТИК

Для непосредственно вычисления им-
пульсной и переходной характеристик в со-
ответствии с формулами (23) и (25) следует 
использовать методы численного интегриро-
вания несобственных интегралов. В частно-
сти, можно использовать следующий подход 
[5]. Для вычисления интеграла вида

( )
a

J f z dz
∞

= ∫
представим J  как сумму определенно инте-
грала 1J  по конечному промежутку [ , ]a b  и 
несобственного интеграла 2J  по промежутку 
[ , )b ∞ , т. е.

1 2( ) ( ) ( ) .
b

a a b

J f z dz f z dz f z dz J J
∞ ∞

= = + = +∫ ∫ ∫
Здесь b a>  – некоторое число, которое следу-
ет выбирать из условия 

2| |J ε<
для произвольного наперед заданного числа 
ε . При этом можно использовать прием, ко-
торый заключается в автоматическом изме-
нении b , например, как 0b , 02b , 04b , 08b  и 
т. д., где 0b  – начальное значение b , с контро-
лем на каждой i -й стадии условия

2, 2, 1| |i iJ J ε−− < .
Интеграл 1J  можно вычислять с помощью 

метода Гаусса. Метод Гаусса основан на интер-
поляции ( )f z  полиномом Лагранжа, но абс-
циссы iz  выбираются из условия обеспече-
ния минимума погрешности интерполяции. 
При этом интеграл 1J  подстановкой

2 2
b a b az y+ −

= +

сводится к виду
1

1
11

( ) ( )
n

i i
i

J f y dy A f y
+

=−

= =∑∫ .

Метод Гаусса обеспечивает повышенную 
точность – формула верна для полиномов до 
(2 1)n − -й степени. Для 3n =  имеем

1 5 / 9,A =  1 1/ 3,t = −  2 8 / 9,A =  2 0,t =  

3 5 / 9,A =  3 1/ 3.t =
Остаточный член (погрешность) при этом 
равен

7
(4)

3
1 ( ).

15750 2
b a f ξ− ∆ =  

 
Для повышения точности интегрирования 
отрезок [ , ]a b  дробится на m  частей.
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