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Аннотация. Рассматривается задача сужения множества Парето большой мощности. 
Предложена и обоснована процедура сужения, являющаяся обобщением метода экстрапо-
ляции экспертных оценок на случай представления предпочтений ЛПР в виде конусного 
антирефлексивного транзитивного бинарного отношения.
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lation.

ВВЕДЕНИЕ

Идея построить алгоритм сужения мно-
жества Парето на основе экспертной инфор-
мации высказывалась многими авторами. В 
[1–5] рассматривались способы идентифика-
ции предпочтений ЛПР на основе предполо-
жения о существовании скалярной функции 
полезности, определяющей эти предпочте-
ния. Очевидно, что это условие является до-
статочно жёстким и трудно обеспечиваемым. 
В данной работе предлагается обобщение 
метода экстраполяции экспертных оценок 
(МЭЭО) на случай, когда предпочтения ЛПР 
определяются некоторым бинарным отноше-
нием, удовлетворяющим определённой систе-
ме аксиом. Предлагается соответствующий 
метод сужения множества Парето на основе 
экспертной информации.

1. ИСХОДНЫЕ ПРЕДПОСЫЛКИ

Пусть X  – исходное множество альтерна-
тив, качество которых характеризуется набо-
ром числовых критериев { ),(jf x   1, }, ,j s= …  
причём 

( ) ( ,)x y f x f y≠≠ ⇒                  (1)
т. е. различным альтернативам соответствуют 
разные критериальные векторы. 

Определение 1 [6]. Будем говорить, что 
критерий ),(jf x  согласован с некоторым би-
нарным отношением предпочтения ,P  опре-
делённым на множестве альтернатив ,X  если 
для любых двух альтернатив , ,u v X∈  разли-
чающихся значением только j-го критерия 
из  ( ) ( )j jf u f v>  следует ( ), .u v P∈

Важную роль в теории принятия решений 
играют так называемые конусные отношений.

Определение 2. Бинарное отношение 
P X X⊂ ×  называется конусным отношени-
ем, если существует такой конус ,sK E⊂  что 
для произвольных альтернатив u  и v  спра-
ведлива эквивалентность

( ) ( ) ( ),  – .u v P f u f v K∈ ⇔ ∈
Конусное отношение P  с конусом K  бу-

дем обозначать .KP
Определение 3. Конус K  называется 

острым (заострённым), если не существует 
ненулевого вектора ,z K∈  такого что .z K− ∈

Известно следующее свойство конусных 
отношений.© Бугаев Ю. В., Никитин Б. Е., Диоп А.,  2016
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Теорема 1 (Теорема 2.3, [6], стр. 55). Для 
того чтобы конусное отношение KR  было ан-
тирефлексивным, транзитивным и инвари-
антным относительно конусного преобразо-
вания, необходимо и достаточно, чтобы 

sK E⊂  был острым конусом без нулевой 
точки.

Следуя [6], примем следующее допущение 
о структуре предпочтений ЛПР.

Допущение 1. Отношение предпочтения 
ЛПР RЛПР  является сужением некоторого за-
данного на всем критериальном простран-
стве антирефлексивного, транзитивного и 
инвариантного относительно положительно-
го линейного преобразования бинарного от-
ношения, с которым согласован каждый кри-
терий.

Согласно теореме 1, отношение предпо-
чтения ЛПР RЛПР  является конусным бинар-
ным отношением с некоторым острым кону-
сом без нулевой точки. Изначально ни само 

,RЛПР  ни соответствующий ему конус K  не-
известен. Принадлежность некоторой пары 
альтернатив ( , )u v  отношению RЛПР  можно 
зафиксировать только на основе их эксперт-
ного сравнения. Предлагаемый в работе ме-
тод сужения множества Парето основан на 
построении по результатам такой экспертизы 
некоторого бинарного отношения, аппрокси-
мирующего RЛПР  сверху.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ОБОСНОВАНИЕ 
МЕТОДА

В качестве аппроксимации RЛПР  будем ис-
пользовать следующий специальный тип би-
нарных отношений.

Пусть B  – некоторое множество в про-
странстве .sE  На основе его элементов по-
строим следующее бинарное отношение 

,( )R B X X⊂ ×  порождённое B  и позволяю-
щее сравнивать между собой две произволь-
ные альтернативы ,x y X∈  с векторными 
критериями ( )f x  и ( ),f y  соответственно:

0 0 0

( , ) ( )

( ) ( )
: ( ) ( ) ( ) ( ) .

T T

T T

x y R B

b B b f x b f y
b B b f x b f y

∈ ⇔

∀ ∈ ≥⇔ 
∃ ∈ >

    (2)

Теорема 2. При любом sB E⊂  и ,X  удов-
летворяющего соотношению (1), порождён-
ное B  бинарное отношение ( )R B X X⊂ ×  
обладает свойствами антирефлексивности, 
транзитивности и инвариантности относи-
тельно линейного положительного (конусно-
го) преобразования.

Доказательство.
1) Антирефлексивность ( ),R B  очевидно, 

следует из невозможности выполнения стро-
гого неравенства в формуле (2) при .x y=

2) Докажем транзитивность. Пусть для 
альтернатив , ,x y z X∈  выполняются отно-
шения: ( , ) ( );x y R B∈  ( , ) ( ).y z R B∈  Это озна-
чает, что

( )1 1

( ( ) ( )) 0;

: ( ( ) ( )) 0;

T

T

b B b f x f y

b B b f x f y

∀ ∈ − ≥

∃ ∈ − >

( )2 2

( ( ) ( )) 0;

: ( ( ) ( )) 0.

T

T

b B b f y f z

b B b f x f y

∀ ∈ − ≥

∃ ∈ − >

Зафиксируем произвольный вектор b B∈  
и определим знак выражения

( ( ) ( ))
( ( ) ( )) ( ( ) ( )).

T

T T

b f x f z
b f x f y b f y f z

− =

= − + −
      (3)

Очевидно, (3) неотрицательно как сумма 
неотрицательных слагаемых. Кроме того, при 

1b b=  или 2b b=  хотя бы одно слагаемое в 
правой части (3) строго положительно. Это 
означает, что существуют, по крайней мере, 
два вектора ,b  при которых (3) строго поло-
жительно.

Следовательно, выполняется включение 
( , ) ( ),x z R B∈  а значит, ( )R B  транзитивно.

3) Для доказательства инвариантности 
( )R B  относительно конусного преобразова-

ния достаточно заметить, что применение 
данного преобразования к критериям ( )jf x  
никак не повлияет на выполнение неравенств 
(2). Следовательно, инвариантность также 
имеет место.

Теорема полностью доказана.
Допущение о согласованности критериев 

с RЛПР  означает, что при прочих равных усло-
виях для ЛПР желательно получение по воз-
можности больших значений каждого крите-
рия. Покажем, что данное условие определяет 

Сужение множества Парето на основе информации о предпочтениях ЛПР
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тесную связь между RЛПР  и отношением Па-
рето .Par

Лемма 1. 1) Каждый критерий согласован 
с отношением Парето.

2) Если для некоторого отношения P  вы-
полняется включение ,Par P⊆  то каждый 
критерий согласован с .P

3) Обратно, если каждый критерий согла-
сован с транзитивным отношением ,P  то 

.Par P⊆
Доказательство. Пусть для пары альтер-

натив ,u  v  и произвольного номера критерия 
i  выполняется соотношение:  ( ) ( )i if u f v>  и 

 ( ) ( )j jf u f v=  для всех .j i≠  Тогда, очевидно, 
( ), .u v Par∈  В силу произвольности номера ,i  
это означает, что с отношением Парето согла-
сован каждый критерий. Отсюда из Par P⊆  
следует ( ), .u v P∈  Значит с отношением P  
также согласован каждый критерий.

Обратно, пусть каждый критерий согласо-
ван с неким транзитивным отношением P  и 
пусть для пары альтернатив ,u  v  выполняет-
ся ( ), .u v Par∈  Тогда ( ) ( )j jf u f v≥  для всех .j  
Следовательно,

1 2

1 2

1 2

( ) ( ( ) ( ) ( ))

( (

 

) ( ) ( ))

( (

 , ,  ,

,

) ( ) ( ))

,  ,

, ,  ,

T
s

T
s

T
s

f u f u f u f u
P f v f u f u

P f v f v f u

= …

…

… …

1 2( ), ( ),  ( ( ) ( ).), T
sP f v f v f v f v… =

В этой цепочке опущены совпадающие 
пары.

Следовательно, ( ), ,u v P∈  а, значит 
.Par P⊆

Лемма полностью доказана.
Из включения ,Par P⊆  по известному 

свойству бинарных отношений получим 
( ) ,( )P ParNdom X Ndom X⊆  где обозначено 
( )PNdom X  – множество альтернатив из ,X  

недоминируемых по отношению .P  Иными 
словами, получаем:

Следствие. Множество альтернатив, не-
доминируемых по транзитивному отноше-
нию ,P  с которым согласован каждый крите-
рий, будет сужением множества Парето.

Рассмотрим ещё некоторые свойства ко-
нусов в пространстве критериев.

Обозначим 0
sE≥  – неотрицательный ор-

тант без нулевой точки в пространстве крите-

риев ).(jf x  Очевидны следующие утвержде-
ния.

Лемма 2. Отношение Парето является ко-
нусным отношением с конусом 0.sE≥

Лемма 3. Конус K  отношения RЛПР  удов-
летворяет условию 0 .sE K≥ ⊆

Определение 4. Если H  – конус, то мно-
жество векторов

* 0{ | }TH b x H b x= ∈ ⇒ ≥  
называется конусом, сопряжённым с .H

Перечислим основные свойства сопря-
жённого конуса [7]: конус *H  всегда зам-
кнут; если конус H  выпуклый, то *H  тоже 
выпуклый.

Кроме того, справедливы следующие два 
утверждения [7].

Обозначим [ ]H  – замыкание конуса .H
Лемма 4 (Лемма 3.4, [7], стр. 25). Если 

H  – выпуклый замкнутый конус, и ( * 0)Tx x ≥  
для любого * *,x H∈  то .x H∈

Лемма 5 (Лемма 3.5, [7], стр. 26). Если 
H  – замкнутый конус, то ** .H H=  В общем 
случае **  .[ ]H H=

Докажем также новую лемму о сопряжён-
ных конусах.

Лемма 6. Если 1 2H H⊆  – конусы и 1H  
замкнут, то * *

2 1 .H H⊆
Доказательство. Пусть *

2* .x H∈  Тогда 
( * 0)Tx x ≥  для любого 2.x H∈  Но в силу 
включения 1 2H H⊆  также будет ( * 0)Tx y ≥  
для любого 1.y H∈

По лемме 5 в силу замкнутости 1H  имеем 
равенство **

1 1 ,H H=  а значит **
1 .y H∈  Но от-

сюда по лемме 4 следует, что *
1* .x H∈  Лемма 

доказана.
Приступим теперь к доказательству ос-

новных утверждений.
Теорема 3. Пусть sH E⊂  – выпуклый 

замкнутый острый конус, *H  – конус, сопря-
жённый с ,H  а { }\ 0H  – конус, полученный 
из H  удалением нулевой точки. Тогда { }\ 0HR =

( )* .R H X X= ⊂ ×
Доказательство. Пусть { }\ 0( , ) ,Hu v R∈  а, 

следовательно, { }( ) ( – \ 0)f u f v H∈  и 
 ( .) )– (f u f v H∈  Тогда по определению со-

пряжённого конуса –( ( ) 0( ))Tb f u f v ≥  для 
любого b  из *.H  Если при этом существует 

0 *,b H∈  для которого последнее неравенство 
становится строгим, то ( ), )* .(u v R H∈

Ю. В. Бугаев, Б. Е. Никитин, А. Диоп
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Предположим, однако, что не нашлось та-
кого 0 ,b  и для любого *b H∈  будет 

( ( ) .( )– 0)Tb f u f v =  Но такое же равенство 
справедливо и для вектора – –( ( ) ( ))f u f v  и 
при этом ( ) (– 0.)f u f v ≠  Это означает, что 
условия леммы 4 выполнены и ненулевые 
векторы –( ( ) ( ))f u f v±  принадлежат конусу 

.H  Это, очевидно, противоречит условиям 
теоремы, по которому H  – острый. Значит 

0 *b H∈  существует и ( ), )* .(u v R H∈
Обратно, пусть ( ), )* .(u v R H∈  Это означа-

ет справедливость формулы (2) при *.B H=  
В силу леммы 4 отсюда следует 
( ( ) ( )– .)f u f v H∈

По теореме 2 отношение *( )R H  антиреф-
лексивно, значит ( ) (– 0.)f u f v ≠  То есть 

{ }( ( ) ( ))– \ 0f u f v H∈  и { }\ 0( , ) .Hu v R∈
Теорема полностью доказана.
Теорема 4. Пусть 1 2

sB B E⊆ ⊂  – два кону-
са, а 1,R  2R  – бинарные отношения на множе-
стве альтернатив ,X  порожденные 1B  и 2 ,B  
соответственно. Предположим также, что в 
X  не существует альтернативы 0 ,x  для кото-

рой тождественно для всех 1b B∈  и для всех 
y X∈  выполняется равенство

( ) ( )0 0.Tb f y f x − =                    (4)

Тогда 1 2( ) ( ).R RNdom X Ndom X⊆
Доказательство. Пусть ( )1Rx Ndom X∈  и 

при этом ( )2 .Rx Ndom X∉  Это должно озна-
чать, что существует такая альтернатива 

,y X∈  что ( ) 2, ,y x R∈  т. е.

( ) ( )2 0.Tb B b f y f x∀ ∈ − ≥  
В силу включения 1 2B B⊆  имеем для лю-

бого 1b B∈
( ) ( ) 0.Tb f y f x− ≥                    (5)

Предположим, что нашёлся вектор 
0

1,b B∈  делающий неравенство (5) строгим. 
Тогда ( ) 1, ,y x R∈  а этого не может быть, по-
скольку ( )1 .Rx Ndom X∈  Получаем противо-
речие.

Теперь предположим, что такого вектора 
0

1b B∈  не нашлось. Это может означать, что 
мы неудачно выбрали y, и при другом его вы-
боре нужный 0b  найдётся. Тогда мы получим 
предыдущий случай.

Но возможно, наши попытки окажутся 
тщетными и при любом y X∈  будет выпол-

няться равенство (4) тождественно для всех 
1.b B∈  Но это будет означать нарушение ус-

ловия теоремы. Снова получаем противоре-
чие. Теорема доказана.

Теперь опишем процесс построения ап-
проксимации отношения предпочтения ЛПР. 
Пусть предпочтение ЛПР выражается конус-
ным бинарным отношением RЛПР  с конусом 
K  без вершины, таким что 0 .s sE K E≥ ⊆ ⊂  
Пусть имеется набор s -мерных векторов (об-
учающая выборка) 1,v  2 , ,v   ,mv  0,m ≥  для 
которых экспертно установлена принадлеж-
ность 1,v  2 , ,v   0\ .m sv K E≥∈  Образуем конус 
M  без нулевой точки, натянутый на коорди-
натные орты критериального пространства 

1,e  2 , ,e   se  и векторы обучающей выборки. 
Пусть, далее, *M  – конус, сопряжённый к 

,M  а *( )R M  – бинарное отношение, порож-
дённое *M  в соответствии с формулой (2).

Теорема 5. Если конус M  построен опи-
санным выше способом и является острым, 
то справедливо соотношение 

( *)( ) ( ) ( ),R R MNdom X Ndom X P X⊆ ⊆
ЛПР

где ( )P X  – множество парето-оптимальных 
альтернатив набора .X

Доказательство. По построению, 
0 .sE M≥ ⊆  Оба конуса отличаются от своего за-

мыкания лишь на нулевую точку. Следователь-
но, 0 [ ],sE M≥  ⊆   кроме того ( ) *

0 0 .s sE E≥ ≥ =    
Отсюда, по лемме 6, 0* .sM E≥ ⊆    Следова-
тельно, по теореме 4, ( *) ( )R MNdom X ⊆  ( )0[ ] ( ).

sR ENdom X≥⊆
Но по теореме 3 и лемме 2 

( )
0

0[ ] .s
s

E
R R E Par

≥
≥= =  Следовательно,

( *) ( ) ( ).R MNdom X P X⊆

Далее, [ ] ].[M K⊆  Значит, по лемме 4, 
* *.K M⊆  Отсюда, по теореме 4 

( *)( ) ( ).
ËÏ ÐR R MNdom X Ndom X⊆

Теорема полностью доказана.

3. АЛГОРИТМ СУЖЕНИЯ

Для построения выбора на основе бинар-
ного отношения, описанного в тереме 5, нам 
понадобится проверять справедливость соот-
ношений (2) для различных пар альтернатив. 
Поэтому позаботимся об алгоритмическом 
описании способа проверки.
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Пусть замкнутый конус sB E⊂  представ-
лен системой линейных однородных нера-
венств

0,Ab ≥                                  (6)
где A  – некоторая матрица, и при этом удов-
летворяет соотношению 0 ,sB E≥ ⊆    или, что 
то же самое,

0,  1, , .jb j s≥ = …                      (7)
Очевидно, что решения однородной си-

стемы (6) определены с точностью до поло-
жительного множителя, поэтому для получе-
ния однозначных решений на переменные jb  
целесообразно наложить некоторое норми-
рующее условие, например

1
1.

s

j
j

b
=

=∑                               (8)

Данное условие, очевидно, не противоре-
чит (7). Тогда вместо конуса B  будем гово-
рить о многограннике .B

Пусть теперь имеем некоторую пару аль-
тернатив ( ),x y  с векторными критериями 

( )f x  и ( ),f y  которую необходимо проверить 
на предмет выполнения соотношения (2), в 
котором коэффициенты jb  должны удовлет-
ворять условиям (6)–(8). Очевидно, в силу 
замкнутости ,B  соотношение (2) можно так-
же представить в следующем виде:

max ( ( ) ( )) 0
( , ) ( )

min ( ( ) ( )) 0 .

T

b B
T

b B

b f x f y
x y R B

b f x f y
∈

∈

 − >∈ ⇔ 
− ≥





 (9)

Проверку условия (9) легко свести к реше-
нию соответствующих задач линейного про-
граммирования.

Метод сужения может быть разработан на 
основе известного алгоритма построения 
множества альтернатив, недоминируемых по 
бинарному отношению ( )R B  (см., например, 
[6]). Для этого необходимо организовать про-
верку включения ( , ) ( )x y R B∈   для всевоз-
можных пар альтернатив. Для этого необхо-
димо, как было сказано выше, решить для 
каждой пары ( , )x y  две задачи линейного про-
граммирования для поиска и проверки знака 
max ( ( ) ( ))T

b B
b f x f y

∈
−



 и min ( ( ) ( )).T

b B
b f x f y

∈
−



 
Более эффективный алгоритм сравнения аль-
тернатив можно построить, если предвари-
тельно найти базисные решения системы

( ) 0, 1,2, , .T kb v k m≥ =               (10)
При дополнительных условиях (7), (8).

Теорема 6. Пусть B  – выпуклый много-
гранник, определяемый системой неравенств 
(7), (8), (10). Обозначим ,ib  1, ,i p=   – век-
торы базисных решений системы. Тогда отно-
шение ( )R B  можно представить в следующем 
виде 

 
( , ) ( )

( ) ( ( ) ( )) 0
: ( ) ( ( ) ( )) 0 .

i T

j T

x y R B

i b f x f y
j b f x f y

∈ ⇔

∀ − ≥⇔ 
∃ − >



       (11)

Доказательство. Поскольку i∀  ,ib B∈   то 
из (2) следует (11).

Покажем обратное следование. Пусть вы-
полнено (11). Выберем любой вектор .b B∈   
Имеем соотношение 

, 0, 1.i
i i ib b τ τ τ= ≥ =∑ ∑             (12)

Тогда для любых ,x y X∈

 [ ( ) ( )] [– ( ) ( )]u u
u

T
ub f x fb f x y yf = − =∑  

( )[ ( ) ( )]i
u i u u

u i
b f x f yτ= − =∑ ∑

[ ( ) ( )].i
i u u u

i u
b f x f yτ= −∑ ∑

Так как, согласно (11), при любом i  вну-
тренняя сумма в последнем выражении не-
отрицательна, а 0,iτ ≥  то [ ( ) .( ]– 0)Tb f x f y ≥

Следовательно, верно первое из условий 
(2). Второе неравенство в (2) совпадает со 
вторым неравенством из (11), т. к. .jb B∈   Те-
орема доказана.

Таблица 1
Исходное множество альтернатив

1A 2A 3A 4A
( )1f x 1 2 3 5

( )2f x 4.5 3 2 1.5

( )3f x 2 1 1.5 2
Следствие. Координаты базисных точек 

ib  могут быть использованы в качестве коэф-
фициентов новых критериальных функций 

 ( ) ( ),) (i T
ir x b f x=  а выбор ( ) ( )R BNdom X  бу-

дет совпадать с множеством ( )rP X  – множе-
ством Парето на наборе критериальных 
функций ( ).ir x
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Пример. Исходное множество X  альтер-
натив приведено в табл. 1.

В качестве обучающей выборки возьмём 
две пары критериальных векторов

1 1

0 2
( , ) 5 , 2 ;

1 0
p q R

    
    = ∈    
        

ЛПР

2 2

5 1
( , ) 0 , 1

2 1
p q R

    
    = ∈    
        

ЛПР

Отсюда 1 1 1

2
3 ;
1

v p q
− 
 = − =  
 
 

               2 2 2

4
1 .

1
v p q

 
 = − = − 
 
 

Следовательно, система (10) имеет вид

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 0
4 0 .

0, 0, 0

b b b
b b b

b b b

− + + ≥
 − + ≥
 ≥ ≥ ≥

                   (13)

Её базисные решения, соответствующие 
(8), приведены в табл. 2.

Таблица 2
Базисные решения системы (8), (13)

( )1f x 0.2 0.6 0 0.33333 0

( )2f x 0.8 0.4 0.5 0 0

( )3f x 0 0 0.5 0.66667 1
Следовательно, предлагаются 5 новых 

критериев:
1 1 2( )  0.2 ( )  0.8 ( );r x f x f x= +  

2 1 2( )  0.6 ( )  0.4 ( );r x f x f x= +

3 3( )) ;(r f xx =

4 2 3( )  0.5 ( ) ( )  0.5 ;xr x f f x= +

5 1 3( )  0.33333 ( )  0.6667 ( ).r x f x f x= +  
Множество Парето, соответствующее но-

вым критериям, будет состоять только из аль-
тернатив 1A  и 4.A

Работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ, грант № 14–01–00653 (а)
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