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Аннотация. В статье рассматриваются свойства множеств, полученных в результате 
выполнения рандомизированных систем итерированных линейных функций. Показы-
вается, что структура аттрактора, определяемая свойствами итерированных линейных 
функций, приводит к тому, что для заданной на нем метрике выполняется усиленное не-
равенство треугольника. Фактически это означает, что на аттракторе может быть опреде-
лена ультраметрика, что в свою очередь делает очевидным многие фрактальные свойства 
аттрактора.
Ключевые слова: рандомизированне системы итерированных функций, аттрактор, фрак-
тальные свойства аттрактора, ультраметрическое пространство.
Annotation. The article deals with the properties of the sets obtained as a result of randomized 
systems iterated linear functions. It is shown that the attractor structure defined properties of the 
iterated linear functions, leads to the fact that for a given metric, it performed the strong triangle 
inequality. Practically, this means that the attractor can be defined ultrametric, which in turn makes 
it obvious many fractal properties of the attractor.
Keywords: randomized iterated function systems, attractor, fractal properties of the attractor, 
ultrametric space.

ВВЕДЕНИЕ. СИСТЕМЫ 
ИТЕРИРОВАННЫХ ФУНКЦИЙ

Системы итерированных функций (СИФ) 
представляют собой  в самом общем виде 
определенный набор функций { } 1

,K
i i

f
=

 выпол-
няемых в заданной последовательности. Ре-
зультатом выполнения СИФ является некото-
рое компактное множество, как правило (но 
не обязательно), обладающее фрактальными 
свойствами [1]. Однако более удобным с точки 
зрения программной реализации является 
подход, при котором на каждой итерации реа-
лизуется только одна из функций ,if  взятая в 
соответствии с заданным вероятностным рас-
пределением { } 1

/ ,K
i i i

f p
=

 0,ip >  
1

1.K
ii

p
=

=∑  
Такой подход к выполнению набора функций 
носит название рандомизированного, а сама 

система – рандомизированной системы итери-
рованных функций (РСИФ).

Практика показала достаточно высокую 
эффективность использования РСИФ в раз-
личных технических задачах распознавания 
образов, построения классификаций, про-
гнозировании (см., например, [1], [5]–[8]). 
Особый интерес, на наш взгляд, представ-
ляет использование РСИФ в классификаци-
онных задачах [5], и задачах моделирования 
ментальных процессов [9]. В этих случаях 
построение (выбор) следующего объекта 
производится из некоторого множества объ-
ектов на основе заданного вероятностного 
распределения. Эффективность такой модели 
до некоторой степени можно объяснить ли-
нейным характером человеческой речи, кото-
рый исключает возможность произнесения 
двух слов одновременно (Ф. де Соссюр).© Буховец А. Г., Бирючинская Т. Я., 2016
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РАНДОМИЗИРОВАННЫЕ СИСТЕМЫ 
ЛИНЕЙНЫХ ИТЕРИРОВАННЫХ 

ФУНКЦИЙ

Наиболее простой вид функций { } 1
,K

i i
f

=
составляющих систему – линейный, и при до-
полнительных ограничениях функция пред-
ставляет собой выпуклую комбинацию

( ) ( ) ( ) ( ) ,1j i
i i jf x x Zξ ξ= − +            (1)

где ξ  – фиксированное значение (параметр) 
и { }

1

K

j j
Z

=
 – параметры, определяющие вид ли-

нейной функции; i  – номер итерации.
Результат выполнения N  итераций вида 

( )
1 ( ),j

i ix f x+ =  1, ,j N=   представляет сово-
купность точек { } 1

,N
i i

X
=

 называющихся про-
тофракталом. Предельное множество, называ-
емое аттрактором РСИФ, как было показано 
[3], является компактным, замкнутым и от-
крытым, имеет нулевую лебегову меру и 
дробную фрактальную размерность [2]. В об-
щем случае аттрактор РСИФ является гомо-
морфным отображением канторова множе-
ства. Такой способ построения аттрактора 
РСИФ будем обозначать F1.

Было показано [2], что в случае, когда зна-
чение параметра ξ  постоянно и одинаково 
для всех функций, получить аттрактор РСИФ 
можно посредством разбиения на K  классов 
множества слагаемых, определяемых соотно-
шением

1
1,i

i
µ ξ

∞

=

=∑                            (2)

где µ  – нормировочная константа, связанная 
со значением параметра ξ  и равная 

1(1 ).µ ξ ξ−= −  Получаемые в этом случае на 
каждом шаге разбиения суммы подмножеств 
ряда (2) записываются в виде строки 

1 2{ , , , },l l l lKA a a a=   причем каждый элемент 
lja  является суммой взятых из ряда (2) членов 

в соответствии с заданным вероятностным 
распределением { } 1

./ K
i i i

f p
=

 Очевидно, что 
0;lja ≥  1.K

ljj s
a

=
=∑  В этом случае результат 

выполнения процедуры будет представлен в 
виде произведения .X AZ=  Такой способ по-
строения аттрактора РСИФ будем обозначать 
F2. Одновременное рассмотрение процедур F1 
и F2 позволяет получить оценки параметров 
РСИФ в решениях прикладных задач.

Замечание. Пространство, образованное 
вектор-строками исходных данных, обычно 
называют признаковым пространством, а 
построенное с помощью F2 пространство A  
будем называть классификационным про-
странством [5]. Очевидно, что множество 
строк матрицы A  не зависит от значений 
признаков объектов, а характеризует струк-
турные особенности исходных данных ,X  и 
в этом смысле является инвариантом класси-
фикационной задачи.

Разделение пространств решения клас-
сификационной задачи на два отдельных, но 
взаимосвязанных пространства, как считают 
некоторые авторы, может иметь обоснование 
и в дальнейшем служить математической мо-
делью теории о бессознательном и сознатель-
ном Фрейда [9].

Признаковое пространство X  и класси-
фикационное ,A изоморфны, т. е. идентичны 
по своей внутренней структуре – они реали-
зуют одни и те же свойства в различных мате-
матических построениях.

Построенное множество A  обладает сле-
дующими свойствами ([3], [5]): оно является 
вполне не связным; несчетным (потенциаль-
но); ограниченным, и, следовательно, ком-
пактным; имеющим нулевую лебеговскую 
меру. В целом это множество является, как 
уже было ранее отмечено, гомоморфным ото-
бражением канторова множества, и как кан-
торово множество является совершенным.

При этом, как и все фрактальные множе-
ства, построенное множество имеет дробную 
фрактальную размерность [6], и обладает 
свойством самоподобия [8]. Ниже будет по-
казано наличие этих свойств построенного 
отображения, а также отображение всего 
множества A  на отдельный фрагмент с помо-
щью преобразований подобия.

Относительно природы множеств A  и X  
можно сказать следующее. Множество A  
классификационного пространства, обладаю-
щее всеми перечисленными выше свойствами, 
возникает в результате ментальных (мысли-
тельных) процессов, которые можно модели-
ровать, как было показано [9], посредством 
случайных динамических систем. В то же вре-
мя, признаковое множество X  является про-
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странством эмпирически полученных измере-
ний в натуральном масштабе единиц. Это 
пространство отражает непосредственные ре-
зультаты измерений, и в некотором смысле яв-
ляется объективной стороной процесса клас-
сификации, в то время как классификационное 
пространство представляет результаты вос-
приятия (отражения, воображения) наших 
когнитивных процессов. 

ПРОСТРАНСТВО СЛУЧАЙНЫХ 
РАЗБИЕНИЙ СОВОКУПНОСТИ { }

1

i

i
ξ

∞

=

Рассмотрим совокупность членов ряда

( )2 3

1

1i s

i

µ ξ µ ξ ξ ξ ξ
∞

=

= + + +…+ +… =∑    (3)

как множество чисел, заданных над полем чи-
сел вида sξ  с известными способами сложе-
ния и умножения.

На множестве объектов
{ }1 2, , , ,l l l lKA a a a=   где 0;lja ≥  1,K

ljj s
a

=
=∑  а  

элементы '
'

i
lj i

a µ ξ= ∑  получаются путем 
составления случайной суммы членов ряда 
(3), т. е. путем построения случайного разби-
ения ряда на K  – заранее заданных классов, 
суммы элементов которых и представляют 

{ }1 2, , , .l l l lKA a a a= 

Обозначим через { } 1

K
i i

S
=

 разбиение сово-
купности элементов ряда (3) на K  классов 
(подмножеств) множества (1). Тогда

1

,
K

i
i

S S
=

=


где символ 


 означает дизъюнктное объе-
динение, т. е. объединение непересекающихся 
множеств [11]. Как было указано выше, через 

lsa  будем обозначать сумму элементов ряда, 
отнесенных к sS  на -ом шаге выполнения 
процедуры F2.

На множестве элементов lsa  определим 
норму следующим образом

( )' '' '''
î î

,s s s s s
lsa µ ξ ξ ξ ξ ξ= + + +…+ +… =  (4)

где min{ , ', '', ''', }.s s s s s= 

Выполнение свойств однородности и 
мультипликативности над указанным число-
вым полем очевидны. 

Проверка выполнения неравенства треу-
гольника следует из следующих преобразова-
ний

( )
( )

' '' '''

' '' '''

s s s s
s t

t t t t

a a
ξ

ξ

µ ξ ξ ξ ξ

µ ξ ξ ξ ξ

+ = + + +…+ +… +

+ + + +…+ +… =

(
)

' '' '''

' '' '''

1s s s s s s s

t s t s t s t s

ξ

µξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

− − −

− − − −

= + + +…+ +…+

+ + + +…+ +… =

{ }
{ }

max ,

max , .

s s t

s t s ta a a a
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ= ≤ =

= ≤ +
 

Аналогично доказывается соотношение 
.s t s ta a a a

ξ ξ ξ
⋅ = ⋅
На множестве элементов { }sa  сложение 

определяет коммутативную группу, а умно-
жение ассоциативно и согласованно со сло-
жением по закону дистрибутивности.

Таким образом, введенное соотношение 
(4) будет обладать всеми свойствами нормы, 
т. е.

1. 0,lsa
ξ
≥  причем 0 0ls lsa a

ξ ξ
= ⇔ =

2. ;s t s ta a a a
ξ ξ ξ

⋅ = ⋅

3. { }max , ;s t s ta a a a
ξ ξ ξ

+ ≤

3а. { }max , ,s t s ta a a a
ξ ξ ξ

+ =  если

.s ta a
ξ ξ
≠

Неравенства 3 (в совокупности с 3а) назы-
вается усиленным неравенством треугольни-
ка. Введенная норма, как легко заметить, мо-
жет принимать лишь счетное множество 
значений ,sξ  ( ).s∈

Полученное множество чисел является 
полем, которое будем называть полем ξ -ади-
ческих чисел и обозначать ξ  (по аналогии с 
p -адическимим числами [10]). Построенное 

пространство ξ  будет включать в себя мно-
жество ,A  т. е. классификационное простран-
ство: .A ξ∈

На множестве ξ -адических чисел ариф-
метические операции вводятся аналогично 
операциям со степенными рядами.

Естественным образом в этом простран-
стве вводится метрика

( ), .s t s td a a a aξ ξ
= −                 (5)

Структура аттрактора рандомизироанных систем итерированных линейных функций
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Первые два свойства однородности и 
симметричности метрики очевидны и легко 
проверяются. Рассмотрим третье свойство, 
связанное с выполнением неравенства треу-
гольника

( ) ( ) ), (s t s t s q t qd a a a a a a a aξ ξ ξ
= − = − − − ≤

{ }
( ) ( ){ }

max ,

max , , ,

s q t q

s q t q

a a a a

d a a d a a

ξ ξ

ξ ξ

≤ − − =

= <

( ) ( ), , .s q t qd a a d a aξ ξ< +
Как можно заметить, в данном случае вы-

полняется не только неравенство треуголь-
ника, но и более сильное неравенство – уль-
траметрическое

( ) ( ) ( ){ }q, max , , , .s t s q td a a d a a d a aξ ξ ξ≤   (6)
Определенная таким образом норма зада-

ет ультраметрику в указанном поле .ξ
Следовательно, пространство элементов 

lsa  с введенной метрикой (4) будет ультраме-
трическим.

Замечание. Представим:
21 ( 1) ( 1) ( 1)ξ ξ ξ ξ ξ− = − + − + − + =

( )( )2 31 .sξ ξ ξ ξ ξ= − + + +…+ +…
Это позволяет определить вычитание в 

множестве объектов, полученных из (3).
Получаемые в результате выполнения 

процедуры F2 строки будем рассматривать 
как элементы пространства 

( ).K
ξ ξ ξ ξ= × × ×      В этом пространстве 

введем норму
max ,i ijj

A a
ξ ξ
=  где .ija ξ∈

Проверим выполнение неравенства треу-
гольника для этой нормы

{ }
{ }

max

max max( , )

s t sj tjj

sj sjj

A A a a

a a

ξ ξ

ξ ξ

+ = + ≤

≤ =

{ }max max( , )sj sjj
a a

ξ ξ
= =

( ) ( ){ }max max ,maxsj tjj j
a a

ξ ξ
= =

( )max , .s t s tA A A A
ξ ξ ξ ξ

= ≤ +

Таким образом, пространство K
ξ  будет 

ультраметрическим. 

СВОЙСТВА УЛЬТРАМЕТРИЧЕСКИХ 
ПРОСТРАНСТВ, ХАРАКТЕРИЗУЮЩИХ 

ФРАКТАЛЬНЫЕ МНОЖЕСТВА 

Построенное классификационное про-
странство K

ξ  будет ультраметрическим. Это 
означает, что многие свойства этого про-
странства будут вступать в противоречия с 
традиционными представлениями о геоме-
трических свойствах объектах в привычных, 
например, евклидовых пространствах. Поэ-
тому имеет смысл перечислить основные из 
них. Доказательства можно найти в [10], [11].

1. В любом ультраметрическом простран-
стве все треугольники равнобедренные, т. е. 
для любого треугольника две стороны равны, 
а длина третьей стороны не превосходит дли 
этих двух равных сторон.

2. Множество точек 
( ) { }:s i s iB a a a aρ ξ

ρ= − ≤  называется шаром 
радиуса ρ  в пространстве .n

ξ

Любые два шара в ультраметрическом 
пространстве либо не пересекаются, либо 
один содержится в другом.

Любая точка внутри ультраметрического 
шара является его центром.

3. Последовательность точек 0 ,a a=  1, ,a   
na b=  в метрическом пространстве называет-

ся ε -цепью, соединяющей точки a  и ,b  если 
1( , ) .k kd a aξ ε+ ≤  Точки a  и b  в этом случае на-

зываются ε -связными.
В ультраметрическом пространстве лю-

бые две точки a  и b  не будут ε -связными, 
если ( , ) .d a bξ ε>

О ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ САМОПОДОБИЯ 
НА АТТРАКТОРЕ РСИФ

Результаты выполнения процедуры F2 
представим в виде матрицы ,A  обозначив 

{ }1 2, , ,l l l lKA a a a=   – l -ую строку. Будем рас-
сматривать множество строк матрицы { } 1

N
l l

A
=

 
как порождающее множество симметриче-
ской группы подстановок порядка .K  Други-
ми словами, совокупность { }1 2, , ,l l lKa a a  бу-
дет представлять множество элементов, на 
котором задана операция подстановок. Оче-
видно, с учетом стохастического характера 
построения строк матрицы ,A  полученные 

А. Г. Буховец, Т. Я. Бирючинская
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результаты подстановок также могут быть 
отнесены к множеству строк матрицы ,A  по-
скольку элементы ija  получены суммирова-
нием некоторых членов абсолютно сходяще-
гося ряда (2) и условие нормировки при этом 
не будет нарушено.

Как было показано [4], среди элементов 
множества lA  имеется доминирующий, т. е. 
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∃ ≡ >∑  Тогда на множестве строк 
матрицы A  можно выделить K  подгрупп, 
представляющих кластеры { },kS
( 1, 2, , ),k K=   задав отношение эквивалент-
ности в соответствии с правилом: i mA S∈  ⇔  
ˆ arg max .m m ima a=  Другими словами некото-

рая строка iA  входит в класс mS  тогда и толь-
ко тогда, когда элемент ˆ ,ma  стоящий на m -ом 
месте, является доминирующим. Именно рас-
положение этого элемент среди других опре-
деляет отнесение точки 1 1X A Z=  к классу .jS

Рассмотрим подгруппу множества подста-
новок на множестве строк ,A  сохраняющую 
положения доминирующего элемента ˆ .ma  
Очевидно, что получающиеся ( 1)!K −  новых 
строк, которые будут принадлежать тому же 
классу ,mS  что и исходная строка .mA  Опре-
деленные таким образом операции на множе-
ствах 1{ }K

m mS =  задают подгруппы на множе-
стве A  в количестве K  штук, а само 
множество, с заданной на нем операцией под-
становок, представляет собой конечную 
группу.

Если же выполнить преобразование ,mP  
переносящее доминирующие элементы в 
одну позицию, к примеру, в m -ую, то в этом 
случае все вновь полученные строки будут 
отнесены к классу .mS  Такое преобразование 

позволяет построить отображение 
: ,mP A S  которое переводит все элементы 

множества A  в класс .mS
В качестве примера приводим рисунок, на 

котором все множество A  точек отражено в 
класс, определяемый правой точкой протоф-
рактала .Z

Аналогичным образом можно построить 
преобразование, отображающее точки выде-
ленного класса mS  на все множество .A  Опе-
рация, позволяющая выполнять эти преобра-
зования, может быть представлена в виде 
матрицы перестановок, состоящих из нулей и 
единиц и имеющих в каждой строке и каждом 
столбце ровно по одной единице. Такие пре-
образования, как известно, являются преоб-
разованиями подобия. Это свойство самопо-
добия наглядно представлено на рис. 1.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, задание множества ат-
трактора в пространстве ,ξ  генерируемого 
рандомизированной системой итерирован-
ных линейных функций, позволяет рассма-
тривать его как некоторое подпространство 
ультраметрического пространства. Это по-
зволяет в свою очередь в значительной степе-
ни упростить доказательства ряда свойств 
фрактальных объектов.

Линейный характер системы итериро-
ванных функций играет существенную роль 
в установлении свойств получаемого мно-
жества, чем отличается от множеств других 
аттракторов, например, множества Мандель-
брота [8].

Рис. 1. Отображение(а) множества A  (1000 точек) в класс mS  (б)

Структура аттрактора рандомизироанных систем итерированных линейных функций
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В частности, линейный характер итери-
рованных функций выполняемой процедуры 
проявляется в том, что преобразование подо-
бия (в данном случае – автоморфизм), являю-
щиеся одним из критериев фрактального ха-
рактера построенных множеств, также будут 
линейными. Было показано, что свойство са-
моподобия будет определяться посредством 
задания группы подстановок во множестве, 
имеющем фрактальную структуру. 

Приведенное в работе групповое преобра-
зование хорошо демонстрирует масштабную  
инвариантность фрактальных структур.
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