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Аннотация. В статье рассмотрена двухкритериальная модель задачи о назначениях с до-
полнительным требованием: для каждого претендента известна система предпочтений на 
множестве работ. Предложен алгоритм решения, основанный на использовании метода 
гарантированного результата с последующим переходом к двойственной задаче и приме-
нением алгоритма Удзавы.
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ВВЕДЕНИЕ

Задачи комбинаторной оптимизации 
обычно рассматриваются в однокритериаль-
ной постановке. Менее изученными, но важ-
ными в приложениях являются такие задачи, 
в которых множество допустимых решений 
соответствует классическому варианту, но 
выбор оптимального решения предполагает 
учет более одного критерия. К последним от-
носится многокритериальная задача о назна-
чениях (ЗОН). 

Методы многокритериальной оптими-
зации для подобных задач можно условно 
разделить на две группы. Методы первой 
группы сводят многокритериальную задачу к 
однокритериальной путём свёртки векторно-
го критерия в суперкритерий, который затем 
оптимизируется одним из методов однокри-
териальной оптимизации [1, 2, 3]. Ко второй 
группе относятся такие методы как метод 
компромисса, последовательных уступок, 
анализа иерархий [3, 4, 5] и т. д.

Особый интерес представляет метод га-
рантированного результата, достоинством 
которого является сведение задачи к одно-
критериальной и получение компромиссного 
решения. При этом в математическую модель 
задачи добавляются дополнительные огра-
ничения, которые не позволяют применять к 
ней стандартные методы решения ЗОН.

Для получения субоптимального решения 
модифицированной ЗОН предлагается пере-
йти к двойственной задаче с последующим 
использованием метода Удзавы. Он состоит в 
решении двойственной задачи с помощью ла-
гранжева ослабления определенных ограни-
чений исходной задачи, что особенно оправ-
дано структурными особенностями модели. 
Для получения хорошей аппроксимации оп-
тимального значения двойственной задачи 
будем применять алгоритмы субградиента 
вследствие эффективности и простоты их ра-
боты.

Преимущество данного подхода в том, что 
двойственная задача проще исходной, так как 
исходная задача дискретная, а двойственные 
переменные могут принимать любые веще-
ственные значения.© Медведева О. А., Полетаев А. Ю., 2016
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Классическая задача о назначениях в из-
вестной постановке заключается в распре-
делении претендентов по рабочим местам с 
целью минимизации суммарных затрат. ЗОН 
является хорошо изученной и для нее разра-
ботаны многочисленные алгоритмы решения, 
самый известный из которых – венгерский 
метод. Математическая модель классической 
ЗОН имеет вид 
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где ijc  − стоимость затрат, связанных с назна-
чением i -го претендента на j -е место.

В данной статье рассмотрим модель клас-
сической задачи, в которой каждый претен-
дент умеет выполнять все предложенные 
предприятием работы, но имеет предпочте-
ния по выбору работы.

Содержательная постановка задачи имеет 
вид:

Пусть имеются m  претендентов на n  мест 
работы (для определенности m n> ). Каждый 
претендент формирует список своих предпо-
чтений, упорядочивая работы по приоритет-
ности. Введем матрицу предпочтений 
{ } ,ij m n
b

×
 где ijb  – номер j -й работы в списке 

предпочтения i -го претендента, т. е. чем 
меньше коэффициент ,ijb  тем предпочти-
тельней j -я работа для i -го претендента. Бу-
дем считать, что претенденты умеют делать 
все виды работ. При этом известна стоимость 
затрат − ,ijc  связанных с назначением i -го 
претендента на j -е место. Требуется распре-
делить претендентов по рабочим местам так, 
чтобы каждый принятый претендент занял 
одно место, а каждое место было занято од-
ним претендентом, и так, чтобы связанные с 
этим распределением затраты были мини-
мальными, а предпочтения претендентов 
были максимально учтены.

Заметим, что в случае ,m n>  ограничения 
(2)–(3) классической задачи изменяются сле-
дующим образом:
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Для задачи с предпочтениями рассмотрим 
два варианта математической модели, кото-
рые между собой будут отличаться видом це-
левых функций.

ВАРИАНТ 1

Так как минимальное значение произведе-
ния достигается при минимальных значениях 
множителей и ввиду того, как были введены 
коэффициенты предпочтения, целевую функ-
цию возможно ввести следующим образом
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Предложенный вид целевой функции по-

зволяет решать задачу венгерским методом с 
предварительным внесением изменений в ис-
ходную информацию. А именно, каждый эле-
мент матрицы затрат { }ij m nc ×  умножается на 
соответствующий элемент матрицы предпо-
чтений { }ij m nb ×  [6, 7].

ВАРИАНТ 2

Задачу с предпочтениями можно пред-
ставить как двухкритериальную, если непо-
средственно учитывать постановку задачи. 
Предприятие стремится минимизировать 
суммарные затраты, связанные с назначением 
претендентов, а претенденты, в свою очередь, 
желают удовлетворить свои предпочтения в 
выборе должности.

Пусть первая целевая функция отвечает 
за минимизацию суммарных затрат предпри-
ятия

( )1
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а вторая целевая функция связана с учетом 
предпочтений претендентов по выбору работы

О. А. Медведева, А. Ю. Полетаев
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Заметим, что предпочтения претендентов 

не всегда совпадают с реальными возможно-
стями по выполнению той или иной работы. 
Отсюда возникает конфликт целевых функций.

Математическая модель задачи при этом 
будет иметь вид
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Рассмотрим алгоритм решения, основан-

ный на применении двойственного метода 
Удзавы [8, 9].

Через S  обозначим множество перемен-
ных { },ijx  удовлетворяющих ограничениям 
(10)–(12).

Для решения векторной оптимизации 
используем метод гарантированного резуль-
тата, а именно минимаксный критерий. Для 
успешного применения данного критерия не-
обходимо, чтобы обе целевые функции имели 
одинаковые единицы измерения. Нормализу-
ем целевые функции следующим образом:
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2L  − решения ЗОН для целевых 
функций 1( )L x  и 2 ( )L x  на множестве S  на 
минимум, а max

1L  и max
2L  − решения на макси-

мум.
Рассмотрим задачу с целевой функцией 

вида:
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Обозначим через µ  выражение: 
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Задача при этом примет вид:
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Функция Лагранжа для данной задачи мо-
жет быть записана в виде:
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Тогда исходная задача переписывается 
следующим образом:
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В результате предлагается на каждой ите-
рации алгоритма решать следующие задачи:
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где N  – номер итерации.

Задача (18) является ЗОН с изменяемой в 
процессе работы алгоритма матрицей затрат. 
Анализ задачи (19) позволяет определить те-
кущее значение Nµ  на N -ой итерации следу-
ющим образом:

Решение задачи о назначениях с дополнительным требованием
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Тогда алгоритм решения поставленной за-
дачи будет следующим:

1. Ввести начальные данные
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2. Решить задачу о назначениях (18). 
3. Определить текущее значение Nµ  по 

формуле (20).
4. Для полученной матрицы назначений 

NX  проверить выполнение неравенств:
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где через ω∇  обозначено соответствующее 
значение субградиента двойственной функ-
ции ( )ω ⋅  [8].

Если неравенства выполняются, то NX  
является оптимальным решением, в против-
ном случае переход к пункту 5.

5. Проверить останов по числу операций 
max .N N<  Если неравенство выполнено, то 

перейти к пункту 6, иначе перейти к пункту 7.
6. Пересчитать значения двойственных 

переменных по формулам
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1.N N= +  Перейти к пункту 2.

7. Проанализировать полученный резуль-
тат. Выписать приближенное решение .NX

Протестируем алгоритм на входных ма-
трицах разной размерности и оценим следую-
щие параметры: количество итераций и точ-
ность .ε

Рассмотрим вначале задачу размерности 
5 5.×  Заданы матрицы затрат и предпочтений:

4 8 9 10 9
4 10 6 7 4

,6 7 1 4 5
1 2 4 7 6
4 8 8 8 4

C
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 
 
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 
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1 4 5 2 3
5 2 4 1 3

.5 4 1 3 2
4 1 5 3 2
4 2 3 5 1

B

 
 
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 
 
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Решением данной задачи является следу-
ющая матрица назначений

1 0 0 0 0
0 0 0 1 0

.0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1

X

 
 
 
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 
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Значения целевых функций при этом рав-
ны ( )1 18,L X =  ( )2 5.L X =

Применяя предложенный выше алгоритм 
для решения данной задачи получим следую-
щие результаты: при 0,3ε =  алгоритм за 2 
итерации достигает решения ( )1 23,L X =  

( )2 10,L X =  при 0,29ε ≤  алгоритм за 3 ите-
рации достигает оптимального решения 

( )1 18,L X =  ( )2 5.L X =
Для матриц больших размерностей тен-

денция сходимости к одному решению сохра-
няется. Так для матрицы 300 300×  вычисли-
тельный эксперимент показал следующие 
результаты (табл. 1).

Таким образом, предложенный алгоритм 
при небольших вычислительных затратах 
позволяет получить, вообще говоря, субоп-
тимальное решение для матриц разных раз-
мерностей.
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Решение задачи о назначениях с дополнительным требованием

Таблица 1
Погрешность ε Количество итераций N ( )1L X ( )2L X

0,1 3 326 3754
0,035 4 330 3631
0,034 7 332 3573
0,033 25 335 3493
0,032 95 339 3391
≤  0,031 ≥  100 339 3391
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