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Аннотация. В работе обоснован метод усреднения в начально-краевой задаче для систе-
мы эволюционных уравнений Навье-Стокса, когда правая часть этой системы (аналог 
массовой силы) осциллирует по времени с высокой частотой. Отдельно рассмотрен слу-
чай нелинейно-вязкой жидкости.
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Annotation. The article justifies the averaging method to the initial-boundary value problem for 
the system of Navier-Stokes evolution equations, when the right-hand part of this system (similar 
to mass forces) oscillates in time with high frequency. Separately considered case of nonlinear-
viscous fluid.
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ВВЕДЕНИЕ

В качестве математической модели, опи-
сывающей движение вязкой несжимаеиой 
жидкости, рассматривается эволюционная 
система уравнений Навье-Стокса. Пусть Ω  – 
ограниченная липшицева область в ,nR  
( )2,3n =  с границей ,∂Ω  T > 0 – фиксирован-
ное число. В классической постановке на-
чально-краевая задача для уравнений На-
вье-Стокса имеет вид:

Найти вектор-функцию [ ]: 0, nu T RΩ× →  
и скалярную функцию [ ]: 0,p T RΩ× →  та-
кие, что 

( )
1

,
n

i
i i

u uu u gradp f x t
t x

µ ω
=

∂ ∂
− ∆ + + =

∂ ∂∑
в ( ): 0, ,TQ T= Ω×                         (1)

0divu =  в ,TQ                            (2)
0u =  на ( )0, ,T∂Ω×                     (3)

( ) ( ),0u x a x=  в .Ω                      (4)
Переменные системы (1)–(4) u  и p  обо-

значают соответственно скорость движения 

жидкости и давление; функция : ,nf R RΩ× →  
характеризующая внешние силы, предполага-
ется T -периодической по второму аргумен-
ту; 0µ >  – кинематический коэффициент 
вязкости; параметр 0ω >  определяет частоту 
осцилляции.

Модели такого типа при 1ω >>  возникают 
в задачах о течении вязкой несжимаемой 
жидкости в высокочастотных силовых полях, 
см. например [1]. Возникает вопрос о поведе-
нии переменных системы (1)–(4) при .ω → +∞  
Его исследованию посвящен ряд работ [1]–[5] 
и др. В настоящей статье при обосновании 
принципа усреднения в задаче (1)–(4) исполь-
зуются методики, отличные от применяемых 
ранее, а результаты дополняют известные. 
Кроме того предлагаемый метод позволяет 
исследовать задачу о нелинейно-вязкой жид-
кости.

Чтобы сформулировать обобщенную (сла-
бую) постановку этой задачи введем необхо-
димые определения. Пусть ( )( )2 n

L Ω – гиль-
бертово пространство векторных квадратично 
суммируемых функций : nu RΩ→  со скаляр-
ным произведением ( ),⋅ ⋅  и нормой © Хацкевич В. Л.,  2016



44 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2016, № 1

( )
1

, ,
n

j j
j

u v u v dx
= Ω

=∑∫  ( )1 2, .u u u=

Для гладких функций определим скаляр-
ное произведение ( )1,⋅ ⋅  и норму 

1
 форму-

лами

( )1
, 1

, ,
n

j j

k j k k

u v
u v dx

x x= Ω

∂ ∂
=

∂ ∂∑ ∫  ( )1 2

11
, .u u u=

Через H  и V  обозначим замыкание глад-
ких, финитных в Ω  соленоидальных вектор-
ных полей по норме  и 

1
,  соответствен-

но. Пусть V ′  – пространство, сопряженное к 
V . Значение линейного функционала f V ′∈  
на элементе пространства ,v V∈  будем обо-
значать , .f v  Как известно, справедливо не-
прерывное вложение .V H V ′⊂ ⊂  Так что 

( ), ,f v f v=  для ,f H∈  .v V∈  Введем в рас-
смотрение трилинейную форму

( )
, 1

, , :
n

j
k j

k j k

v
b u v w u w dx

x= Ω

∂ 
=  ∂ 
∑ ∫

для тройки таких векторных функций ,u  ,v  
,w  для которых существует соответствую-

щий интеграл.
Ниже будем использовать обозначение 
( ) ( ), : , .f x t f x tω ω=
Слабая постановка задачи (1)–(4) имеет 

вид (см., напр.,[6] гл. III, §3):
Для заданной функции ( )2 0, ;f L T Vω ′∈  

найти функцию ( )2 0, ; ,u L T V∈  удовлетворя-
ющую условиям

( ) ( ) ( )1
, , , , ,d u v u v b u u v f v

dt
ωµ+ + =

( ) ,v V∀ ∈                                 (5)

( )0 .u a=                                  (6)
Существование решения задачи (5), (6) 

при 2, 3n =  известно. Сформулируем резуль-
тат из [6], гл. III §3.

Теорема 1. Пусть функция ( )2 0, ; ,f L T Vω ′∈  
.a H∈  Тогда существует по крайней мере 

одна такая функция ,u  что 
( ) ( )2 0, ; 0, ;u L T V L T H∞∈   и выполнены со-

отношения (5), (6).
Замечание. В условиях Теоремы 1 справед-

ливо включение (см. [6] с.226) ( )1 0, ; .u L T V ′∈  
Поэтому решение u  п.в. на [ ]0,T  равняется 
непрерывной функции из [ ]0,T  в .V ′

Таким образом условие (6) имеет смысл. 
Кроме того, функция u  – слабо непрерывна 
как функция из [ ]0,T  в .H

Единственность решения задачи (5), (6) 
установлена в случае размерности 2,n =  если 

3,n =  то единственность имеет место при до-
полнительных предположениях (см., напр., 
[6] гл. III, §3).

Приведем необходимые сведения по зада-
че (5), (6). Как известно, справедливы следую-
щие свойства трилинейной формы b  (см., 
напр., [6] гл. II, §1 )

( ) ( ), , , , ,b u v w b u w v= −  ( ) ( ), , , , 0b u v v b v v v= =

 ( ), , .u v w V∀ ∈                             (7)
В случае 2n =  имеет место неравенство 

(см., напр., [6] с. 234) 

( ) 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1
, , 2b u v w u u v w w≤

( ), , .u v w V∀ ∈                              (8)
Если 3n =  то справедливо неравенство 

(см., напр., [6] с.238) 

( ) 0 1 1 1
, ,b u v w c u v w≤  ( ), ,u v w V∀ ∈    (9)

для некоторой постоянной 0 0,c >  завися-
щей только от области .Ω  Отметим, что соот-
ношения (8), (9) обеспечивают непрерыв-
ность формы b  на .V V V× ×

Ниже будем предполагать, что 
( )2 0, ; .f L T Hω ∈  Тогда для решения u  задачи 

(5), (6) полагая v u=  и используя свойство 
(7), получим равенство (см. [7] с. 184) 

( )2 2

1

1 , .
2

d u u f u
dt

ωµ+ =             (10)

Из (10) следует (ср. [7] с.113), что 

( ) ( )
0

.
t

u t a f s dsω≤ + ∫
Пусть выполнено соотношение

( )sup .
R

f m
τ

τ
∈

= < ∞                   (11)

Тогда последнее неравенство влечет оценку 
( ) :u t a mT r≤ + =  [ ]( )0, .t T∀ ∈     (12)

Кроме того, из (10) следует оценка 
2 2

1
0 0

2
0

1
2

1 : .
2

t t

u dt a f u ds

a Tmr q

ω≤ + ≤

≤ + =

∫ ∫
        (13)
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Здесь мы учли (11), (12).
Ниже мы будем использовать следующее 

специальное свойство периодических функ-
ций. Обозначим ( )tωχ  периодическую с пери-
одом /T ω  функцию, определяемую формулой 
1
2

t
T
ω

−  при 0 /t T ω≤ <  и продолженную 

/T ω -периодическим образом на всю веще-
ственную ось .R  Имеет место

Лемма 1. Для всякой суммируемой на 
[ ]0, /T ω  числовой функции ( )tξ  верно равен-
ство 

( ) ( ) ( )
/

0

0

,
Td t s s ds t

dt

ω

ωχ ξ ξ ξ
 

− = − 
 
∫

где 0ξ  – среднее значение функции ( )tξ , опре-
деляемое формулой 

( )
/

0

0

.
T

s ds
T

ωωξ ξ= ∫
Доказательство этой леммы использует 

элементарное представление 

( ) ( ) ( ) ( )
/

0 0

1
2

T t

t s s ds t s s ds
T

ω

ω
ωχ ξ ξ − = − − +  ∫ ∫

( ) ( )
/

0

1 ,
2

T

t s s ds
T

ω ω ξ + − − −  ∫
справедливое в силу /T ω -периодичности 
функции ( ).tωχ

ПРИНЦИП УСРЕДНЕНИЯ

Наряду с задачей (1)–(4) в цилиндре TQ  
рассмотрим усредненную начально-краевую 
задачу

0 0
0 0 0

1
,

n

i
i i

u uu u gradq f
t x

µ
=

∂ ∂
− ∆ + + =

∂ ∂∑  0 0divu =

в ( )0, ,TΩ×                             (14)
0 0u =  на ( )0, ,T∂Ω×                    (15)

( )0 ,0u x a=  в .Ω                        (16)
Здесь 0f  – среднее значение, задаваемое фор-

мулой ( ) ( )0

0

1 , .
T

f x f x d
T

τ τ= ∫
В слабой постановке задача (14)–(16) име-

ет вид: для заданной функции 0f V ′∈  найти 
функцию ( )0 2 0, ; ,u L T V∈  удовлетворяющую 
условиям

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0

1
, , , , ,d u v u v b u u v f v

dt
µ+ + =

( ) ,v V∀ ∈                          (17)

( )0 0 .u a=                          (18)
Рассмотрим сначала случай размерности 
2.n =  В этом случае имеет место единствен-

ность решений задач (5), (6) и (17), (18). Обо-
значим через uω  – решение задачи (5), (6), а 
через 0u  – решение задачи (17), (18). Имеет 
место

Теорема 2. Пусть 2,n =  ,a H∈  функция 
( ),f x tω  – T -периодична по второму аргу-

менту, ( )2 0, ;f L T Hω ∈  при каждом 0ω >  и 
выполнено условие (11). Тогда семейство 

( )u tω  решений задачи (5), (6) при ω → +∞  
стремится к решению ( )0u t  задачи (17), (18) 
в H  равномерно по [ ]0, .t T∈

Доказательство. Подставим в (5) реше-
ние ,uω  а в (13) решение 0u  и вычтем второе 
равенство из первого. Тогда, обозначая 

0u uωψ = −  и полагая ,v ψ=  получим 

( )2 2

1

1 d , ,
2 dt

b u uω ωψ µ ψ ψ+ + −

( ) ( )0 0 0, , , .b u u f fωψ ψ− = −
Используя трилинейность формы b  и 

свойство (7), отсюда заключим (ср. [8] с. 98), 
что

2 2

1

1 d
2 dt

ψ µ ψ+ =

( ) ( )0 0, , , .b u f fωψ ψ ψ= − + −         (19)
Для оценки ( )0, ,b uψ ψ  используем (8) и 

неравенство Юнга (см., напр., [7] с. 18). Тогда 

( )0 0
1 1

, , 2b u uψ ψ ψ ψ≤ ≤

22 20
11 1

c uµ ψ ψ≤ +

для некоторой ностоящей 1 0.c >  Поэтому 
(19) влечет

( )22 20 0
1 1

d , .
dt

c u f fωψ ψ ψ≤ + −    (20)

Проинтегрируем обе части этого неравен-
ства от 0 до .t  Тогда с учетом того, что 
( )0 0,ψ =  получим

( ) ( ) ( )22 20
1 1

0

1 c
2

t

t u s s dsψ ψ≤ +∫

Математическое моделирование движения вязкой несжимаемой жидкости ...
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( )0

0

, .
t

f f dsω ψ+ −∫                   (21)

Рассмотрим более подробно второй инте-
грал в правой части (21), обозначив его J .

( )0

10

J
t n

k k k
k

f f dxdsω ψ
=Ω

= − =∑∫ ∫

( )0

1 0

.
tn

k k k
k

f f dsdxω ψ
= Ω

= −∑∫ ∫              (22)

Внутренний интеграл справа проинтегри-
руем по частям, считая ( )0

k kf f dsω −  диффе-
ренциалом функции 

( ) ( ) ( )( )
/

0

0

: .
T

k k kz s s f f d
ω

ω
ωχ σ σ σ= − −∫

Так можно считать в силу Леммы 1 с уче-
том того, что 

( ) ( )
/ /

0 0

T T

k kf d f d
T T

ω ω
ωω ωσ σ ωσ σ= =∫ ∫

{ } ( ) 0

0

1 .
T

k kf d f
T

ωσ τ τ τ= = = =∫
Итак, после интегрирования по частям 

получим 

( )

( ) ( ) ( )

0

0

0

t .

t

k k k

t
k

k k k

f f ds

dz t z s ds
ds

ω ψ

ψψ

− =

 = −  
 

∫

∫
      (23)

Заметим, что по определению kz  и ωχ  
справедливо неравенство

( )
T/

0

0

1 2 .
2 2k k k

T Tmz s f f ds m
ω

ω

ω ω
≤ − ≤ ⋅ =∫  (24)

Следовательно,

( ) ( ) ( )0

0 0

s t .
t t

k
k k k

dTmf f ds ds
ds

ω ψψ ψ
ω

 
− ≤ + 

 
∫ ∫

С учетом (23) формула (22) приобретет 
вид 

( ) ( )

( )

1

0

J

.

n

k k
k

t
k

k

t z t dx

dz s dsdx
ds

ψ

ψ

= Ω

Ω


= −


 −  

  

∑ ∫

∫ ∫
              (25)

При этом согласно (24) 

( ) ( ) ( ) ( )k k k kt z t dx t z t dxψ ψ
Ω Ω

≤ ≤∫ ∫

( ) .k
Tm t dxψ
ω Ω

≤ ∫
Отсюда в силу неравенства Коши-Буня-

ковского 

( ) ( )k kt z t dxψ
Ω

≤∫

( ) ( )
1 2

2
,k

Tm t dxµ ψ
ω Ω

 
≤ Ω  

 
∫        (26)

где ( )µ Ω  – мера области .Ω

Кроме того, 

( ) ( )
0 0

x
t t

k k
k k

d dz s dsd z s dxds
ds ds
ψ ψ

Ω Ω

   = ≤   
   ∫ ∫ ∫ ∫

( )
0

.
t

k
k

dz s dxds
ds
ψ

Ω

 ≤  
 ∫ ∫

Поэтому согласно (24) и в силу неравен-
ства Коши-Буняковского 

( ) ( )
0 0

x
t t

k k
k k

d dz s dsd z s dxds
ds ds
ψ ψ

Ω Ω

  ≤ ≤ 
 ∫ ∫ ∫ ∫

( )
1 22

0

.
t

kdTm dx
ds
ψµ

ω Ω

 
≤ Ω   

 
∫ ∫         (27)

Таким образом, из (25) вследствие (26), 
(27) и с учетом энергетических оценок (12), 
(13) для некоторой постоянной 2 0c >  полу-
чим оценку 2 .cJ

ω
≤  Тогда из (21) следует со-

отношение

( ) ( ) ( )22 20 2
1 1

0

1 .
2

t ct c u s s dsψ ψ
ω

≤ +∫    (28)

По неравенству Гронуолла (см., напр., [9] 
с.108) отсюда следует 

( ) ( ) 202
1 1

0

2 exp 2
tct c u s dsψ

ω
 

≤  
 

∫  ( )0 ,t∀ ≥

Поэтому 

( ) ( ) 202
1 1

0

2 exp 2
Tct c u s dsψ

ω
 

≤  
 

∫
[ ]( )0, .t T∀ ∈                       (29)

Так как решение ( )0 2 0, ;u L T V∈ , то из (29) 
следует утверждение теоремы 2.

Следствие 1. Пусть в условиях Теоремы 2 
граница области класса 2 ,C  а начальное зна-
чение .a V∈  Тогда при ω → +∞  имеет место 

В. Л. Хацкевич
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сходимость uω  к 0u  в норме 
4,Ω

 простран-
ства ( )( )24L Ω  равномерно по [ ]0, .t T∈  Точ-
нее для некоторой постоянной 0γ >  имеет 
место оценка 

1 20 0

4,
.u u u uω ωγ

Ω
− ≤ −

Действительно, в условиях следствия со-
гласно Теореме 3.10 из [6] с.250 решение uω  
задачи (5), (6) является классическим и спра-
ведлива оценка (в наших обозначениях) 

( ) ( )2 2 2

1 1

2 ,d u f t t u
dt

ω ω ωσ
µ

≤ +       (30)

где ( ) ( ) ( )2 2

1
: ,t c u t u tω ωσ =  а 0c >  – неко-

торая постоянная.
В наших предположениях ( ) 2 2f t mω ≤  и 

согласно (12), (13) функция ( )q t  суммируема 

на [ ]0, ,T  причем ( ) 2
0

0

.
t

q s ds cr q≤∫  Интегри-

руя (30) от 0 до ,t  получим 

( ) ( )2 22

11
0

2 t

u t a f s dsω ω

µ
≤ + +∫

( ) ( ) 2

1
0

.
t

s u s dsωσ+∫
Следовательно, 

( ) ( ) ( )
22 22

11 1
0

2 .
tm Tu t a s u s dsω ωσ

µ
≤ + + ∫

Отсюда по неравенству Гронуолла ([9] 
с. 108) для [ ]0,t T∀ ∈  получим 

( ) ( )
22 2

11
0

2 exp
tm Tu t a s dsω σ

µ
  

≤ + ≤  
   

∫

( )
2

2 2
01

2 exp .m Ta cr q
µ

 
≤ + 
 

Аналогичная оценка справедлива и для 
( )0

1
.u t  Поэтому результат следствия выте-

кает из теоремы 2 и мультипликативного не-
равенства (см., напр., [7] с. 19)

1 2 1 2

4, 1
,cψ ψ ψΩΩ

≤

где 0 ,u uωψ = −  а c 0Ω >  – фиксированная по-
стоянная, зависящая лишь от области .Ω

Рассмотрим случай размерности про-
странства 3.n =  Обозначим через ωΦ  – мно-
жество решений задачи (5), (6).

Теорема 3. Пусть размерность простран-
ства 3,n =  элемент a H∈  и функция f ω  
удовлетворяет предположениям Теоремы 2. 
Пусть существует решение 0u  задачи (17), 
(18), обладающее дополнительной гладкостью 

( )( )( )30 8 40, ; .u L T L∈ Ω  Тогда семейство реше-
ний uω  задач (5), (6) при ω → +∞  стремится 
к 0u  в H  равномерно по [ ]0, .t T∈  Точнее 

[ ]

0

0,
sup sup 0.

t Tu
u u

ω
ω

ω

∈∈Φ
− →

Доказательство является модификацией 
рассуждений предыдущей теоремы. Укажем 
необходимые изменения. Пусть uω

ω∈Φ  – 
фиксированное решение задачи (5), (6) при 
заданном 0.ω >  Положим 0.u uωψ = −  В ра-
венстве (19) для оценки формы b  воспользу-
емся неравенством (см., напр., [6] с. 238) 

( ) 1 4 7 4
* 1 4,

, , ,b u u v c u u v
Ω

≤          (31)
где 

4,Ω
 обозначает норму в пространстве 

( )( )34 .L Ω
Согласно (31) и неравенству Юнга имеем 

( ) ( ) ( )( )02 , ,b t t u tψ ψ ≤

( ) ( ) ( )1 4 7 4 0
* 1 4,

2c t t u tψ ψ
Ω

≤ ≤

( ) ( ) ( ) 82 2 0
31 4,

,t c t u tψ ψ
Ω

≤ +

где постоянная 3 0c >  определяется примене-
нием неравенства Юнга.

Тогда (19) влечет неравенство 

( ) ( ) ( )82 20
3 4,

1 d
2 dt

t c u t tψ ψ
Ω

≤ +

( )0 , .f fω ψ+ −
Интегрируя его от 0 до t  с учетом сумми-

руемости функции 
80

4,
u

Ω
 и равенства 

( )0 0,ψ =  получим 

( ) ( ) ( )82 20
3 4,

0

1 d
2 dt

t

t c u t s dsψ ψ
Ω

≤ +∫

( )0

0

, .
t

f f dsω ψ+ −∫
Последний интеграл оценивается анало-

гично тому, как это было сделано в Теореме 2. 
Так что для некоторой постоянной 4 0c >  мо-
жем записать 

( ) ( ) ( )82 20 4
3 4,

0

1 d .
2 dt

t ct c u t s dsψ ψ
ωΩ

≤ +∫
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Отсюда в силу неравенства Гронуолла 

( ) 804
3 4,

0

2 exp 2
tct c u dsψ

ω Ω

 
≤  

 
∫  [ ]( )0, .t T∀ ∈

Эта оценка влечет утверждение теоремы.
Отметим, что согласно [6] с. 238 у задачи 

(17), (18) существует не более одного реше-
ния 0 ,u  обладающего дополнительной глад-
костью ( )( )( )30 8 40, ; .u L T L∈ Ω  Если потребо-
вать большую дополнительную гладкость 0 ,u  
то согласно [4] §2, либо [5], тогда найдется 

0 0ω >  такое, что при всех 0ω ω>  задача (5), 
(6) имеет единственное решение.

Из теоремы 3 вытекает
Следствие 2. В условиях теоремы 3 диа-

метр множества ωΦ  при ω → +∞  стремит-
ся (в норме H ) к нулю равномерно по [ ]0, .t T∈

НЕЛИНЕЙНО-ВЯЗКАЯ ЖИДКОСТЬ

Движение нелинейно-вязкой несжимае-
мой жидкости в принятых выше обозначени-
ях описывается уравнениями (см. [10]) 

k
k

u uu u
t x

µ∂ ∂
+ − ∆ −

∂ ∂

( ) ( ){ } ( )22 ,div I u p f x, tϕ ε ω− +∇ =  в TQ   (32)

при условиях (2)–(4). Здесь ε  – тензор скоро-
стей деформации жидкости

{ }, , 1,2
,i j i j

ε ε
=

=  ,
1 ,
2

ji
i j

j i

uu
x x

ε
 ∂∂

= +  ∂ ∂ 
2

2 2
2

, 1
.ij

i j
I ε

=

= ∑
Заданная скалярная функция ( )ϕ ⋅  и пара-

метр 0µ >  характеризуют вязкость. При изу-
чении задачи (32), (2)–(4) в [10], [11] исполь-
зовалось следующее условие на функцию 
( ).sϕ  При всех 0s ≥  функция ( )sϕ  непре-

рывно-дифференцируема и выполнены соот-
ношения:

a) ( )0 s Mϕ≤ ≤ < ∞  [ )( )0, ,s∀ ∈ ∞

b) ( ) ( )s s sϕ ϕ− ≤  при ( ) 0.sϕ <               (33)
Условия (33) имеют ясный физический 

смысл. Первое из них связано с существо-
ванием у реальных жидкостей предельных 
«ньютоновских» вязкостей. Второе – есть 

выражение закона о том, что сдвиговые на-
пряжения растут вместе с ростом скоростей 
деформаций (см. [10], гл.2, §2). Здесь и ниже 
точка над символом обозначает дифференци-
рование по s. 

Математическое моделирование движе-
ния нелинейно-вязкой жидкости в вибраци-
онном поле представляет большой интерес с 
теоретической и прикладной точки зрения. 
Историю вопроса и многочисленные частные 
примеры вибраций нелинейно-вязкой жид-
кости, важные в прикладном аспекте, можно 
найти в работе [13].

Зададим форму g соотношением

( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2
1

2 ij ij
i, j

g u,v I u u v dxϕ ε ε
= Ω

= ∑ ∫
( ),  .u v V∈                           (34)

Задача об обобщенном (слабом) решении 
для системы (32), (2)–(4) может быть сформу-
лирована в виде:

Для заданной функции ( )2 0, ;f L T Vω ′∈  и 
элемента a H∈  ищется функция 

( )2 0, ; ,u L T V∈  такая что ( )2 0, ;u L T V′ ′∈  и 
п.в. на [ ]0,T  выполнены равенства

( ) ( ) ( )1

d u,v u,v g u,v b u,u,v f ,v
dt

ωµ+ + + =

( )v V∀ ∈                           (35)
и (6).

В качестве усредненной задачи рассматри-
вается уравнение вида (32), в котором правая 
часть равна среднему значению 0f  функции 

( ).f tω

Доказательство однозначной разрешимо-
сти задачи (35), (6) в [10] и задачи (32), (2)-(4) 
в [11], [12] опирается на тот факт, что при вы-
полнении условий (33) выполнено свойство 
монотонности формы g

( ) ( )0 , ,g u u v g v u v≤ − − −  ( ), .u v V∀ ∈   (36)
Формула (36) позволяет перенести ре-

зультаты теорем 2, 3 настоящей работы по 
обоснованию метода усреднения на случай 
модели нелинейно-вязкой жидкости (35). 
При этом соотношение (19), используемое 
при доказательстве теорем 2, 3, превращается 
в неравенство. Остальные реассуждения со-
храняют силу.

В. Л. Хацкевич
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Отметим, что асимптотика поведения 
усредненной (автономной) задачи для нели-
нейно-вязкой жидкости при t →+∞  в усло-
виях (33) исследована в работе автора [14].
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