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Аннотация. Проблема устойчивости линейного колебательного контура с периодически-
ми параметрами пока остается нерешенной. В настоящей публикации предлагается метод 
решения этой задачи с привлечением первого метода Ляпунова. Метод может быть обоб-
щен на более сложные параметрические радиоцепи.
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Annotation. Stability problem of linear oscillating circuit with periodical parametes for the 
present unsettled. In this publication method of solution this problem with attracting the first 
method of Lyapunov is proposed. Method is possible to generalization on more complex time 
varying circuits.
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ВВЕДЕНИЕ

Параметрический контур может быть 
либо высокочастотным усилителем, либо 
автогенератором в зависимости от того, яв-
ляется ли он устойчивым или неустойчи-
вым. Разграничение этих двух возможностей 
представляет собой весьма сложную задачу, 
опирающуюся на теорию устойчивости Ля-
пунова. Есть два метода решения этой зада-
чи: первый метод Ляпунова и второй метод 
Ляпунова [1, 2]. По классификации авторов 
обстоятельной монографии [3] первый метод 
Ляпунова «неэффективен»; второй – «эффек-
тивен». Первый метод Ляпунова предполага-
ет известными фундаментальные системы ре-
шений соответствующих дифференциальных 
уравнений, а это – отдельная весьма сложная 
задача. Второй метод Ляпунова свободен от 
этого предположения, однако здесь требуется 
построение специальной функции, функции 
Ляпунова, причем в самом методе Ляпунова 
не содержится рекомендаций по такому по-
строению. Со времени защиты знаменитой 
диссертации Ляпунова (1893 г.) накоплен 
опыт по построению функций Ляпунова, по-

этому в приложениях второй метод Ляпунова 
приобрел широкое распространение. Однако, 
с помощью второго метода Ляпунова нельзя 
получить полное решение задачи об устойчи-
вости, он как бы выхватывает частные слу-
чаи, связанные с конкретными функциями 
Ляпунова, таких частных случаев – бесконеч-
ное множество, поэтому они не позволяют 
полностью исчерпать поставленную задачу. 
Первый метод Ляпунова позволяет это сде-
лать, его область применимости несоизмери-
мо шире второго метода Ляпунова, но и труд-
ности применения намного больше. В этом 
направлении в математике также накоплен 
опыт.

В радиоэлектронике теория устойчивости 
Ляпунова применяется незаслуженно мало, 
что, на наш взгляд, является большим упу-
щением. Нужно стремиться к тому, чтобы 
результаты, достигнутые в абстрактной мате-
матике, стали достоянием радиоэлектроники. 
Опыт показывает, что задача перенесения до-
стижений из одной области знаний в другую 
не является простой. Настоящая публикация 
является попыткой сделать некоторые шаги 
в направлении использования более универ-
сального первого метода Ляпунова в радио
электронике.© Бирюк Н. Д., Кривцов А. Ю., Юргелас В. В.,  2016
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1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО КОНТУРА

Анализируется колебательный контур, 
схема которого представлена на рис.

Считается, что элементы контура (емкость 
,C  активная проводимость ,G  активное со-

противление R  и индуктивность L ) изменя-
ются во времени по любым непрерывным пе-
риодическим функциям с одним и тем же 
периодом, независимо от протекающих токов 
(условие линейности контура).

Используя первый и второй законы Кирх-
гофа, составляем математическую модель 
контура

1

1 ,

 = − − Φ
 Φ = − Φ


dq G q
dt C L
d Rq
dt C L

где q  – заряд конденсатора, Φ  – потокосце-
пление индуктивности. Получилась линейная 
система двух дифференциальных уравнений с 
переменными периодическими коэффициен-
тами. Для сложных математических преобра-
зований эта система уравнений неудобна, ее 
нужно нормировать. С этой целью введем 
произвольные масштабные делители времени 

,Mt  заряда Mq  и магнитного потока ΦM  и пе-
рейдем к безразмерным переменным време-
ни ,τ =

M

t
t

 заряда 1 =
M

qx
q

 и магнитного по-

токосцепления 2 .Φ
=
ΦM

x  В новых переменных 

дифференциальная система примет вид
1

1 2

2
1 2 ,

τ

τ

 = − −

 = −


M M

M M

dx t G t rx x
d C L
dx t t Rx x
d rC L

              (1)

где Φ
= M

M

r
q

 – нормировочное сопротивление. 

Здесь Mt  и r  можно выбирать произвольно и 
тем самым приводить систему к удобному 
виду при решении конкретных задач. Как 
видно, в правой части во все коэффициенты 
входит постоянный положительный множи-
тель .Mt  Используя это свойство, введем ма-
лый положительный параметр ,ε  по формуле

1,ε=Mt t
где 1t  – некоторый фиксированный промежу-
ток времени. Тогда дифференциальная систе-
ма (1) представляется в виде

1 1 1
1 2

2 1 1
1 2

ε
τ

ε
τ

  = − −   


  = −   

dx t G t rx x
d C L
dx t t Rx x
d rC L

                (2)

или в более компактном виде

( ) ,ε τ
τ

=x A xd
d

                         (3)

где 1 2( , )=x colon x x  – вектор-столбец, 
11 12

21 22

( )τ
 

=  
 

A
a a
a a

 – матрица-функция:

1 1 1 1
11 12 21 22, , , .= − = − = = −

t G t r t t Ra a a a
C L rC L

Заметим, что при изменении параметра ε  
изменяется период матрицы ( ).τA  Покажем 
это на абстрактном конкретном примере.

1

cos( ) cos( )
cos( ).
ϕ τ ϕ

ε τ ϕ
= Ω + = Ω + =

= Ω +
My Y t Y t

Y t
Подбором 1t  можно получить равенство 

1 1.Ω =t  Тогда
cos( ).ετ ϕ= +y Y

Период этой функции равен 2 .π
ε

=T  Та-

ким образом, с уменьшением ε  увеличивается 
период T  и при 0ε →  период ,→∞T  т. е. пе-
риодическая функция стремится к непериоди-
ческой. Как видно, если применить формулу 

усреднения 
0

1lim cos( ) 0,
τ

τ
ετ ϕ τ

τ→∞
= + =∫cpy Y d  то 

усреднение косинуса будет таким, как если бы 
его период не изменялся.

Рис. Схема параметрического контура
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Анализ устойчивости параметрического контура, основанный на первом методе Ляпунова

2. ЭЛЕМЕНТЫ ПЕРВОГО МЕТОДА
ЛЯПУНОВА АНАЛИЗА ЛИНЕЙНЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ

Для линейной периодической дифферен-
циальной системы с периодом T  существует 
бесконечное множество фундаментальных 
систем решений, представляющих собой ма-
трицы-функции порядка 2 2,×  столбцы кото-
рых состоят из линейно независимых реше-
ний системы (2), т. е.

(1) (2)
(1) (1) 1 1

0 (1) (2)
2 2

( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ,

( ) ( )
 

 = =   
 

X x x
x t x t

t t t t
x t x t

где 
(1)
1
(1)
2

( )
,

( )
 
 
 

x t
x t

 
(2)
1
(2)
2

( )
( )

 
 
 

x t
x t

 – линейно независимые 

решения системы (2), причем матрица-функ-
ция 0( , )X t t  однозначно определяется посто-
янной матрицей 0 0( , ).X t t  Из фундаменталь-
ных систем решений принято [3, 4] выделять 
одну из них с начальной единичной матрицей

0 0

1 0
( , ) .

0 1
 

= =  
 

X It t

Эта особая матрица-функция системы 
фундаментальных решений называется ма-
трицантом. Значение матрицанта 0( , )X T t  
при =t T  решает задачу об устойчивости па-
раметрического контура: если оба собствен-
ные значения матрицанта (мультипликато-
ры) по модулю меньше единицы, то контур 
устойчив, если хотя бы один из них по мо-
дулю больше единицы, то контур неустойчив. 
Постоянная матрица 0( , )X T t  называется ма-
трицей монодромии. Ее отыскание имеет пер-
востепенное значение при анализе устойчи-
вости контура или системы (2) первым 
методом Ляпунова.

Дифференциальная система (2) с пери-
одическими коэффициентами относится к 
классу приводимых систем, так как доказано 
[1, 4], что заменой переменной

( )τ=x yΦ
система (2) приводится к системе

τ
=y Ayd

d
с постоянной матрицей, однако, практически 
воспользоваться этой заменой переменной 
затруднительно, поскольку матрица-функ-

ция ( )τΦ  может быть найдена только через 
фундаментальную систему решений диффе-
ренциальной системы (2).

Разработан метод построения матрицанта 
[1, 3, 4] без отыскания решений системы (2). 
По этому методу может быть найдена матри-
ца монодромии как сумма бесконечного ряда

0

1 0 0 0

( , )

( ) ( ) ( ) .
τ

τ

τ τ τ τ τ
∞

=

=

= +∑∫ ∫ ∫

X

I A A A 





T T

k k

k

T

d d     (4)

Здесь ( )τA  – матрица дифференциальной си-
стемы (2), 0 0.=t  Сумма ряда в правой части 
(4) сходится, поскольку она меньше суммы 
мажорируемого ряда

1

( ) ,
!

∞

=

+ =∑I
k

MT

k

MT e
k

где 
0
sup ( )τ
≤ ≤

= A
t T

M  – положительное число. 

Здесь через ( )τA  обозначена норма матрицы 
( ),τA  в роли которой могут быть разные по-

ложительные функции нормированного вре-
мени τ  [2], например, 

2 2 2 2
11 12 21 22( ) ( ) ( ) ( ) ( ),τ τ τ τ τ= + + +A a a a a

символом «
0
sup
≤ ≤t T

» обозначено максимальное 

значение нормы в интервале нормированно-
го времени [0, ].T  Как видно, слагаемые сум-
мы в (4) представляют собой интегралы

1 0
0 : ;

0 1
 

=  
 

I

0

1: ( ) ;τ τ∫A
T

d

0 0

2 : ( ) ( ) ;
τ

τ τ τ τ∫ ∫A A
T

d d

. . .

0 0 0

: ( ) ( ) ( ) ;
τ τ

τ τ τ τ τ∫ ∫ ∫A A A 





T

k

k

k d d

Слева выписаны порядковые номера сла-
гаемых суммы в (4). Поскольку рассматрива-
емый ряд сходится, то бесконечную сумму в 
(4) можно заменить конечной суммой

1 0 0 0

( ) ( ) ( ) ,
τ

τ τ τ τ τ
=

+∑∫ ∫ ∫I A A A 

T TN

k
d d
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причем доказано, что норма отброшенно-
го бесконечного числа членов не превышает 
числа

1

( )2 .
!=

 
− + 
 

∑
kN

MT

k

MTe
k

Таким образом, сумму ряда в (4) можно 
оборвать и с помощью конечного числа мате-
матических действий приближенно с оценкой 
погрешности вычислить матрицу монодромии.

3. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО КОНТУРА

Допустим матрица монодромии известна
(1) (2)
1 1
(1) (2)
2 2

( ) .
 

=  
 

x x
X T

x x
Тогда составляется характеристическое 

уравнение и находятся его корни
[ ]det ( ) 0,λ− =X IT

(1) (2)
1 1

(1) (2)
2 2

det 0.
λ

λ
 −

= − 

x x
x x

(1) (2) (1) (2)
1 2 2 1

2 (1) (2) (1) (2) (1) (2)
1 2 1 2 2 1

( )( )

( ) 0.

λ λ

λ λ

− − − =

= − + + − =

x x x x
x x x x x x

(1) (2)
1 2

1,2

(1) (2) 2
(1) (2) (1) (2)1 2
1 2 2 1

2
( )

4

λ +
= ±

+
± − + =

x x

x x x x x x

(1) (2) (1) (2) 2
(1) (2)1 2 1 2
2 1

( ) .
2 4
+ −

= ± +
x x x x x x

Здесь 1λ  и 2λ  – мультипликаторы. Если их 
модули, 1| | 1,λ <  2| | 1,λ <  меньше единицы, то 
контур устойчив, если хотя бы один из этих 
модулей больше единицы, то контур неустой-
чив. Может быть особый случай, когда один 
из этих модулей равен единице, а другой 
меньше единицы. Тогда требуются дополни-
тельные исследования. Применительно к па-
раметрическому контуру особый случай ин-
тереса не представляет.

Случай, когда в бесконечной сумме удер-
живается только два первых слагаемых в 
математической литературе [4] рассмотрен 

особо. Оказалось, что он удобен для диффе-
ренциальной системы (2), (3) с малым пара-
метром. Тогда усеченная сумма (4) имеет вид

0

0( , ) ( ) .
τ

τ ε τ τ= + ∫X I A
T

T d                 (5)

Для этого случая доказана весьма удобная 
для практического применения теорема 20 [4, 
с. 467]. Приведем ее формулировку с незначи-
тельными изменениями применительно к на-
шей дифференциальной системе (2), (3). Тео-
рема справедлива для матрицы ( )τÁ  в (3) 
любого порядка, .×n n

Теорема. Периодическая дифференциаль-
ная система (3) с периодом T  и малым поло-
жительным параметром ε  устойчива, если 
вещественные части характеристических чи-
сел матрицы

0

1 ( )τ τ= ∫A A
T

d
T

                        (6)

отрицательны, и неустойчива, если среди них 
имеются числа с положительной веществен-
ной частью.

Теорема имеет чисто математический ха-
рактер. Имеет смысл рассмотреть ее приме-
нение по отношению к реальному физиче-
скому объекту, нашему контуру. Но прежде 
заметим, что в математической монографии 
[5, с. 159] доказан принцип линейного включе-
ния, утверждающий, что конкретное решение 
любого нелинейного дифференциального 
уравнения (в общем случае, векторного) мо-
жет быть точно воспроизведено в линейном 
дифференциальном уравнении (в общем слу-
чае, с переменными коэффициентами). С по-
зиций этого принципа представляет интерес 
параметрический контур общего вида, т. е. со 
всеми изменяющимися во времени параме-
трами. В реальных условиях параметры кон-
тура изменяются во времени по функциям, 
аналитическое представление которых дать 
затруднительно, поэтому принято их аппрок-
симировать либо функцией

0( ) [1 cos( )],ϕ= + Ω +P PP t P m t
либо функцией

0( ) , 1.
1 cos( )ϕ

= <
+ Ω + P

P P

PP t m
m t
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Зададим следующие аппроксимации пара-
метров контура:

0 ,
1 cos( )ϕ

=
+ Ω +C C

CC
m t

0[1 cos( )],ϕ= + Ω +G GG G m t

0 ,
1 cos( )ϕ

=
+ Ω +L L

LL
m t

0[1 cos( )].ϕ= + Ω +R RR R m t

В безразмерном времени τ =
M

t
t

 получит-
ся, например,

cos( ) cos( ).ϕ τ ϕΩ + = Ω +C C C M Cm t m t

Выберем 1 ,=
ΩMt  тогда

cos( ) cos( ).ϕ τ ϕΩ + = +C C C Cm t m

В таком случае, элементы матрицы ( )τA  в 
(3) примут вид:

0
11

0

1 cos( )
2

cos( ) cos( )

cos(2 ) ,
2

ϕ ϕ

τ ϕ τ ϕ

τ ϕ ϕ

= − + − +Ω 
+ + + + +

+ + + 

G C
G C

G G C C

G C
G C

G m ma
C

m m
m m

[ ]12
0

1 cos( ) ,τ ϕ= − + +
Ω L L

ra m
L

[ ]21
0

1 1 cos( ) ,τ ϕ= + +
Ω C Ca m

C r

0
22

0

1 cos( )
2

cos( ) cos( )

cos(2 ) .
2

ϕ ϕ

τ ϕ τ ϕ

τ ϕ ϕ

= − + − +Ω 
+ + + + +

+ + + 

R L
R L

R R L L

R L
R L

R m ma
L

m m
m m

Элементы усредненной матрицы ,A  оче-
видно, равны

0
11

0

1 cos( ) ,
2

ϕ ϕ = − + − Ω  
G C

G C
G m ma
C

12 21
0 0

1, ,= − =
Ω Ω

ra a
L C r

              (7)

0
22

0

1 cos( ) .
2

ϕ ϕ = − + − Ω  
R L

R L
R m ma
L

Собственные значения матрицы A  опре-
деляются по формуле

11 12

21 22

det 0.
λ

λ

 −
=  − 

a a

a a
Это – квадратное алгебраическое уравне-

ние

11 22 12 21

2
11 22 11 22 12 21

( )( )

( ) 0.

λ λ

λ λ

− − − =

= − + + − =

a a a a

a a a a a a
Его корни:

2
11 22 11 22

1,2 12 21
( ) .

2 4
λ + −

= − ± +
a a a a a a

Критерием устойчивости являются нера-
венства:

1 2Re 0, Re 0.λ λ< <

В случае параметрического контура соб-
ственные значения матрицы A  уточняются с 
помощью выражений (7)

Анализ устойчивости параметрического контура, основанный на первом методе Ляпунова

0 0
1

0 0

2

0
2

0 0 0 0

1 cos( ) 1 cos( )
2 2 2 2

1 1 1 cos( ) 1 cos( ) ,
4 2 2

λ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

   = − + − − + − +   Ω Ω   

    + − + − − + −    Ω Ω Ω    

G C R L
G C R L

G C R L
G C R L

G m m R m m
C L

G m m m mRj
L C C L

0 0
2

0 0

2

0
2

0 0 0 0

1 cos( ) 1 cos( )
2 2 2 2

1 1 1 cos( ) 1 cos( ) .
4 2 2

λ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

   = − + − − + − −   Ω Ω   

    − − + − − + −    Ω Ω Ω    

G C R L
G C R L

G C R L
G C R L

G m m R m m
C L

G m m m mRj
L C C L
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Для малошумящих параметрических уси-
лителей особый интерес представляет случай

0
0 0

22 .ωΩ = =
L C

В этом частном случае имеет место макси-
мальный риск самовозбуждения параметри-
ческого контура.

ВЫВОДЫ

Предложен простой метод анализа устой-
чивости параметрического контура с помо-
щью первого метода Ляпунова. Введение ма-
лого параметра упрощает анализ, но и сужает 
область его применимости, поскольку в бес-
конечной сумме в (4) использованы только 
два первых слагаемых. Имеется возможность 
уточнить метод, без введения малого пара-
метра расширить область его применимости. 
Для этого потребуется учесть большее число 
слагаемых суммы в (4). При этом громозд-
кость преобразований увеличится, однако не 
потребуется решать дифференциальные урав-
нения. В монографии [6] рассмотрены пара-
метрические цепи с матрицей коэффициентов 
уравнений, более высокого порядка. Для них 
может быть применен предлагаемый здесь ме-
тод анализа устойчивости. Громоздкость вы-
числения интегралов может быть преодолена 
с помощью компьютерного анализа.
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