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Аннотация. Рассматриваются задачи математического моделирования оптимальной те-
пловой защиты проницаемых цилиндрических и сферических поверхностей гиперзвуко-
вых летательных аппаратов в потоке ионизированного газа. Применён теоретико-группо-
вой подход к оптимизации систем с распределёнными параметрами. С помощью метода 
обобщённых интегральных соотношений А. А. Дородницына получены интегральные 
соотношения оптимально управляемого ламинарного пограничного слоя в электропро-
водящем газе. Приводятся аппроксимирующие системы второго приближения.
Ключевые слова: оптимальное управление, тепломассообмен, ламинарный пограничный 
слой, гиперзвуковые течения, ионизация, обобщенные интегральные соотношения, ап-
проксимирующая система.
Annotation. The hypersonic aircraft permeable cylindrical and spherical surfaces in ionized 
gas flow optimal heat protection mathematical modeling problems are considered. The Groups 
theory approach to distributed parameters systems optimization is applied. The integral relations 
of optimal controlled laminar boundary layer of electroconductive gas are obtained with the use of 
A. A. Dorodnitsyn’s method of generalized integral relations. The second approximation systems 
are given.
Keywords: optimal control; heat and mass transfer; laminar boundary layer; hypersonic flows; 
ionization; generalized integral relations, approximating system.

ВВЕДЕНИЕ

Данная работа представляет собой про-
должение статей [1–4], в которых в рамках 
точных уравнений пограничного слоя вязко-
го сжимаемого электропроводящего газа при 
наличии магнитного поля были поставлены 
и решены задачи построения оптимальной 
тепловой защиты проницаемых цилиндриче-
ских [1–3] и сферических [3, 4] поверхностей 
гиперзвуковых летательных аппаратов, рас-
считанных на вход в атмосферу. В качестве 
минимизируемого функционала выступает 

интегральный тепловой поток, передавае-
мый от пограничного слоя к криволинейной 
пористой стенке; в качестве ограничения – 
мощность системы охлаждения, определяе-
мая с учётом фильтрационного закона Дарси; 
управляющим воздействием является удель-
ный расход охладителя (газа того же состава, 
что и в набегающем потоке).

Следует учитывать, что при переходе через 
значения 6∞ =M  и 10∞ =M  (для случая атмос-
феры Земли) свойства газа существенно изме-
няются (см. таблицы 2 в [3, 4]), поэтому нужно 
для каждого диапазона скоростей применять 
соответствующую модель расчётов. Типы моде-
лей (для высот до 30 км) приведены в таблице.© Бильченко Н. Г., 2016
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Таким образом, при 10∞ ≥M  появляется 
дополнительная возможность управлять по-
граничным слоем с помощью магнитного 
поля.

С помощью метода обобщённых инте-
гральных соотношений А. А. Дородницына 
[5], впервые применённого для оптимизации 
тепломассообмена в случае совершенного 
газа в работе [6], в работе [2] были получены 
интегральные соотношения (ИС) для систе-
мы уравнений ламинарного пограничного 
слоя ионизированного воздуха на проница-
емой цилиндрической поверхности и ИС, 
соответствующие сопряжённой системе, а 
также аппроксимирующие системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений вто-
рого приближения, на базе решения которых, 
была построена последовательность значе-
ний минимизируемого функционала – ин-
тегрального теплового потока к обтекаемой 
поверхности.

В данной работе обсуждаются особенно-
сти постановок и алгоритмизации вариаци-
онных задач для случая цилиндрической и 
сферической поверхностей.

Располагая результатами вычислительных 
экспериментов по построению оптимального 
управления в аналитическом виде (в первом 
приближении) [3, 4] можно построить управ-
ления, близкие к оптимальным [7–9], учиты-
вающие конструкторские и газодинамиче-
ские ограничения.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
НА ПРОНИЦАЕМЫХ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ПОВЕРХНОСТЯХ

Рассматривается задача оптимизации те-
пломассообмена в ламинарном пограничном 

слое электропроводящего газа на проницае-
мой пористой цилиндрической поверхности 
при наличии магнитного поля. Постановка в 
физических переменных приведена в работе 
[3] (см. также [1]). С помощью последователь-
ного применения преобразований [10] и [11] 
она приводится к безразмерной форме [1]: 

1) исходная система принимает вид

( )2 11β ψ ∂∂ ∂
+ = − − + −

∂ ∂ ∂
Ru uu w u

s t t
( ) ( ) ( )2 2 2; 1 ψ α− − − eA s B s t u u ;

0∂ ∂
+ =

∂ ∂
u w
s t

;

ψ ψ∂ ∂
+ =

∂ ∂
u w

s t

( )
2

221 11
Pr Pr

α τ
 ∂ ∂ ∂ = + − −  ∂ ∂ ∂   

e
R ub
t t t

( ) ( ) ( )2 2 2 2; 1 ψ α− − − eG s B s t u u ;

( )1 τ ∂
=

∂
uR b
t

;  ( )2
ψτ ∂

=
∂

R b
t

,           (1)

где 

0

1
= ∫

x

s qdx
l

,  α ϕ= eq ,  ( ) 121
γ γ

ϕ α
−

= − e ,  

max

α = e
e

U
V

,

( ) 2=
e

KA s
U

,  ( )
0

=
e

KG s
h

,  max
2

0

σ
ρ ϕ

= ⋅
e

V lK ,

в свою очередь, γ  – показатель адиабаты, l  – 
характерный размер (в данном случае – ради-
ус кругового цилиндра);

2) граничные условия к ней
0=u , ( ) ( )=w m s q s ,  1ψ τ= − w ,  при 0=t ;

1=u ,  0ψ = ,     при →∞t ;
1=u ,  0ψ = ,     при 0=s ;                               (2)

Таблица

Число Маха Режим полёта Тип сжимаемого газа
Метод полных 
(эффективных) 
коэффициентов

Электропрово-
дность газа

2,5 6∞≤ <M Сверхзвуковой Совершенный Не применяется Отсутствует

6 10∞≤ <M Гиперзвуковой Равновесно диссоции-
рующий Применяется Отсутствует

10∞ ≥M Гиперзвуковой Ионизированный Применяется Присутствует
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3) минимизируемый функционал (инте-
гральный тепловой поток, передаваемый от 
пограничного слоя к обтекаемой поверхности)

( )
00

ψτ
=

∂ = − ⋅ ⋅ ∂ ∫
ks

w
t

Q b ds
t

;          (3)

4) ограничение на мощность системы ох-
лаждения

( )2 2

0

1 ψ= ⋅ − ⋅∫
ks

wN f m ds .            (4)

Здесь 3

1
α ϕ

=
e

f , 
0

1
= ∫

kx

ks qdx
l

. В дальней-

шем для простоты чёрточки над переменны-
ми s , t , u , w  опущены.

Вариационная задача (в безразмерном 
виде) ставится следующим образом: среди не-
прерывных управлений ( )m s  требуется най-
ти такое, которое реализует минимальное 
значение функционала (3) при связях (1), (2) 
и изопериметрическом условии (4).

Следует отметить, что при формулировке 
оптимальной задачи использовано свойство 
инвариантности вариационной задачи отно-
сительно замены переменных.

Для этой задачи (после подстановки
2 31

4
12 1
Pr

λλλ α ∂∂  = + − ∂ ∂ 
e u

t t
,  3

5
1
Pr

λλ ∂
=

∂t
и упрощений) в [1] была получена сопряжён-
ная система

1 2 1
1 3 12 λ λ λψβ λ λ λ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ − − − − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
wu u w

s s s t t
22

2 31
2 2

12 1
Pr

λλ α
 ∂∂  − + − −  ∂ ∂  

eb u
t t

2 2 31

3

12 2 1
Pr

1
Pr

λλα α
τ

λ ψ

 ∂∂∂   ∂ − + − +   ∂ ∂ ∂ ∂  
∂ ∂ + −∂ ∂ 

e e
b uu u

t t t

t t

2 31 12 1
Pr

λλ α ∂∂∂   − + − +  ∂ ∂ ∂  
e

b u
t t t

( )( )2 2 2
1 ( ) , 1 3λ ψ α+ − − +eA s B s t u

( ) ( )2 2 2
32 ( ) , 1 0λ ψ α+ − − =eG s B s t u u ;

2
1 3 0λψλ λ ∂∂ ∂

+ − =
∂ ∂ ∂
u
t t t

;

2 31
1

3

12 1
Pr

1
Pr

λλβλ α
τ

λ ψ

 ∂∂∂   ∂ − + − +   ∂ ∂ ∂ ∂  
∂ ∂ + −∂ ∂ 

e
b uu

t t t

t t

( ) 3
3 3 Pr

λλ λ ∂∂ ∂  − − + − ∂ ∂ ∂ 

bu w
s t t

( ) ( )2 2 2
1 3( ) , ( ) , 0λ λ− − =A s B s t u G s B s t u .  (5)

Краевые условия для множителей Лагран-
жа имеют вид (вместо переменной t  далее 
удобно (с учётом (2)) использовать перемен-
ную u ):

1 0λ = ,  3 Prλ = ,   при   0=t   (т. е. 0=u );

1 0λ = ,  2 0λ = , 3 0λ = ,  при  →∞t  (т. е. 1=u );

1 3 0λ λ= = ,  при = ks s .                  (6)
В свою очередь, оптимальное управление 

имеет вид

( ) ( )
( )

2
2

2

,0
2 1
ϕ λ

α ψ
=

⋅ − w

s
m s ,                   (7)

где α  – коэффициент (множитель Лагранжа), 
определяемый (см. ниже) из изопериметри-
ческого условия (4).

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
НА ПРОНИЦАЕМЫХ СФЕРИЧЕСКИХ 

ПОВЕРХНОСТЯХ

Рассматривается задача оптимизации те-
пломассообмена в ламинарном пограничном 
слое электропроводящего газа на проницае-
мой пористой сферической поверхности при 
наличии магнитного поля. Постановка в фи-
зических переменных приведена в работах [3, 
4]. С помощью преобразований [10, 12, 13] 
она приводится к безразмерному виду и со-
впадает по форме с формулами (1)–(4), за ис-
ключением того, что вместо q , K  и f  ис-
пользуются

* α ϕ= ⋅e
rq
l

, 
2

* max
2

0

σ
ρ ϕ

 = ⋅ ⋅ 
 e

V l lK
r

,

*
3

1
α ϕ

= ⋅
e

lf
r

,

где l  – радиус сферы. Формулировка вариа-
ционной задачи в безразмерном виде анало-
гична случаю цилиндрической поверхности.
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3. АЛГОРИТМИЗАЦИЯ 
ВАРИАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ

Отыскание управления ( )m s , минимизи-
рующего интегральный тепловой поток (3), 
сводится к совместному интегрированию си-
стем уравнений в частных производных (1) и 
(5) с краевыми условиями (2) и (6). Для реше-
ния задачи используются метод обобщённых 
интегральных соотношений А. А. Дородни-
цына [5], хорошо зарекомендовавший себя в 
расчётах характеристик пограничного слоя 
сжимаемого газа [6, 14, 15], и следствие

31 1 0
Pr

λλ ψ∂∂ ∂ ∂
⋅ + ⋅ ⋅ =

∂ ∂ ∂ ∂
u

t t t t
             (8)

из первого интеграла 

[ ] [ ]2 2λ λ∂ ∂
+ +

∂ ∂
u w

s t

( )2
1 3 4

12 1
Pr

α λ τ λ  ∂ + − + +   ∂  
e

uR b
t

( ) 3 2
5 Pr

λψλ τ ∂∂
+ − −

∂ ∂
Rb

t t
2 1

1 3
12 1 0
Pr

λ α λ ∂  − + − =   ∂  
e

Ru
t

        (9)

для сопряжённой системы (5), устанавлива-
ющее связь между градиентами множителей 
Лагранжа на произвольной поверхности, при 
любых числах Прандтля, произвольной зави-
симости вязкости от температуры.

Интегральные соотношения оптимально 
управляемого пограничного слоя в электро-
проводящем газе, соответствующие сопря-
жённой системе (5), имеют вид [2]:

( )
1

1 3
0

λ λ θ∂
+ ⋅ =

∂ ∫ H du
s

2
1 1 1

32
0

,λ λ λ ψλ
=

 ∂ ∂ ∂∂ ∂
= + + ⋅ − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ t

bb w
t t t t t

 (10)

1

3
0

λ θ∂
⋅ =

∂ ∫ u du
s

1
3

1 1 3
00 Pr

λβ λθ λ
=

∂ = ⋅ + + ⋅ − ∂ ∫
t

bdu w
t

1
2 31

0

12 1
Pr

λλ α
θ

∂∂  − + − ⋅ −  ∂ ∂  
∫ e

bu du
u u

1
3

0

1
Pr

λ∂
− ⋅ −

∂∫ q du
u

( ) ( )
1

2
1

0

,λ θ− ⋅ ⋅ −∫A s B s u u du

( ) ( )
1

2 2
3

0

, ,λ θ− ⋅ ⋅∫G s B s u u du           (11)

где ( )τ
τ
∂

=
∂
bb , ( ) ψτ ∂

=
∂

q b
t

. Функции θ , H , 

( )τ θb , q  в (10), (11), в соответствии с мето-
дом обобщённых интегральных соотноше-
ний [5], представим в виде [11]:

( )0 1 0
1 2

1
θ θ θ θ= ⋅ + −  −

u
u

,

( ) ( )0 1 01 2 2θ θ= − ⋅ + −  H u H u ,

( ) 0 01

0 1 0

1 2 2
θ θ θ θ

  
= − ⋅ + −  

  

b bbb u u ,

( ) ( )0 1 01 2 2= − ⋅ + −  q u q q q u ,

( )2 2
01= − ⋅B u B ,                    (12)

соответствующем аппроксимирующей си-
стеме второго приближения для исходных 
уравнений (1) с краевыми условиями (2), что 
вполне отвечает требованиям точности (по-
грешность вычисления характеристик погра-
ничного слоя не превышает 1 %). Здесь

0 1
0

0 0 1

1 3 4ω ω
θ θ θ

 
= − + 

 
H , 0

1
1 0

1 ω
θ θ

= −H ,

0 0 0=q b H , 1 1 1=q b H , 0
0τ =

∂ =  ∂ u

bb ,

1
1
2

τ =

∂ =  ∂ u

bb .

Тогда функции 0θ , 1θ , 0ω , 1ω  удовлетво-
ряют следующей системе уравнений (удобнее 
переписать аппроксимирующую систему в 
нормальной форме Коши относительно неза-
висимой переменной =x x l ; штрих означает 
дифференцирование по x ) [2]:

0 0 1 0 1
9 7 4 518 6
6 6 3 3

m qθ β θ θ ω ω ′ = − + − − +  

0 1

0 1

34 32
θ θ

+ − +
b q b q
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2 2
0 0

1 16
6 60

θ α  + − +  
 

eAB q

2
1 0 1

1 1 2 11 ;
3 15 15 30eθ α ω ω  + − − −  

  

1 0 1 0 1
1 1 1 212 12
3 2 3 3

θ β θ θ ω ω ′ = − + − − +  
m q

0 1

0 1

20 16
θ θ

+ − +
b q b q

2 2 2
0 0 1

1 1 124
60 12 30

α θ θ α  + + − −  
 

e eAB q

0 1
1 1 ;
60 15

ω ω − − 


( )0 0 01ω τ θ τ θ′ ′ ′= − −w w ;

0
1

0

2 2
0 0 01

0 1 2
0 1 0

6

61 1 1 26
6 2 6 3

ωω
θ

ω ωωβ ω ω
θ θ θ

′ = −

 
− + − − + + 

 

m

b qq

0 0 01 1

0 0 1 1 0

1 1 26 1 3 4
Pr 6 3

ω ωω
θ θ θ θ θ

   + + − + − −   
    

b bq

20 0 1 1

0 0 1 1

6 13 4 4 1
Pr Pr

ω ω α
θ θ θ θ

   − − + + − +   
  

e
qb bq

2 2 2
0 0 1

1 1 16
60 6 15

α ω ω α  + + − −  
 

e eAB q

2 2
0 1

0 1

1 2
60 15

ω ω
θ θ


− − +



2 2
0 0

1 16
60 70

θ α  + − +  
 

eGB q

2
1 1

1 1 1 .
20 42 30

θ α ω  + − + +  
  

e           (13)

Полученные для произвольной зависимо-
сти вязкости от температуры уравнения (13) 
существенно упрощаются в линейном случае.

В малой окрестности точки торможения 
решение системы (13) согласно работе [11] 
будем искать (как в [6]) в виде:

0 0 0θ θ= x ,  1 1 0θ θ= x ,  0 0 0ω ω= x ,  1 1 0ω ω= x . (14)
В соответствии с [16, 17], в окрестности 

точки торможения потока α≈ =eq Cx , где 

0

1 1γ
γ

∞ −
= − 

 e

PC
P

, 1αβ
α
′

≈ =e

e

q
x

. Следова-

тельно, подставляя (14) в (13), для постоян-
ных 0θ , 1θ , 0ω , 1ω  получим алгебраическую 
систему:

0 0 1 018 (0) 9 7 8θ θ θ ω= − − + +m

0 1
1

0 1

34 (0) 32 (0)10ω
θ θ

+ + − +
b C b C

( )2
0 0 0 1 0 1

1 5 10 4 11
5

θ θ ω ω+ + − −C B ;

1 0 1 0 112 (0) 4 6 4 8θ θ θ ω ω= − − − + +m

0 1

0 1

20 (0) 16 (0)
θ θ

+ − +
b C b C

( )2
0 0 1 0 1

2 5 4
5

θ ω ω+ − −C B ;

( )( )0 01 0ω τ θ= − w ;

0
1 0 1

0

6 (0) 3ωω ω ω
θ

= − − +m

2 2
0 0 01

2
0 1 0

6 (0)4ω ωω
θ θ θ

+ + + +
b C

0 0 1

0 0 1

(0)1 16 1 3 4
Pr 6

ω ω
θ θ θ

   + + − + −   
   

bC

0 0 0 0 1

1 0 0 0 1

(0) 6 (0)2 3 4
3 Pr

ω ω ω
θ θ θ θ θ

  
− − − + + 

  

b Cb

2 2
2 0 1
0 0 1

0 1

1 10 8
10

ω ωω
θ θ

 
+ − − 

 
B C ,         (15)

где max
0

0 0

σ
ρ

=
e e

V lC C
h

.

Для построения оптимального управления 
аппроксимации для множителей Лагранжа 
( )1 ,λ s u  и ( )3 ,λ s u  возьмём в виде [6, 18, 19]:

( ) ( ) ( )1 0 1, 1λ = ⋅ − ⋅ +s u u u A Au ,

( ) ( ) ( )3 0 1, 1λ = ⋅ − ⋅ +s u u u B B u ,        (16)

где функции 0 ( )A s , 1( )A s , 0 ( )B s , 1( )B s  опре-
деляются интегральными соотношениями 
(10), (11), граничным условием ( )3 ,0 Prλ =s  и 
следствием из первого интеграла (8). В част-
ности, для 0B  получим:

0

Pr, 0 ;
0, .

≤ <
=  =

k

k

s s
B

s s

Метод А. А. Дородницына в задачах оптимального управления тепломассообменом ...
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Н. Г. Бильченко

Граничные условия (6) для аппроксима-
ций (16) выполнены при 0=t  ( )0=u  и = ∞t  
( )1=u ; для удовлетворения начальному ус-
ловию ( ) ( )1 3, , 0λ λ= =k ks u s u  следует поло-
жить ( ) ( ) ( )0 1 1 0= = =k k kA s A s B s .

Из следствия (8) из первого интеграла (9) 
получим

( )0 0
0 0 1Pr

θ
= −

HA B B .               (17)

Подставляя (16) в (10) и (11), с учётом (17), 
после преобразований получим систему 
(штрих означает дифференцирование по x ):

112  ′ = − +  
 

VNA A Q
U

( )1
 ′ ′+ − + − +  

NB R N U S
U

( )0
 ′ ′+ − + − +  

NB P M Z W
U 0 ; ′+ −  

 

ZNB M
U

( ){ 1 1
1′ ′= + − +B AV B S U
U
( ) }0 0 .′ ′+ − −B W Z B Z                  (18)

Здесь
1

0
1 1
2 6Pr 6

 = + + 
 

lM l ,  0 11 1
6 Pr 12
 = − + 
 

l lN ,

0 0 0
2

0 0 0 0

2 21 ,
Pr

ω ωβ
θ θ θ θ

    
= − − − −    

    

l m q dP q
dx

 

2
0

2 ,
θ

=
qQ  0

0

,ω
θ

 
= − −  

 

dR P
dx

0 1

6 3
θ θ

= − +Z ,  0 1

6 4
θ θ

= − +U ,

2
0 0 1

1 1
60 30

β θ θ = − − + 
 

V qU B Aq ,

0

0Pr Pr
β

θ
= − + −

l qqW m Z

2 0
0 0 1

1 1 ,
60 20 Pr

θ θ   − − + +  
  

lB q A G

0 0 1

0Pr 6 3 Pr
θ θβ

θ
 = − + + + 
 

l qS q

2 0
0 0 1

1 1
Pr 60 20

θ θ + − + − 
 

lB Aq

2
0 0 1

1 1
60 30

θ θ − − + 
 

B Gq ,

0 1
0

0 1

3 4ω ω
θ θ

= − +l ,  0 1
1

0 1

4 2ω ω
θ θ

 
= − 

 
l .    (19)

Начальные условия: 
( ) ( )1 1 0= =k kA x B x .

Отметим, что в точке = kx x  функция 0′B  
обращается в бесконечность, а ( )0B x , ( )1A x  
и ( )1B x  терпят конечные разрывы. Для того, 
чтобы систему (18) проинтегрировать чис-
ленно, её решение будем искать в виде [6]:

1 1 0= +A a B F ,  1 1 0= +ΦB b B ,           (20)

где 1a , F , 1b , Φ  – неизвестные функции. 
Подставляя (20) в (18), получим

( )1 112= − +a M b N ,  1 = −b Z U ;      (21)

функции ( )F x , ( )Φ x  удовлетворяют систе-
ме дифференциальных уравнений (по форме 
совпадающей с полученной в [6] для совер-
шенного газа):

12  ′ = − +  
 

VNF F Q
U

( )  ′ ′+Φ − + − +  

NR N U S
U

012 12   + − − +   
  

ZN VNB M Q
U U

; + − + −  
  

Z SN NWR P
U U U

( )1 ′ ′Φ = Φ − +

FV S U

U

0 12 ,
  + + − −     

ZN ZSB W V M
U U

      (22)

с начальными условиями:
( ) ( ) 0= Φ =k kF x x .                (23)

В точке kx  функции ( )F x  и ( )Φ x  непре-
рывны, так как в ней все коэффициенты при 
искомых функциях являются непрерывными 
функциями, а функция ( )0B x  терпит разрыв 
только первого рода.

Для построения оптимального управле-
ния необходимо совместно интегрировать 
системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений (13) и (22), имеющие особенности 
в точке торможения. Для упрощения этой за-
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дачи раздельно интегрируются – сначала си-
стема (13) с начальными условиями:

( )0 0 0 0θ θ=x x ,   ( )1 0 1 0θ θ=x x ,

 ( )0 0 0 0ω ω=x x , ( )1 0 1 0ω ω=x x ,         (24)

где 0θ , 1θ , 0ω , 1ω  определяются из системы 
(15), а затем – система (22) с начальными ус-
ловиями (23).

Детализируем процесс получения первого 
приближения оптимального управления:

1. Зададим в качестве управления ( )0m  в 
нулевом приближении постоянный вдув 
( ( )0 ≡m const ). 

2. Из (15) определим 0θ , 1θ , 0ω , 1ω .
3. Систему (13) интегрируем (слева - на-

право) с условиями (24).
4. Найдём значение N , соответствующее 

( )0m :
( )( ) ( )2

20 0 0
2

0

1 ω θ
ϕ

−
= ⋅ ⋅∫

kx

N m dx .       (25)

5. Систему (22) интегрируем (справа – на-
лево) с условиями (23).

6. Строим 
( )2 ,0

12
λ  = − + Φ 

 
Fx N .              (26)

7. Множитель Лагранжа α  вычислим со-
гласно изопериметрическому условию (4):

( )
( )

1 2
2 2

2
2

0 0 0

,012
1
ϕ λ

α
ω θ

 
= ⋅ ⋅ 
 − 

∫
kx x

dx
N

,         (27)

8. Найдём первое приближение оптималь-
ного управления по формуле:

( ) ( ) ( )
( )

2
1 2

2
0 0

,0
2 1
ϕ λ

α ω θ
=

⋅ −

x
m x .             (28)

4. ОСОБЕННОСТИ АЛГОРИТМИЗАЦИИ 
ВАРИАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ 

ДЛЯ СФЕРИЧЕСКИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ

Уравнения Эйлера–Лагранжа–Остроград-
ского и условия трансверсальности для сфе-
рической поверхности по форме совпадают 
с приведёнными в п. 1 для цилиндрического 
случая. Оптимальное управление определя-
ется по формуле (7). Сохраняются (по форме) 
также следствие из первого интеграла (8) и 
интегральные соотношения (10), (11).

Аппроксимирующая система второго 
приближения здесь имеет вид:

0 0 1 0 1
9 7 4 518 6
6 6 3 3

θ β θ θ ω ω ′ = − + − − +  
mr q

0 1

0 1

34 32
θ θ

+ − +
b q b q 2 2

0 0
1 16
6 60

θ α  + − +  
 

eAB q

2
1 0 1

1 1 2 11 ;
3 15 15 30eθ α ω ω  + − − −  

  

1 0 1 0 1
1 1 1 212 12
3 2 3 3

θ β θ θ ω ω ′ = − + − − +  
mr q

0 1

0 1

20 16
θ θ

+ − +
b q b q 2 2

0 0
124
60

α θ+ +


eAB q

2
1 0 1

1 1 1 1 ;
12 30 60 15

θ α ω ω  + − − −  
  

e

( )0 0 01ω τ θ τ θ′ ′ ′= − −w w ;

0
1

0

6 ωω
θ

′ = −mr

2 2
0 0 01

0 1 2
0 1 0

61 1 1 26
6 2 6 3

ω ωωβ ω ω
θ θ θ

 
− + − − + + 

 

b qq

0 0 01 1

0 0 1 1 0

1 1 26 1 3 4
Pr 6 3

ω ωω
θ θ θ θ θ

   + + − + − −   
    

b bq

20 0 1 1

0 0 1 1

6 13 4 4 1
Pr Pre
qb bqω ω α
θ θ θ θ

   − − + + − +   
  

2 2 2
0 0 1

1 1 16
60 6 15

α ω ω α  + + − −  
 

e eAB q

2 2
2 20 1
0 0

0 1

1 2 1 16
60 15 60 70

ω ω θ α
θ θ

   − − + − +   
 

eGB q

2
1 1

1 1 1 ,
20 42 30

θ α ω  + − + +  
  

e            (29)

где =r r l , *=q rq . Отметим, что уравнения 
(29), как и (13), получены для любой зависи-
мости вязкости от температуры.

В малой окрестности точки торможения 
решение системы (29) будем искать в виде 
[13]:

2
0 0 0θ θ= x , 2

1 1 0θ θ= x , 2
0 0 0ω ω= x , 2

1 1 0ω ω= x . (30)

В этой окрестности ≈r x , 3≈q Cx , где по-
стоянная C  такая же, как в случае цилиндри-
ческой поверхности. Алгебраическая система 
для постоянных 0θ , 1θ , 0ω , 1ω  имеет вид:

Метод А. А. Дородницына в задачах оптимального управления тепломассообменом ...
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0 1 0 118 (0) 11 7 8 10θ θ ω ω− − + + +m

0 1

0 1

34 (0) 32 (0)
θ θ

+ − +
b C b C

2
0 0 0 1 0 1

4 112 0
5 5

θ θ ω ω + + − − = 
 

C B ;

0 1 0 112 (0) 4 8 4 8θ θ ω ω− − − + +m

0 1

0 1

20 (0) 16 (0)
θ θ

+ − +
b C b C

( )2
0 0 1 0 1

2 5 4 0
5

θ ω ω+ − − =C B ;

( )( )0 01 0 0ω τ θ− − =w ;
2

0 0
0 1

0 0

6 (0) 5ω ωω ω
θ θ

− − + +m

2
0 01

2
1 0

6 (0)4 ωω
θ θ

+ + +
b C

0 0 1

0 0 1

(0)1 16 1 3 4
Pr 6

ω ω
θ θ θ

   + + − + −   
   

bC

0 0 0 0 1

1 0 0 0 1

(0) 6 (0)2 3 4
3 Pr

ω ω ω
θ θ θ θ θ

  
− − − + + 

  

b Cb

2 2
2 0 1
0 0 1

0 1

1 4 0.
10 5

ω ωω
θ θ

 
+ − − = 

 
B C        (31)

Система обыкновенных дифференци-
альных уравнений, аппроксимирующая со-
пряжённую систему, по форме совпадает с 
(22). Приведём только отличающиеся от (19) 
вхождения

0 0 0
2

0 0 0 0

2 21 ,
Pr

ω ωβ
θ θ θ θ

    
= − − − −    

    

l m q dP r q
dx

2
0

2 ,
θ

=
qQ  2

0 0 1
1 1 ,
60 30

β θ θ = − − + 
 

V qU B Aq

0

0Pr Pr
β

θ
= − + −

l qqW mr Z

2 0
0 0 1

1 1 ,
60 20 Pr

θ θ   − − + +  
  

lB q A G

0 0 1

0Pr 6 3 Pr
θ θβ

θ
 = − + + + 
 

l qS q

2 0
0 0 1

1 1
Pr 60 20

θ θ + − + − 
 

lB Aq

2
0 0 1

1 1
60 30

θ θ − − + 
 

B Gq .

Процедура поиска оптимального управле-
ния аналогична схеме, приведённой в п. 3. В 
отличие от плоского случая:

1) начальные условия к системе (29) зада-
ются в виде:

( ) 2
0 0 0 0θ θ=x x , ( ) 2

1 0 1 0θ θ=x x ,

( ) 2
0 0 0 0ω ω=x x , ( ) 2

1 0 1 0ω ω=x x ,        (32)

где постоянные 0θ , 1θ , 0ω , 1ω  определяются 
из системы (31);

2) Вместо (27) используется формула

( )
( )

1 2
2 2

2
2

0 0 0

,012 ,
1
ϕ λ

α
ω θ

 
= ⋅ ⋅ ⋅ 
 − 

∫
kx x
r dx

N
где вместо (25) 

( ) ( )2
2 0 0(0)

2
0

1
.

ω θ
ϕ

−
= ⋅ ⋅ ⋅∫

kx

N r m dx

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Аппроксимирующие системы второго 
приближения (13) и (29) позволяют вычис-
лить аэродинамические характеристики ла-
минарного пограничного слоя электропрово-
дящего газа с достаточной для практических 
приложений точностью и использовать их 
для минимизации интегрального теплового 
потока (3) с помощью «простых» [7] и «специ-
альных» [8, 9] законов вдува. Применение та-
ких законов в задачах управления гиперзву-
ковыми ламинарными пограничными слоями 
продемонстрировало возможность получить 
управления, очень близкие к оптимальным. 
Этот подход позволяет избежать трудоём-
кого процесса вывода интегральных соотно-
шений и системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, аппроксимирующих 
сопряжённую систему. Анализу результатов 
вычислительных экспериментов по числен-
ной оптимизации тепломассообмена в лами-
нарном пограничном слое ионизированного 
воздуха на проницаемых цилиндрических и 
сферических поверхностях, подтверждаю-
щему целесообразность применения предло-
женного подхода, посвящено продолжение 
данной статьи.

Н. Г. Бильченко
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