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Аннотация. В данной статье рассматриваются подходы к определению сбалансирован-
ности знакового графа экспертной группы. Предложен новый алгоритм определения сба-
лансированности знакового графа.
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ВВЕДЕНИЕ

Технологическая сложность процесса 
управления, присущая современным систе-
мам управления, обусловлена возросшей 
сложностью объектов управления, необхо-
димостью учета факторов неопределенно-
сти, большими объемами обрабатываемой 
информации – эти и другие факторы форми-
руют особые требования к интеллектуальной 
составляющей процесса управления, делая 
более востребованными профессиональные 
знания и опыт специалистов-экспертов [1]. 
Обработке экспертной информации по-
священо достаточно много исследований. 
Большое значение для принятия группового 
(коллективного) решения имеет проблема со-
гласования индивидуальных суждений экс-
пертов [2, 3, 4]. Очевидно, что согласованное 
групповое решение может быть получено 
группой экспертов, если в ней проявляется 
стремление к сотрудничеству и отсутствует 
напряженность. Экспертную группу можно 

отнести к малым группам и для ее анализа 
использовать понятие сбалансированности 
знакового неорграфа (далее графа) [5, 6, 7].

В качестве модели экспертной группы бу-
дем рассматривать полный знаковый граф 

( ), ,G E W=  где { }1 mE= e ,..,e  – множество 
вершин, каждая из которых соответствует 
эксперту, { }( ) |i jW e ,e E E i j= ∈ × ≠  – множе-
ство ребер графа, причем ребро ( )i je ,e  поме-
чается знаком «+», если оценки экспертов ie  и 

je  являются согласованными, иначе – знаком 
«–».

Знаковые графы составляют основу ког-
нитивного моделирования и называются 
когнитивными картам [8–12]. Также знако-
вый граф – это сигнальный (направленный) 
граф, в котором все ребра имеют вес +1 или 
–1. Сигнальные графы используются для ис-
следования сложных электрических цепей и 
систем, в особенности систем с обратной свя-
зью [13, 14].

Полный знаковый граф экспертной груп-
пы E  при необходимости также будем обо-
значать .EG  Наряду с полным графом G  
можно рассматривать подграфы данного гра-
фа (при анализе согласованности в сужде-© Погосян К. С., 2015
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ниях, например, наиболее влиятельных экс-
пертов), которые в общем случае не являются 
полными и связными. 

Цель статьи заключается в разработке 
подходов к исследованию сбалансированно-
сти экспертной группы и выявлению коали-
ций на основе знаковых графов.

СВОЙСТВО СБАЛАНСИРОВАННОСТИ 
ЗНАКОВОГО ГРАФА

Заметим, что знак произвольной цепи и 
цикла в знаковом графе определяется произ-
ведением чисел +1 и –1, поставленных в со-
ответствие положительным и отрицательным 
ребрам.

Для выявления свойства сбалансирован-
ности знакового графа используется теорема 
о структуре [6]:

Для знакового графа ( )G= E,W  следую-
щие утверждения эквивалентны:

1) граф G  сбалансирован;
2) каждый цикл в G  положителен;
3) любые две цепи между каждой парой 

вершин имеют одинаковый знак;
4) множество вершин G  можно разбить 

на два подмножества таким образом, что ка-
ждое положительное ребро соединяет вер-
шины одного множества и каждое отрица-
тельное ребро соединяет вершины различных 
множеств.

На основе теоремы о структуре можно 
сформулировать несколько критериев сба-
лансированности знакового графа и соот-
ветствующие процедуры проверки данного 
свойства. Если граф не является сбалансиро-
ванным, то важно определить степень нару-
шения баланса. 

Определение 1. Пусть p  – число положи-
тельных циклов, t  – общее число циклов, тог-
да величина

( ) [ ]0,1pG
t

β = ∈

называется относительной мерой баланса 
знакового графа [6].

Определение 2. Группа экспертов E  будем 
считать сбалансированной, если соответству-
ющий ей знаковый граф EG  сбалансирован. 

Из теоремы о структуре следует, что экс-
пертная группа будет сбалансированной, 

если оценки каждой пары экспертов явля-
ются согласованными, либо группу можно 
разбить на две подгруппы так, что в каждой 
подгруппе оценки являются согласованными, 
а для каждой пары экспертов из различных 
подгрупп оценки не согласованы.

Недостатком критериев сбалансированно-
сти, которые основаны на теореме о структу-
ре, является то, что они позволяют говорить 
лишь о балансе или дисбалансе, игнорируя 
возможность градации сбалансированности. 

Заметим, что если в связном знаковом 
графе все ребра положительны, то он удов-
летворяет теореме о структуре, а разбиение 
состоит лишь из одного множества. Полный 
граф на m  вершинах обозначается через .mK  
Если все его ребра положительны, то примем 
обозначение +

mK  и будем называть знаковый 
граф абсолютно сбалансированным. 

Определение 3. Группу из m  экспертов бу-
дем называть абсолютно сбалансированной, 
если соответствующий ей знаковый граф абсо-
лютно сбалансированный ,+

E mG =K  т. е. EG  – 
полный граф с положительными ребрами. 

На практике редко удается сформировать 
абсолютно сбалансированную группу экспер-
тов, в связи с этим возникает необходимость 
в выявлении максимально сбалансированной 
(согласованной) подгруппы экспертов. 

Введем различные типы сбалансирован-
ности знакового неорграфа ( , ).G E W=

Определение 4. Если для множества вер-
шин E  знакового графа G  можно построить 
разбиение

{ } ( )

1

1 :i i ji=1,K

K

p
p

E i, j ,K i j E E

E E
=


∀ = ≠ ∩ =∅



= 




и

такое, что все ребра, соединяющие вершины 
одного множества, положительны, а ребра, 
соединяющие вершины разных множеств от-
рицательны, то говорят, что знаковый граф со-
ответствует идеализированной партийной 
структуре и называется группируемым [6].

По сути, идеализированная партийная 
структура представляет собой разбиение вер-
шин знакового графа на классы, а, следова-
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тельно, можно построить отношение эквива-
лентности, которое индуцирует это 
разбиение. Заметим, что при  1 K =  знаковый 
граф является абсолютно сбалансированным, 
при 2K =  – сбалансированным, при 2K >  в 
соответствии с теоремой о структуре граф 
является несбалансированным. Таким обра-
зом, если граф сбалансированный, то он и 
группируемый. 

Имеют место следующие утверждения:
Утверждение 1 [6]. Знаковый граф со-

ответствует идеализированной партийной 
структуре тогда и только тогда, когда в нем 
нет простых циклов с единственным отрица-
тельным ребром.

Утверждение 2 [6]. Если полный знаковый 
граф G  соответствует идеализированной 
партийной структуре, то она единственна.

Определение 5. Будем говорить, что экс-
пертная группа является частично сбаланси-
рованной, если ее знаковый граф соответству-
ет идеализированной партийной структуре 
при 2,K >  при этом подмножества kE  будем 
называть коалициями экспертов.

Таким образом, если экспертная группа 
является частично сбалансированной, то в 
ней можно выделить коалиции экспертов, 
суждения которых между собой согласова-
ны, в то время как групповые оценки между 
коалициями согласованными не являются. 
Разбиение экспертов на коалиции в частично 
сбалансированной экспертной группе в со-
ответствии с утверждением 2 является един-
ственным.

Если граф не является сбалансированным, 
то возникает вопрос: какие минимальные из-
менения знакового графа приведут его к сба-
лансированности? К возможным преобразо-
ваниям, которые позволяют обеспечить 
сбалансированность, можно отнести  измене-
ние знаков ребер и удаление некоторых ре-
бер. В соответствии с этими преобразования-
ми в [6] вводятся понятия N -множества и 
D -множества. 

Определение 6. Множество ребер связного 
знакового графа G  называется N -множе-
ством, если изменение знаков этих ребер 
приводит к сбалансированности графа .G

Определение 7. Множество ребер связного 
знакового графа G  называется D -множе-
ством, если удаление этих ребер из графа G  
приводит к его сбалансированности.

Определение 8. N -множество ( D -множе-
ство) называется минимальным, если никакое 
его собственное подмножество не является 
N -множеством ( D -множеством).

Определение 9. Реберным индексом ( )r Gλ  
знакового графа G  называется число ребер в 
наименьшем N -множестве ( D -множестве).

Пусть 1,G  2G  – два знаковых графа, опре-
деленных на одном и том же множестве вер-
шин. Будем считать, что знаковый граф 1G  
менее сбалансирован, чем 2 ,G  если 

( ) ( )1 2r rG G .λ λ>
Применительно к знаковому графу экс-

пертной группы понятие N -множества мож-
но использовать для разработки рекоменда-
ций по изменению степени согласованности 
суждений для некоторых пар экспертов. Наи-
меньшее N -множество – это множество тех 
пар экспертных оценок, которые обусловли-
вают несбалансированность экспертной 
группы.

Можно показать, что каждое минималь-
ное N -множество содержит минимальное 
D -множество и наоборот. Из этого следует, 
что если в знаковом графе у ребра ( , )x y  знак 
не определен, то выбор для него одного из 
знаков + или – приведет, по меньшей мере, к 
такой же величине меры баланса, как и удале-
ние этого ребра. 

Для определения коалиций экспертов ча-
стично сбалансированного полного графа EG  
предлагается следующий алгоритм 1:

1. Для знакового графа EG  экспертной 
группы построить матрицу ( )

1 1ij i ,m; j ,m
R r

= =
=  

по правилу 
( )1

1
0

i j

ij

e ,e, ;
r , i j;

, .


= =



если ребро положительно

иначе
Замечание: Матрица R  учитывает только 

положительные ребра, является симметрич-
ной с единичной диагональю, а, следователь-
но, определяет рефлексивное и симметрич-
ное отношение. 
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2. Преобразовать матрицу R  к блочно-ди-
агональному виду путем перестановки строк 
и столбцов (на диагонали стоят блоки из 1). 
Каждая из диагональных подматриц соответ-
ствует коалиции – абсолютно сбалансиро-
ванной подгруппе экспертов.

Замечание: Известно, что если R  является 
отношением эквивалентности, т. е. рефлек-
сивным, симметричным и транзитивным от-
ношением, то его матрицу можно привести к 
блочно-диагональному виду, при этом блоки 
из 1 однозначно определяют классы эквива-
лентности [7]. В данном случае отношение эк-
вивалентности определяется следующим об-
разом: эксперты ie  и je  эквивалентны, если 
их оценки являются согласованными.

3. Пусть K  – количество блоков, тогда 
свойство сбалансированности определяется 
на основе следующих правил:

a) если 1,K =  то группа экспертов являет-
ся абсолютно сбалансированной;

b) если 2,K =  то группа сбалансирована;
c) если 2,K >  то группа частично сбалан-

сированная.
4. Если не удается привести матрицу к 

блочно-диагональному виду, то группа экс-
пертов является несбалансированной. В этом 
случае, возможно выделение N -множества. 
В N -множество включаются те ребра, изме-
нение знака которых приведет матрицу к 
блочно-диагональному виду.

Определение 10. Вкладом эксперта 
( )1,ie i m=  в несбалансированность графа EG  

назовем величину

,i
i

CMRVE
N

=

где N  – мощность N -множества; iCMR  – 
количество ребер, инцидентных вершине ie  
и входящих в N -множество.

Заметим, что если 0,iVE =  то эксперт не 
вносит никакого вклада в несбалансирован-
ность; если 1,iVE =  то в группе экспертов не-
согласованность возникла из-за эксперта .ie

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
СБАЛАНСИРОВАННОСТИ 

ЗНАКОВОГО ГРАФА

Пусть G  – знаковый граф экспертной 
группы. Для него можно рассматривать не-
сколько видов матриц.

Определение 11. Матрицей смежности зна-
кового графа G  называется матрица 

( )ij i 1,m; j 1,m
A a

= =
=  порядка ,m  элементы кото-

рой ija  определяются следующим образом:
( )
( )

1, , ,

1, , ,
0, .

ij

i j

a i j

+ +


= − −



если ребро помечено

если ребро помечено

инчае

Чтобы подчеркнуть связь с графом G  в 
случае необходимости будем использовать 
обозначение ( ).A G

Заметим, что в силу того, что знаковые 
графы являются неориентированными, их 
матрицы смежности симметричны.

Матрица A  представима в виде
,A A A− += +

где A−  – матрица, полученная заменой 1 на 0, 
а A+  – матрица, полученная заменой  –1 на 0.

Диагональные элементы матрицы ,A  а, 
следовательно, и матриц A+  и A−  по опреде-
лению равны 0. Для анализа структуры ма-
трицы смежности также будем рассматривать 
матрицы mD A I= +  и ,mD A I+ += +  которые 
по сравнению с матрицами A  и A+  содержат 
1 на диагонали, где матрица mI  – единичная 
квадратная матрица размерности .m

Заметим, что для графа +
mK  матрица 

,mD D J+= =  где матрица mJ  – квадратная 
матрица размерности ,m  состоящая только 
из 1.

Для анализа матрицы D  предлагается 
следующий алгоритм 2:

1. Для каждой строки i  определить мно-
жество ( ) { } ( ): 1 1, .ijS i j d i m= = =

2. В матрице D  определить строку i∗  с мак-
симальным значением ( )S i∗  (если таких 
строк несколько, то выбрать любую). В одно 
множество с индексом i∗  поместить  индексы 
тех строк ,l  для которых ( ) ( )S l S i .∗⊆  Полу-
ченное множество индексов обозначим ( )G i .∗
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3. Вычеркнуть из D  строки, индексы ко-
торых принадлежат множеству ( )G i .∗

4. Если в D  существуют невычеркнутые 
строки, то перейти к шагу 2, иначе для множе-
ства строк матрицы A  получено разбиение 

( ){ } ,
i I

G i
∗ ∗

∗

∈
 где { }1,..., .I m∗ ⊂

5. Построить матрицу D′  с новым поряд-
ком строк и столбцов, группируя их индексы 
в соответствии с найденным разбиением.

Полученная матрица D′  имеет следую-
щую структуру:

a) на диагонали стоят квадратные подма-
трицы-блоки из 1 и 0 порядка ( )G i∗  для всех 

;i I∗ ∗∈
b) элементы, не принадлежащие блокам, 

равны –1 или 0.
Заметим, что если полный знаковый граф 

является частично сбалансированным, то все 
блоки на диагонали состоят из 1, а остальные 
элементы матрицы D′  равны –1, при этом ка-
ждому блоку соответствует сбалансирован-
ная коалиция экспертов. Если количество 
блоков равно 1 или 2, то соответствующая 
знаковому графу группа экспертов является 
абсолютно сбалансированной или сбаланси-
рованной соответственно.

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Пусть знаковый граф ,G  соответствую-
щий группе экспертов { }1 2 3 4 5, , , , ,E e e e e e=  
представлен на рис. 1. Определим коалиции 
экспертов.

Определим сбалансированность эксперт-
ной группы с помощью различных алгорит-
мов.

Алгоритм определения сбалансированно-
сти подгруппы экспертов. Определение 
N -множества для группы экспертов.

1. На основе построенного знакового пол-
ного графа G  сформируем матрицу  { }= :ijm m rR ×

1 0 0 1 1
0 1 1 1 0

.0 1 1 0 0
1 1 0 1 1
1 0 0 1 1

R

 
 
 
 =
 
 
 
 

2. Приведем матрицу m mR ×  к блочно-диа-
гональному виду путем перестановки строк и 
столбцов. Каждая из диагональных подма-
триц будет соответствовать подгруппе сба-
лансированных экспертов. 

1 2 3 4 5 1 5 4 2 3

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

1 0 0 1 1 1 1 1 0 0
0 1 1 1 0 0 0 1 1 1
0 1 1 0 0 0 0 0 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1 1 0
1 0 0 1 1 1 1 1 0 0

e e e e e e e e e e
e e
e e
e e
e e
e e

   
   
   
   ⇒ ⇒
   
   
   
   

1 5 4 2 3

1

5
**

4
**

2

3

1 1 1 0 0
1 1 1 0 0

.1 1 1 1 0
0 0 1 1 1
0 0 0 1 1

e e e e e
e
e
e
e
e

 
 
 
 ⇒
 
 
 
 

3. Так как не удается привести матрицу к 
блочно-диагональному виду, то это значит, 
что группа экспертов несбалансированная.

4. На основе данной матрицы можно вы-
делить N -множество = 2 4 4 2{( , ); ( , )},e e e e  ко-
торое свидетельствует о том, что несбалан-
сированность в группе обусловлена 
согласованностью суждений экспертов 2 ,e  4.e

Таким образом, получили, что группа экс-
пертов несбалансированная, т. е. необходимо 
либо формирование новой группы экспертов, 
либо проведение повторной экспертизы с ре-
комендацией экспертам по изменению своих 
суждений.

 Рис. 1. Знаковый граф G
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Определение сбалансированности знакового графа экспертной группы

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе была рассмотрен подход для 
определения сбалансированности знакового 
графа группы экспертов. Рассмотрены суще-
ствующие в настоящее время типы и подходы 
к определению сбалансированности знако-
вого графа. Разработаны алгоритм определе-
ния сбалансированности экспертной группы; 
алгоритм определения максимально сбалан-
сированной подгруппы экспертов, который 
позволяет выделить коалиции экспертов. 
На основе предложенных алгоритмов были 
проведены вычислительные эксперименты, 
которые показали приемлемость и эффектив-
ность предложенного подхода к принятию 
решения.
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