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ВВЕДЕНИЕ

Основными задачами при проектиро-
вании систем управления являются анализ 
и синтез. Следует отметить, что для линей-
ных систем задачу синтеза в основном мож-
но считать решенной, так как разработаны 
достаточно простые и эффективные методы 
построения модальных систем управления 
[1–4]. В силу того, что качество синтезиро-
ванной системы напрямую зависит от полно-
ты использования априорной информации о 
задающих воздействиях и внешних возмуще-
ниях (условимся в дальнейшем называть эти 
сигналы входными), в теории автоматическо-
го управления получил широкое распростра-
нение так называемый принцип поглощения 
[2, 5–9], который основан на описании класса 
входных сигналов однородными дифферен-
циальными уравнениями с произвольными 
начальными условиями. Отметим, что для 
описания класса сигналов можно исполь-
зовать и неоднородные дифференциальные 
уравнения с ограниченной правой частью, 
что позволит значительно расширить класс 
входных сигналов [10, 11]. При синтезе полу-

ченная система может отличаться от эталон-
ной или желаемой [2, 10, 11]. Поэтому воз-
никает задача определения класса входных 
сигналов синтезированной системы управ-
ления. В частном случае решение указанной 
задачи может быть получено путем исследо-
вания системы по отношению к определен-
ным классам сигналов: полиномиальных, 
гармонических и т. д. Однако такой подход 
является, по сути, методом перебора, что не 
позволяет говорить о его высокой эффектив-
ности. В настоящей статье приводится метод 
выделения класса входных сигналов непре-
рывной линейной системы управления. Класс 
сигналов задается неоднородным дифферен-
циальным уравнением с постоянными коэф-
фициентами и произвольной ограниченной 
правой частью.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть заданы передаточные функции со-
ответственно эталонной и синтезированной 
систем управления 

( )( ) ,
( )

R sW s
Q s

= э
э

э

 ( )( ) ,
( )

c
c

c

R sW s
Q s

=           (1)

где ( ) ( ) ( )cD s Q s Q s= э  – устойчивый многоч-
лен.© Дылевский А. В., 2015
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Требуется определить класс сигналов 
0[ , )V V tδ δ= +∞  такой, что

* *
00 ( ( ) ).f V t t t t tδδ ε δ∀ > ∀ ∈ ∃ > ∀ > < (2)

Здесь 
( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ),ct E s W s W s F sε ÷ = −э

( ) ( ).F s f t÷                            (3)

2. ОПИСАНИЕ МЕТОДА РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ

Рассмотрим ошибку, определяемую фор-
мулой (3). Согласно (1) имеем

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

c cR s Q s R s Q sE s F s
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−

= э э      (4)

или ( )( ) ( ),
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L sE s F s
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где deg ,D n=  deg L m=  и 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).c cL s R s Q s R s Q s= −э э          (6)

Покажем далее, что класс входных сигна-
лов Vδ  может быть определен как множество 
решений линейного дифференциального 
уравнения 

( ) ( ) ( ),L p f t tφ=     ,dp
d t

=                (7)

с кусочно-непрерывной ограниченной пра-
вой частью, то есть

( ) ( )t Mφ δ≤   0 ,t t∀ ≥  ( ) 0.M δ ≥         (8)

Здесь предполагается, что 1
0[ , ),mf C t−∈ +∞  

( )mf  – кусочно-непрерывная функция. В про-
странстве изображений уравнение (7) примет 
вид 

0( ) ( ) ( ) ( ),L s F s s L s= Φ +               (9)
где 0L  – некоторый алгебраический многоч-
лен степени 1,m −  определяемый значениями 

( 1)
0( ),if t−  1, , .i m=   Следует отметить, что 

при наложенных на функции f  и φ  ограни-
чениях изображения по Лапласу указанных 
функций существуют. Из формулы (5) и ра-
венства (9) вытекает следующее выражение 
для ошибки: 
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Так как 0L  – алгебраический полином и D  – 
многочлен Гурвица, то для
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– переходной составляющей ошибки ( )tε  
справедливо равенство
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то есть
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Рассмотрим теперь 
( )( )
( )
st

D s
ε Φ

÷уст                            (14)

– установившееся значение ошибки ( ).tε  
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Согласно теореме свертки имеем 
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Так как выполнено неравенство (8), то 
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Нетрудно проверить, что 
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В результате окончательно получаем следую-
щую оценку: 
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где ijc  определяется по формуле (17) и 
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Отсюда, с учетом утверждения (13) следует, 
что 

* *
00 ( ( ) ( ) ).t t t t t Mγ ε γ δ∀ > ∃ > ∃ > < + ∆ (23)

Положим / 2γ δ=  и

( ) .
2
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∆

                          (24)

Таким образом, для класса входных сигна-
лов, удовлетворяющих условиям (7), (8) и (24) 
справедливо утверждение (2).

Следует особо отметить, что соотношения 
(17) и (22) позволяют указать практические 
способы уменьшения установившейся ошиб-
ки. Если же ( ) 0,M δ =  то есть ( ) 0,tφ ≡  то 
установившаяся ошибка равна нулю.

3. ПРИМЕР

Пусть 
( ) ,W s s=э    ( ) ,

1c
sW s

sτ
=

+
  const 0.τ = >  (25)

В рассматриваемом случае
2( ) ,L s s=    1( ) .D s s

τ
= +                 (26)

По формуле (22) находим, что .τ∆ =  Поэтому 
класс сигналов [0, )Vδ + ∞  определяется следу-
ющими условиями:

( ) ( ),f t tφ=                            (27)

| ( ) | ( ) 0, ( ) ,
2

t M t M δφ δ δ
τ
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или, что тоже самое,

0 1
0

( ) ( ) ( ) ,
t

f t C C t t dτ φ τ τ= + + −∫        (29)

где 0C , 1C  — произвольные действительные 
числа, а функция φ  удовлетворяет неравен-
ству (28).

Очевидно, что выделенному классу при-
надлежат все алгебраические полиномы со 
степенью не выше второй, тригонометриче-
ские полиномы, наивысшая частота в кото-
рых определяется константой ( ),M δ  а также 
затухающие экспоненты и логарифмические 
функции. Необходимо добавить, что пере-
численными функциями класс Vδ  не исчер-
пывается.

Так как в данном случае τ∆ =  и 
( ) / 2 ,M δ δ τ=  то уменьшение константы τ  

приведет одновременно к повышению точно-
сти дифференцирования и расширению клас-
са входных сигналов.

Рассмотрим теперь 
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Тогда получаем, что 
2 3 2 2( ) ( ) 2 ( 2 )( ),L s s s s sα α α α= + + = + +

 2( ) ( ) .D s s α= +                          (31)
Согласно формуле (22) справедливо равен-
ство 1/ .α∆ =  Таким образом, класс сигналов 

[0, )Vδ + ∞  определяется уравнением 
2 2( 2 )( ) ( ) ( ),p p f t tα α φ+ + =    ,dp

dt
=   (32)

с произвольной ограниченной правой частью 

| ( ) | ( ) 0, ( ) .
2

t M t M αδφ δ δ≤ ∀ ≥ =       (33)

Отсюда вытекает следующий вывод: при 
( ) 0,M δ =  то есть ( ) 0,tφ ≡  устройство с пе-

редаточной функцией (30), несмотря на от-
сутствие в числителе оператора ,s  будет 
осуществлять асимптотически точное 
помехо устойчивое дифференцирование сиг-
налов вида 

2
1 2 3( ) sin costf t C e C t C tα α α−= + +

1 2 3, , ,C C C∀ ∈R                      (34)
то есть практически важного класса сигналов 
с амплитудной модуляцией.
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