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Аннотация. В статье представлена формулировка трёхиндексной аксиальной задачи о 
назначениях, предложен адаптивный алгоритм решения, основанные на переходе к веро-
ятностной постановке задачи и проведено сравнение данного алгоритма с базовым «жад-
ным».
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Одной из самых известных задач дискрет-
ной оптимизации является задача о назначе-
ниях (ЗОН), которая в своей классической 
формулировке сводится к задаче о распреде-
лении претендентов по рабочим местам с це-
лью минимизации затрат.

Естественным обобщением классической 
ЗОН является многоиндексная ЗОН, которая 
имеет две наиболее известные разновидно-
сти: аксиальная и планарная трёхиндексные 
ЗОН. В данной работе остановимся на иссле-
довании аксиальной задачи.

Для получения математической записи ак-
сиальной ЗОН введем 3n  переменных вида:
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Аксиальная ЗОН является N -трудной, 
что стимулирует разработку приближённых 
алгоритмов, среди которых выделяют класс 
«жадных» алгоритмов [1, 3]. Идея алгоритмов 
этого типа связана с последовательным по-
строением допустимых вариантов. На ка-
ждом этапе делается попытка максимально 
достичь некоторой локальной вспомогатель-
ной цели. При использовании данного подхо-
да не делается попыток оценки ни предыду-
щих, ни последующих шагов алгоритма. На 
пути использования таких оценок (за счёт 
углубления памяти алгоритма, оценивания 
средних значений функций и т. п.) появляют-
ся различные модификации «жадных» алго-
ритмов.

Для трёхиндексной аксиальной задачи из-
вестен базовый «жадный» алгоритм, осно-
ванный на поиске минимального элемента в 
плоских матрицах при фиксировании одного 
из индексов [1]. А именно, при каждом фик-© Трегубов А. Г., Медведев С. Н.,  2015
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сированном 1,k n=  ищется локальный мини-
мум

,
min{ }k k

ij vi j
c cµ=

и фиксируется соответствующее назначение 
1.k

vxµ =
На основе данного базового метода пред-

лагается построение адаптивного алгорит-
ма решения аксиальной трехиндексной ЗОН 
(1)–(5). Для этого осуществляется переход к 
вероятностной постановке задачи на основе 
рандомизации переменных [2].

Задача минимизации целевой функции
( ) min

X
L X
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заменяется задачей минимизации её матема-
тического ожидания
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где { }X  – множество случайных величин X  
с реализациями из множества ,Ω  { }: .X X ∈Ω

Здесь	
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nX X X=   – матрица n n×  случай-
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деления:

Возможные значения 1 0

Вероятность p k
ijp 1k k

ij ijq p= −

где , , 1, .i j k n=
Вводятся полные группы событий ,k

ijA  для 
каждого 1, ,k n=  где k

ijA  – событие, заключаю-
щееся в том, что k

ijx  примет значение 1, для 
каждого 1,k n=  т. е. 

1 1
1,

n n
k
ij

i j
p

= =

=∑∑  1, .k n=

В основе адаптивного алгоритма лежат 
следующие этапы [4]:

I. Задание движения во множестве слу-
чайных величин .k

ijX
II. Решение неравенства – условия локаль-

ного улучшения (УЛУ)
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III.	Пересчёт вероятностей k
ijp  ( , , 1, )i j k n=  

в соответствии с результатом УЛУ.
Опишем подробнее каждый из этапов.

I. Формулу движения выберем следую-
щим образом:

1 1,N N NX uX uY+ += +                    (7)
где 1NY +  – неизвестная случайная величина, 
определяющая направление движения на 
( 1)N + -м шаге, такая, что 1 { },NY X+ ∈  и име-
ющая ряд распределения:
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Иными словами, движение осуществляет-
ся так: либо остаемся в той же точке, либо пе-
реходим в новую, которая «лучше». Для того, 
чтобы её найти решается неравенство УЛУ.

Будем также считать, что

1
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u  – дискретная случайная величина с рядом 
распределения

Возможные значения 1 0

Вероятность p up 1u uq p= −

Если взять математическое ожидание от 
обеих частей равенства (7), то с учетом того, 
что случайные величины u  и 1,NY +  а также u  
и NX  вводятся как независимые, получим 
формулу пересчёта вероятностей адаптивно-
го алгоритма:

1 1( ) ( ) ( ) ,k N k N k N
ij u ij u ijp q p p π+ += +           (8)

где , 1, ,i j n= для каждого фиксированного 
1, .k n=
Вероятности k

ijπ  находятся из условия ло-
кального улучшения (6), параметр up  задаёт-
ся программно.

II.	 Условие локального улучшения (6) для 
вероятностной постановки задачи можно 
представить в виде
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для фиксированного 1,l n=  и произвольных 
номеров ,r  ,s  ,q  .h
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Пусть qhE  – матрица с одной единицей на 
пересечении q -го столбца и h -й строки и 
остальными нулевыми элементами.

На каждой итерации алгоритма реализа-
ция случайной величины l

qhX E=  уже за-
фиксирована, тогда номера r  и ,s  ,l

rsY E=  
необходимо выбрать так, чтобы выполнилось 
неравенство (9). Для гарантированного вы-
полнения номера r  и s  необходимо выбрать 
так, чтобы величина
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была минимальной.
В результате решение 
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III.	Пересчёт вероятностей, с учётом того, 
что 1,l

vµπ =  а остальные 0,l
ijπ =  , 1, ,i j n=  

,j v≠  ,i µ≠  происходит по формулам
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Таким образом, условие локального улуч-

шения позволяет модифицировать соответ-
ствующий шаг «жадного» алгоритма следую-
щим образом:

при фиксированном k  вместо 
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vxµ =  (для получения ре-
кордов).

Замечание. В указанных формулах уча-
ствуют условные вероятности, которые необ-
ходимо пересчитать в безусловные. 

В результате адаптивный алгоритм реше-
ния трехиндексной аксиальной задачи о на-
значениях (1)–(5) можно представить схемой 
(рис. 1).

Для анализа эффективности построенно-
го адаптивного алгоритма была осуществлена 
программная реализация данного алгоритма 
и базового «жадного».

В ходе вычислительного эксперимента 
проводилось по 100 испытаний для каждого 
алгоритма: базового «жадного» и адаптив-
ного с разным числом итераций, для матриц 
разной размерности. Матрицы заполнялись 
случайными целыми числами из диапазона 
от 1 до 100. Затем считалось среднее значение 
целевых функций и среднее значение време-
ни выполнения. В приведённых ниже табли-
цах значения целевых функций округлены до 
целой части.

В табл. 1, 2 приведены результаты работы 
программной реализации двух алгоритмов 
для матриц разной размерности. 

Выводы:
• Адаптивный алгоритм даёт значения це-

левых функций существенно лучше, чем со-

ответствующий базовый 1,5 ;L
L

 
≥ 

 
баз

адапт

• Время работы адаптивного алгоритма 
линейно зависит от количества итераций;

• Для матриц меньшей размерности доста-
точно меньшего числа итераций, т.к. начиная 
с некоторого значения числа итераций улуч-
шение значения целевой функции становится 
незначительным.

На рис. 2 представлен график работы ал-
горитма с условием фиксирования рекорда и 
без. График отображает результат одного 
опыта для матрицы 10 10 10× ×  с параметром 

0,5.up =
По оси Y расположены полученные значе-

ния целевой функции на данной итерации, по 
оси X – номер итерации.

Можно заметить, что далеко не на каждом 
шаге получается хорошее решение, однако в 
перспективе, за счёт фиксирования рекорда 

Вероятностный подход к решению трехиндексной аксиальной задачи о назначениях...



34 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2015, № 4

А. Г. Трегубов, С. Н. Медведев

Рис. 1. Блок-схема адаптивного алгоритма решения для трёх индексной аксиальной ЗОН

Размерность матрицы
Алгоритм

«Жадный»
Адаптивный

10 итераций 50 итераций 100 итераций
10 10 10× × 103 56 43 40

50 50 50× × 145 90 75 71

100 100 100× × 195 142 104 94

Таблица 1
Сравнение значений целевой функции
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результат сильно превосходит результат ба-
зового «жадного» алгоритма уже после пер-
вых десяти итераций.

Исследуем зависимость значений целевых 
функций от параметра up  при разном числе 
итераций для матриц разной размерности.

В данном эксперименте, как и в предыду-
щем пункте, проводились серии испытаний 
(по 100 на каждый случай). Матрицы запол-
нялись случайными целыми числами из диа-
пазона от 1 до 100. Затем считалось среднее 
значение целевых функций (округлено до це-
лой части).

В табл. 3 приведены результаты работы 
программной реализации адаптивного алго-
ритма с разными значениями параметра up  и 
разным числом итераций для матриц 
10 10 10.× ×  Жирным шрифтом выделены 
лучшие результаты значений целевой функ-
ции.

Выводы:
• При значении параметра up  меньше 0,1 

результат резко ухудшается.
• На малом числе итераций (до 20) лучшее 

значение целевой функции получается при 
значениях up  от 0,2 до 0,3. При этом от 0,01 до 
0,2 идёт резкое улучшение, а после 0,3 – плав-
ный спад.

• При числе итераций, большем 30, чем 
больше значение параметра ,up  тем лучше 
значение целевой функции, но начиная с 
определённого значения up  улучшение зна-
чения целевой функции очень незначитель-
ное (практически отсутствует), и чем больше 
число итераций, тем это значение параметра 

up  больше.
• На первых десяти итерациях значение 

целевой функции сильно улучшается, от 10 до 
50 итераций улучшение идёт линейно, боль-
ше 50 – улучшение незначительно.

Вероятностный подход к решению трехиндексной аксиальной задачи о назначениях...

Таблица 2
Сравнение времени выполнения (сек)

10 итераций 50 итераций 100 итераций 200 итераций
10 10 10× × 0,0009 с 0,0024 с 0,006 с 0,0104 с

50 50 50× × 0,061 с 0,29 с 0,57 с 1,14 с

100 100 100× × 0,76 с 3,81 с 7,68 с 15,23 с

Рис. 2. Сравнение работы адаптивного алгоритма с фиксированием рекорда и без
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Таким образом, для матриц 10 10 10× ×  
наиболее удачным будет применение алго-
ритма с параметром 0,5up =  и числом итера-
ций 50.N =

На рис. 3 представлены графики функций 
«жадного» алгоритма и адаптивного алгорит-
ма с разными параметрами up  для матриц 
10 10 10,× ×  построенные по результатам пре-
дыдущей серии опытов.

По оси Y расположены полученные сред-
ние значения целевой функции на данной 
итерации, по оси X – номер итерации.

На графике видно, что при всех значениях 
up  происходит значительное улучшение ба-

зового «жадного» алгоритма, хоть и по-раз-
ному.
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Таблица 3
Сравнение значений целевой функции в 
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итераций для матриц размерности 
10 10 10× ×

10 10 10× ×
Число итераций

5 10 20 30 50 100

П
ар

ам
ет

р 
up

0,01up = 88 84 81 79 76 72

0,1up = 67 58 52 50 48 47

0,2up = 65 54 48 47 45 46

0,3up = 65 54 48 46 45 45
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0,5up = 67 56 52 46 43 43
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Рис 3. График работы алгоритма с разными параметрами up
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