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Аннотация. Рассматривается постановка задачи математического моделирования опти-
мальной эффузионной тепловой защиты цилиндрических поверхностей гиперзвуковых 
летательных аппаратов, рассчитанных на вход в атмосферу. Учтены физико-химические 
процессы в ламинарном пограничном слое сжимаемого газа. Даётся вывод обобщённых 
интегральных соотношений А. А. Дородницына для системы уравнений пограничного 
слоя «замороженного» диссоциирующего воздуха на проницаемой цилиндрической по-
верхности. Приводится аппроксимирующая система третьего приближения для рассма-
триваемого случая.
Ключевые слова: оптимальное управление, тепломассообмен, ламинарный пограничный 
слой, гиперзвуковые течения, диссоциация, обобщённые интегральные соотношения, ап-
проксимирующая система.
Annotation. The intended for the atmosphere entry hypersonic aircraft surfaces optimal effusion 
heat protection mathematical modeling problem statement is considered. The physico-chemical 
processes in laminar boundary layer of compressible gas are appreciated. A. A. Dorodnitsyn’s 
generalized integral relations for the “frozen” dissociating air boundary layer equations system on 
permeable cylindrical surfaces are obtained. The third approximation system for the case is given.
Keywords: optimal control; heat and mass transfer; laminar boundary layer; hypersonic flows; 
dissociation; generalized integral relations, approximating system.

ВВЕДЕНИЕ

Данная работа представляет собой про-
должение статей [1–3], в которых в рамках 
точных уравнений пограничного слоя вяз-
кого сжимаемого газа были поставлены и 
решены задачи построения оптимальной те-
пловой защиты поверхностей гиперзвуковых 
летательных аппаратов для случаев равно-
весно диссоциирующего и ионизированного 
воздуха.

Неравновесность процесса диссоциации 
существенно влияет на теплообмен между 
пограничным слоем и поверхностью обтека-
емого тела.

Задача о пограничном слое с неравновес-
ными химическими реакциями в газе и на 
поверхности является существенно нелиней-
ной и трудно поддаётся исследованию. По-
этому обычно упрощают задачу, исходя из 
физической картины течения. Прежде всего, 
неравновесные реакции в газе и на поверх-
ности рассматриваются отдельно. Значения 
концентраций компонентов на стенке и на 
границе пограничного слоя зависят от усло-
вий протекания химических реакций. Пре-
дельными случаями, характеризующими эти 
условия, являются химически равновесные и 
замороженные течения.

В случае химически равновесного погра-
ничного слоя предполагается, что скорости 
химических реакций настолько велики, что в © Бильченко Н. Г., 2015
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каждой точке пограничного слоя устанавли-
вается состав, соответствующий химическо-
му равновесию при данной температуре, дав-
лении и соотношении компонентов. При 
определении величины теплового потока к 
телу в этом случае степень каталитичности 
поверхности не имеет значения, так как для 
холодной поверхности 0( ) 0,

eqA yC → ≈  т. е. все 
атомы рекомбинируют в пограничном слое, 
не доходя до стенки.

При обтекании поверхности высокотем-
пературным химически замороженным по-
током теплообмен будет определяться со-
стоянием поверхности, так как химические 
реакции могут проходить только на поверх-
ности тела вследствие её каталитического 
действия. Результаты расчётов показывают, 
что для каталитической поверхности не на-
блюдается заметного изменения величины 
теплового потока к поверхности. Если же 
стенка некаталитическая (например, некото-
рые стекловидные материалы или углепла-
стики), то может быть достигнуто значитель-
ное снижение величины теплового потока, 
вызванное образованием около стенки слоя 
нерекомбинированных атомов, препятствую-
щих диффузии легких частиц к поверхности, 
вследствие чего уменьшается перенос тепла к 
стенке диффузией, и, таким образом, умень-
шается общий тепловой поток.

Скорость протекания физико-химиче-
ских процессов, как правило, возрастает с 
увеличением плотности газа. Поэтому, равно-
весные режимы течений свойственны полё-
там на небольшой высоте ( 30H ≤  км), а за-
мороженные – полётам на очень больших 
высотах ( 80H ≥ км).

Задача оптимального управления лами-
нарным пограничным слоем равновесно 
диссоциирующего газа на цилиндрических 
и сферических поверхностях гиперзвуковых 
летательных аппаратов была поставлена и ре-
шена в работах [1–3].

В данной работе ставится задача мате-
матического моделирования оптимальной 
эффузионной тепловой защиты цилиндри-
ческих поверхностей гиперзвуковых лета-
тельных аппаратов в потоке «замороженно-
го» диссоциирующего воздуха. В качестве 

минимизируемого функционала выступает 
интегральный тепловой поток, передаваемый 
от пограничного слоя к криволинейной пори-
стой стенке; в качестве ограничений – мощ-
ность системы охлаждения, определяемая 
с учётом фильтрационного закона Дарси, и 
суммарный расход охладителя; управляю-
щим воздействием является удельный расход 
охладителя (газа того же состава, что и в на-
бегающем потоке).

Метод обобщённых интегральных соот-
ношений А. А. Дородницына [4] был положен 
в основу расчётов [1–3, 5–7]. В этих работах 
даётся вывод интегральных соотношений 
для систем уравнений ламинарного погра-
ничного слоя воздуха на проницаемых по-
верхностях и интегральных соотношений, 
соответствующих сопряжённым системам, а 
также приводятся аппроксимирующие систе-
мы второго приближения для рассматрива-
емых случаев, на базе решения которых раз-
работан алгоритм расчёта минимизирующей 
последовательности значений конвективного 
теплового потока.

В данной работе этот метод применяется 
для случая «замороженного» воздуха.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

ЛАМИНАРНЫМ ПОГРАНИЧНЫМ 
СЛОЕМ «ЗАМОРОЖЕННОГО» ГАЗА 

НА ПРОНИЦАЕМЫХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ПОВЕРХНОСТЯХ

Рассматривается задача оптимального 
управления гиперзвуковым ламинарным по-
граничным слоем идеально диссоциирующе-
го газа. Система уравнений, описывающая 
случай неравновесной диссоциации на ци-
линдрической поверхности, взята в виде (8) с 
граничными условиями (9) п. 2.1 [2].

В дальнейшем рассматривается случай 
«замороженного» газа, для которого 0.AW ≡

Наиболее интересным представляется рас-
смотрение случая некаталитической стенки.

Мощность, затрачиваемая системой ох-
лаждения на вдув газа через пористую стенку 
единичной ширины на участке [ ]0, kx  с учё-
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Метод А. А. Дородницына в задаче обтекания проницаемого цилиндра потоком «замороженного» газа

том закона Дарси [8], оценивается функцио-
налом:

( )2

0

,
kx

wN av x dx= ∫                    (1)

где a  – параметр, зависящий от толщины 
стенки, коэффициента проницаемости мате-
риала и теплофизических свойств газа в порах.

Суммарный расход охладителя оценива-
ется функционалом:

( ) ( )
0

.
kx

w
R v x dxρ= ∫                  (2)

Ставится следующая вариационная зада-
ча. Среди непрерывных управлений ( )wm x  
требуется найти такое, которое реализует ми-
нимальное значение количества тепла

0

,
kx

wQ q dx= ∫                        (3)

передаваемого в единицу времени от погра-
ничного слоя к обтекаемой поверхности еди-
ничной ширины при заданном ограничении 
на мощность системы охлаждения (1) и рас-
ход охладителя (2) и связях (8), (9) из [2]. 
Здесь wq  – удельный тепловой поток к стенке 
от ламинарного пограничного слоя идеально 
диссоциирующего газа, определяемый тепло-
проводностью и диффузионным переносом 
тепла [9]:

( ) 0

0 0

Le 1 .A
w A

p py y

CHq h
C y C y
λ λ

= =

   ∂∂
− = + −      ∂ ∂   

2. ВЫВОД ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
СООТНОШЕНИЙ

С помощью преобразований А. А. Дород-
ницына [10]:

0 0

1 ,
x

e
e

p dx
p

ξ = ∫    
0 0

1 y

e

dyη ρ
ρ

= ∫
система (8) [2] запишется в виде:

( )0 ;e
e e

e

dUu u uu w U b
d

τ ν τ
ξ η τ ξ η η

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ = +  ∂ ∂ ∂ ∂ 

0;u w
ξ η
∂ ∂

+ =
∂ ∂

( )0 ;
Sm

eA A AC C Cu w bν τ
ξ η η η

 ∂ ∂ ∂∂
+ =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

( )0

Pr
eu w bνϑ ϑ ϑτ

ξ η η η
 ∂ ∂ ∂ ∂

+ = + ∂ ∂ ∂ ∂ 

( )
2

0
11
Pre b αν τ

η η
 ∂ ∂ + − +   ∂ ∂   

( )( )011 ,
Le Sm

e A
A M

Cbν τ τ τ
η η
 ∂∂ + − −   ∂ ∂   

( )1 .
2e A

A

kp C
m
ρ

= +                    (4)

Здесь

( )2 11 ,ew u
x

γ
γ η ϑα

τ

−
−

∂
= − +

∂
   2 ,ϑ τ α= +

0 0

1 ,
A

T

A p
e

C dT
h

τ = ∫    
0 0

1 ,
M

T

M p
e

C dT
h

τ = ∫

max

,u
V

α =    
( )max 2

21 ,
1

V V
Mγ∞

∞

= +
−

γ  – показатель адиабаты, Sm  – число Шмидта.
Граничные условия (9) [2] в новых пере-

менных примут вид:

0,u =    
( ) ( )2 1

0

1 ,w
e

e

v
w

γ
γ

ρ
α

ρ
−= ⋅ −    ,wϑ ϑ=

0,A

w

C
η

 ∂
= ∂ 

   ( 0);η =

( ) ,eu U ξ→    1,ϑ →    ,
eA AC C=    ( );η →∞

( )0 ,eu U=    1,ϑ =    
0
,AC C=    ( 0ξ = , 0η > ).(5)

С помощью преобразований [11]

,
e

uu
U

=    
0

,
e e

wv
U ν

=    1 ,ψ ϑ= −    ,
e

A
A

A

CC
C

=

max 0

1 ,es U d
V l

ξ

ξ= ∫    
max 0

,e

e

Ut
V l

η
ν

=  

max
e

e

U tuw V lv
U

= +


система (4) приводится к следующей форме:

( ) ( )21 ;u u uu w u b
s t t t

β ψ τ∂ ∂ ∂ ∂ + = − − +  ∂ ∂ ∂ ∂ 

0;u w
s t
∂ ∂

+ =
∂ ∂

( )1 ;
Sm

A A AC C Cu w b
s t t t

τ
 ∂ ∂ ∂∂

+ =  ∂ ∂ ∂ ∂ 
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( )1
Pr

u w b
s t t t
ψ ψ ψτ∂ ∂ ∂ ∂ + = + ∂ ∂ ∂ ∂ 

( )
2

2 11
Pre

ub
t t

α τ
 ∂ ∂ + − +   ∂ ∂   

( )( )1 11 ,
Sm Le

A
A M

Cb
t t

τ τ τ
 ∂∂ + − −   ∂ ∂   

  (6)

а граничные условия (5) принимают вид:

0,u =    ( )
( )

,
m s

w
q s

=    1 ,wψ τ= −    0,AC
t

∂
=

∂
   

( 0);t =

0,u →    0,ψ →    1,AC →    ( );t →∞

1,u =    0,ψ =    1,AC =    ( 0s = , 0t > ),   (7)
где

( )
0 max 0

,w

e e

v lm
V

ρ
ρ ν

=    ( )2 11 ,e eq
γ
γα α −= −

( )2
,

1
e

e e

αβ
α α

=
−



   
max

,e
e

U
V

α =    ,e
e

d
ds
αα =  

 ,e
e

dUU
ds

=

l  – некоторый характерный размер (напри-
мер, радиус кругового цилиндра в случае об-
текания цилиндра). В дальнейшем для про-
стоты чёрточки над переменными ,s  ,t  ,u  
w  опустим.

Умножив первое из уравнений системы 
(6) на ( ) ,f u′  второе – на ( )f u  и сложив их, 
получим

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )21 .

uf u wf u
s t

uf u u f u b
t t

β ψ τ

∂ ∂
+ =

∂ ∂
∂ ∂ ′ ′= − − +  ∂ ∂ 

 (8)

Предполагая, что ( )f u  – дважды диффе-
ренцируемая и достаточно быстро стремяща-
яся к нулю функция, проинтегрируем уравне-
ние (8) по s  от 0  до ∞  и получим первое 
интегральное соотношение

( ) ( ) ( )
0

,0 0uf u dt w s f
s

∞∂
− =

∂ ∫
( ) ( )2

0

1 u f u dtβ ψ
∞

′= − − −∫

( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0

0 .w
t

u uf b b f u dt
t t

τ τ
∞

=

∂ ∂   ′ ′′− −   ∂ ∂   ∫  (9)

Умножив первое из уравнений системы 
(6) на ( ) ,AC f u′  второе – на ( ) ,AC f u  третье – 
на ( )f u  и сложив, результат проинтегрируем 
по s  от 0  до .∞  Тогда второе интегральное 
соотношение примет вид

( ) ( ) ( )
0

,0 0
wA Auf u C dt w s f C

s

∞∂
− =

∂ ∫

( ) ( )2

0

1AC u f u dtβ ψ
∞

′= − − −∫

( ) ( )
0

0
wA w

t

uC f b
t

τ
=

∂ ′− − ∂ 

( ) ( ) ( )
0

A
A

Cu ub f u C f u dt
t t t

τ
∞ ∂∂ ∂   ′′ ′− + −  ∂ ∂ ∂  ∫

( ) ( )
0

1
Sm

ACuf u b dt
t t

τ
∞ ∂∂′−

∂ ∂∫ .         (10)

Для вывода третьего интегрального соот-
ношения первое из уравнений системы (6) 
умножим на ( )f uψ ′ , второе – на ( )f uψ , чет-
вёртое – на ( )f u  и, сложив, проинтегрируем 
по s  от 0  до ∞ :

( ) ( ) ( )
0

,0 0 wuf u dt w s f
s

ψ ψ
∞∂

− =
∂ ∫

( ) ( )2

0

1 u f u dtβ ψ ψ
∞

′= − − −∫

( ) ( )
0

0w w
t

uf b
t

ψ τ
=

∂ ′− − ∂ 

( ) ( ) ( )
0

u ub f u f u dt
t t t

ψτ ψ
∞ ∂ ∂ ∂  ′′ ′− + −  ∂ ∂ ∂  ∫

( ) ( )
0

1 0
Pr w

t

f b
t
ψτ

=

∂ ′− − ∂ 

( ) ( )
0

1
Pr

ub f u dt
t t

ψτ
∞ ∂ ∂′− −

∂ ∂∫

( ) ( )
2

2

0

12 1
Pre

ub uf u dt
t

α τ
∞ ∂   ′− − −   ∂   ∫

( ) ( )( )
0

1 1 1 .
Sm Le

A
A M

Cuf u b dt
t t

τ τ τ
∞ ∂∂  ′− − −  ∂ ∂  ∫

(11)
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3. ПОСТРОЕНИЕ АППРОКСИМИРУЮ-
ЩЕЙ СИСТЕМЫ ТРЕТЬЕГО 

ПРИБЛИЖЕНИЯ

Введём обозначения:
1 ,u
t

θ =
∂
∂

   0

0

1 ,

t

u
t

θ

=

=
∂ 

 ∂ 

   0

0

,w
ωψ
θ

=    ,ω θψ=    

ACφ θ=
и вспомогательные соотношения

,u bb b
t u t u
ψ ψ ω

θ θ
∂ ∂ ∂ ∂  Ω = = =  ∂ ∂ ∂ ∂  

,A AC C u bb b
t u t u

φ
θ θ

∂ ∂ ∂ ∂  Φ = = =  ∂ ∂ ∂ ∂  
с учётом которых, интегральные соотноше-
ния (9)–(11) примут вид
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1
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∂ ∫
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1

2
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0

00 0

0
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f b bf u
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0

00
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φφ
θ

∂
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∂ ∫
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1

2

0
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( ) ( )1
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2
00

0f b
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φφωβ
θ θ

′
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1 1

2
0 0
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bf u du f u duφ
θ

 ′′ ′− − + Φ 
 ∫ ∫

( ) ( ) ( )
1

0

00

,0 0uf u du w s f
s

ωω
θ

∂
− =

∂ ∫

( ) ( )
1

2

0

1 u f u duβ ω′= − −∫

( ) ( )1 2
0 0

2
00

0f b
f u du

ωωβ
θ θ

′
′− − −∫

( ) ( )
1

02
0

1 0
Pr

bf u du fω
θ

′′− − Ω −∫    

( )
1

0

1 1
Pr

f u du  ′− + Ω − 
  ∫

( )
1

2

0

12 1
Pre

buf u duα
θ

  ′− − − 
  ∫

1

0

1 1 1 .
Sm Le

du − − ΒΦ 
  ∫               (12)

Получив, в соответствии с идеей метода, 
интерполяционные многочлены для третьего 
приближения в виде:

0 0 1 2
1 9 14

1 2 2
u

u
θ θ θ θ θ  = + − + − + −  

2
0 1 2

9 36 ,
2 2

u θ θ θ  + − +  

0 0 1 2
9 36
2 2

uω ω ω ω ω = + − + − + 
 

2
0 1 2

9 99 ,
2 2

u ω ω ω + − + 
 

( ) 0 0 1 2

0 0 1 2

9 91 9
2 2

b b b bb u u
θ θ θ θ θ

  
= − + − + − +    

2 0 1 2

0 1 2

9 27 27 ,
2 2 2

b b bu
θ θ θ

 
+ − +   

0 0 1 2
1 9 14

1 2 2
u

u
φ φ φ φ φ  = + − + − + −  

2
0 1 2

9 36 ,
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u φ φ φ  + − +  

0 0 0 0 1 1 2 2
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uφ ω φ ω φω φ ωφω
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1
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,

( ) 0 0 0 0 1 1 2 2
2 2 2 2 2

0 0 1 2

9 91 9
2 2

b b b bb u uφ φ φ φφ
θ θ θ θ θ
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0
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u u
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φ
θ

θ θ θ θ

 
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Метод А. А. Дородницына в задаче обтекания проницаемого цилиндра потоком «замороженного» газа



10 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2015, № 4

Н. Г. Бильченко

( )
2 2 2 22
0 0 1 2

0 0 1 2

9 91 9
2 2

u uω ω ω ωω
θ θ θ θ θ

  
= − + − + − +    

2 2 2
2 0 1 2

0 1 2

9 27 27
2 2 2

u ω ω ω
θ θ θ

 
+ − +   

,

( )2
2

0 0 0 0 1 1 2 2
2 2 2 2
0 0 1 2

1

9 27 27
2 2 2

b u

b b b bu

ω
θ

ω ω ω ω
θ θ θ θ

= − ×

  
× + − + +    

2 0 0 1 1 2 2
2 2 2
0 1 2

9 81 81
2 4 2

b b bu ω ω ω
θ θ θ

 
+ − +   

,

( ) 0 0 1 2
9 91 9
2 2

u u  Ω = − Ω + − Ω + Ω − Ω +   

2
0 1 2

9 27 27 ,
2 2 2

u  + Ω − Ω + Ω  

0 0 1 2
0

0 0 1 2

11 99
2 2

b ω ω ω
θ θ θ θ

 
Ω = − + − 

 
,

01 1 2
1

1 0 1 2

3 3
2

b ω ω ω
θ θ θ θ
 

Ω = − − + 
 

,

02 1 2
2

2 0 1 2

1 33
2 2

b ω ω ω
θ θ θ θ

 
Ω = − + 

 
,

( ) 1 1 2 2
271 27
4

u u u  ΒΦ = − Β Φ − Β Φ +   

2
1 1 2 2

87 81 ,
2 4

u  + − Β Φ + Β Φ  

0 0 1 2
1

0 0 1 2

9 92 1 9
2 2

b b bu φ
θ θ θ θ

  
Φ = − − + −  

  
,

0 0 1 2
2

0 0 1 2

9 27 272 1
2 2 2

b b bu φ
θ θ θ θ

  
Φ = − − +  

  
,

подставим их в (12). С учётом (7) аппрокси-
мирующая система в нормальной форме 
Коши относительно независимой перемен-
ной x x l=  примет вид (штрих обозначает 
дифференцирование по x ):
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9
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.    (13)

Начальные условия к системе (13) выбе-
рем аналогично тому, как это было сделано в 
[4].

Выражение для интегрального теплового 
потока (3) в новых переменных примет вид

( )2 0 01

0 00

1 2

1 2

111
2

99 .
2

kx

e e
bQ

dx

γ
γ ωα α

θ θ

ω ω
θ θ

−


= − − +



+ − 



∫
       (14)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Аппроксимирующая система третьего 
приближения (13) позволяет вычислить аэ-
родинамические характеристики гиперзву-
кового «замороженного» пограничного слоя 
с большей точностью (ранее, в работах [1–3, 
5–7] использовались системы второго при-
ближения). Далее, можно будет приступить 
к минимизации интегрального теплового по-
тока (14), используя «простые» законы вдува 
[12], применение которых в задачах управ-
ления ламинарными пограничными слоями 
равновесно диссоциирующего и электро-
проводящего воздуха продемонстрировало 
возможность получить управления, очень 
близкие к оптимальным. Этот подход позво-
ляет избежать трудоёмкого процесса выво-
да интегральных соотношений и системы 
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, аппроксимирующих сопряжённую си-
стему. Анализ результатов вычислительных 
экспериментов по численной оптимизации 
тепломассообмена в ламинарном погранич-
ном слое «замороженного» диссоциирующе-
го воздуха на проницаемых цилиндрических 
поверхностях представляет собой предмет 
отдельного исследования.
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