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Аннотация. Рассмотрена задача обнаружения случайных сигналов на фоне полигауссов-
ского шума с помощью обобщенного энергетического обнаружителя первого порядка. С 
помощью статистического моделирования найдены характеристики обобщённого энер-
гетического обнаружителя. Показано, что при наличии даже слабых атмосферных, ин-
дустриальных либо иных помех, описываемых полигауссовским законом, обобщенный 
энергетический обнаружитель первого порядка оказывается эффективнее традиционно-
го энергетического.
Ключевые слова: случайный сигнал; полигауссовский шум; обобщенный энергетический 
обнаружитель.
Annotation. The problem of detection of the random signals against polygaussian noise by means 
of the generalized energy detector of the first order is considered. By means of statistical modeling 
characteristics of the generalized energy detector are found. It is shown that in the presence even 
the weak atmospheric, industrial radio or other noises described by the polygaussian law, the 
generalized energy detector of the first order is more effective traditional energy detector.
Keywords: random signal; polygaussian noise; generalized energy detector.

ВВЕДЕНИЕ

Энергетическое обнаружение детерми-
нированных сигналов на фоне гауссовского 
шума, впервые рассмотренное в [1], широко 
применяется в современных системах связи, 
таких как когнитивное радио [2]. Правило 
вынесения решения для энергетического об-
наружителя задается формулой:
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где 2T  – порог обнаружения, n  – объем 
выборки, 1H  и 0H  – гипотезы о наличии и от-
сутствии полезного сигнала соответственно. 

iy  – отсчеты шума или аддитивной смеси по-
лезного сигнала и шума при верной гипотезе 

0H  или 1H  соответственно. В [1] показано, 
что 2W  подчиняется центральному распреде-
лению хи-квадрат при гипотезе H0 и нецен-
тральному распределению хи-квадрат при 
гипотезе 1.H

Кроме того, обнаружитель (1) является 
оптимальным в случае полезного гауссовско-
го сигнала, принимаемого на фоне гауссов-
ского шума.

В работе [3] предложен, а в [4–10] исследо-
ван обобщенный энергетический обнаружи-
тель, правило вынесения решения которого 
задается формулой (2).
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Здесь p  – положительное вещественное 
число, которое будем называть порядком 
обобщенного энергетического обнаружите-© Костылев В. И., Гресь И. П., 2015
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ля. Выражение (2) отличается от (1) тем, что 
модуль отсчетов шума или аддитивной смеси 
сигнала и шума (при верной гипотезе 0H  или 

1H ) возводится в произвольную степень ,p  а 
не в квадрат. Сравнивая формулы (1) и (2), 
нетрудно увидеть, что энергетический обна-
ружитель есть обобщенный энергетический 
обнаружитель второго порядка.

Целью статьи является статистический 
анализ эффективности обобщенного энерге-
тического обнаружителя первого порядка.

Аналитическое выражение для плотности 
вероятности 'W  найти сложно, если вообще 
возможно, вследствие чего для анализа обоб-
щенного обнаружителя широко применялось 
статистическое моделирование. Анализ пока-
зал, что при обнаружении сигнала на фоне 
полигауссовского шума квазиоптимальное 
значение показателя степени p  (обеспечива-
ющее максимальную вероятность правиль-
ного обнаружения DP  при фиксированной 
вероятности ложной тревоги FP ) лежит в 
пределах от 0.5 до 1 [6–10], причем значение 
вероятности правильного обнаружения DP  
несильно изменяется при варьировании p  в 
пределах отрезка [0.5, 1].

В данной работе предлагается рассмотреть 
обобщенный энергетический обнаружитель 
первого порядка, т. е. обобщенный обнаружи-
тель с показателем степени 1,p =  как доста-
точно простой и в то же время эффективный. 
Из (2) следует, что правило вынесения реше-
ния для него задается формулой (3)
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В качестве полезного сигнала выберем 
случайный гауссовский сигнал с нулевым ма-
тематическим ожиданием и дисперсией 2.sσ  
Во многих задачах используется аппроксима-
ция полезного сигнала гауссовским случай-
ным процессом. Например, в ряде задач ис-
пользуют модель человеческой речи в виде 
случайного процесса, в других задачах может 
быть использована шумовая модуляция по-
лезного сигнала, например, для решения за-
дачи радиовысотометрии. Кроме того, гаус-

совская модель сигнала может быть 
использована для описания OFDM-сигнала с 
большим количеством поднесущих [11, 12]

В первом разделе настоящей работы рас-
смотрено обнаружение сигнала на фоне гаус-
совского шума (частный случай полигауссов-
ской модели) с целью определить, насколько 
сильно проигрывает обнаружитель с 1p =  
энергетическому (который является опти-
мальным для случая гауссовского полезного 
сигнала на фоне гауссовского шума). Во вто-
ром разделе найдены характеристики обна-
ружения на фоне полигауссовского шума, со-
стоящего из двух компонент (другое название 
этой модели – шум Лихтера). В третьем разде-
ле проанализированы полученные результа-
ты и сделаны выводы о целесообразности 
применения обобщенного энергетического 
обнаружителя первого порядка.

ОБНАРУЖЕНИЕ ГАУССОВСКОГО 
СИГНАЛА НА ФОНЕ ГАУССОВСКОГО 

ШУМА

Отсчеты iy  реализации случайного про-
цесса Y  определяются формулой
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где ix  – отчеты  гауссовского шума с нулевым 
математическим ожиданием и дисперсией 

2 ,σ  is  – отсчеты полезного сигнала, пред-
ставляющего собой гауссовский случайный 
процесс с нулевым математическим ожида-
нием и дисперсией 2.sσ  Отношение сиг-
нал-шум q  зададим в виде (5)

.sq σ
σ

=                                  (5)

Для определения таких характеристик об-
наружения как вероятность ложной тревоги 

FP  и вероятность правильного обнаружения 
,DP  необходимо найти плотность вероятно-

сти решающей статистики 1.W  Случайная ве-
личина Y  имеет гауссовское распределение 
вероятностей независимо от гипотезы 0H  
или 1.H  Плотность вероятности модуля гаус-
совской случайной величины Y  известна 
[13] и задается следующей формулой:
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где m  – параметр положения, математиче-
ское ожидание исходной нормальной случай-
ной величины, a  – параметр масштаба, сред-
неквадратическое отклонение нормальной 
случайной величины. Для нахождения плот-
ности вероятности суммы модулей двух гаус-

совских случайных величин 
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мо рассчитать свертку плотностей 
вероятности по формуле
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где ( )f x  задается выражением (6).
Воспользовавшись формулой (7), нетруд-

но получить плотность вероятности 
1
( )Wg x  

суммы модулей двух гауссовских случайных 
величин (8)
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где a  – среднеквадратическое отклонение ис-
ходной нормальной случайной величины, 
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Для нахождения плотности вероятности 
суммы модулей четырех слагаемых необходи-
мо снова рассчитать свертку по формуле, ана-
логичной (7), однако, проанализировав выра-
жение (8), можно заключить, что сделать это 
весьма затруднительно, так как оно содержит 
специальную (неэлементарную) функцию – 
интеграл вероятности. Поэтому дальнейшее 
вычисление свертки (для 4, 8, 16 и 32 слагае-
мых) будем проводить численно с использо-
ванием встроенных функций MATLAB. Гра-
фики плотностей вероятностей для 2,n =  4, 
8, 16 и 32 представлены на рис. 1.

Вероятность ложной тревоги FP  можно 
найти по формуле (9):
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Для расчета по (9) воспользуемся числен-
ным интегрированием. Зависимость вероят-
ности ложной тревоги от порога обнаруже-

ния 1( )FP T  представлена на рис. 2 сплошными 
линиями.

Для нахождения вероятности правильно-
го обнаружения DP  зафиксируем вероятность 
ложной тревоги FP  и найдем соответствую-
щий порог обнаружения (критерий Нейма-
на – Пирсона), далее воспользуемся форму-
лой (10):
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Зависимость вероятности правильного 
обнаружения от отношения сигнал-шум 

( )DP q  при фиксированной вероятности лож-
ной тревоги 0.01FP =  представлена на рис. 3 
сплошной линией.

Проверим полученные результаты с помо-
щью статистического моделирования.

Рис. 1. Плотности вероятности решающей 
статистики W  для различных значений 

объема выборки 2,n =  4, 8, 16, 32

Рис. 2. Зависимость 1( )FP T  для различных 
значений объема выборки 2,n =  4, 8, 16, 32. 

Сплошными линиями показаны зависимости, 
найденные по формулам, маркерами обозна-

чены результаты моделирования

Статистический анализ эффективности обнаружения случайных сигналов ...
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Сгенерируем выборку шума N  размером 
616 10×  и 632 10×  и выборку полезного сигна-

ла S  такой же размерности. Найдем экспери-
ментальные характеристики обнаружения: 
вероятность ложной тревоги 'FP  и вероят-
ность правильного обнаружения ' .DP  Ре-
зультаты моделирования представлены на 
рис. 2 и 3. Видно, что результаты расчета и 
моделирования хорошо согласуются.

Для оценки проигрыша обобщенного 
энергетического обнаружителя первого по-
рядка оптимальному энергетическому най-
дем те же характеристики обнаружения и 
для него. Вероятности ложной тревоги и пра-
вильного обнаружения можно найти по фор-
мулам (11) и (12) соответственно. 
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Эти же характеристики найдем и с помо-

щью моделирования. Зависимость вероятно-
сти правильного обнаружения от отношения 
сигнал-шум ( )DP q  представлена на рис. 4 в 
сравнении с результатами, полученными для 
обобщенного энергетического обнаружителя 
первого порядка (объем выборки 32n = ). 
Как и ранее, маркерами обозначены результа-
ты, полученные с помощью моделирования, 
сплошной и пунктирной линией – получен-
ные аналитически.

Введем такую характеристику как выи-
грыш в отношении сигнал-шум

,en

lin

qG
q

=                                 (13)

где linq  и enq  – отношения сигнал-шум обоб-
щенного энергетического обнаружителя пер-
вого порядка и энергетического обнаружите-
ля, необходимые для достижения одной и той 
же вероятности правильного обнаружения. 
На рис. 5 представлена зависимость выигры-
ша от отношения сигнал-шум ( )G q .

По графикам на рис. 4 и рис. 5 видно, что 
выигрыш энергетического обнаружителя в 
эффективности небольшой (менее 1.06) и мо-
жет оказаться совсем незаметным в практи-
ческих задачах.

Рис. 3. Зависимость ( )DP q  при 
фиксированной 0.01FP =  для 16n =  и 32,n =  
полученная аналитически (сплошные линии) 

и с помощью моделирования (маркеры)

Рис. 4. Зависимости ( )DP q  для обобщенного 
энергетического обнаружителя первого 

порядка и энергетического обнаружителя 
при объеме выборки 32n =  (полученные с 

помощью моделирования и аналитически)

Рис. 5. Выигрыш ( )G q  в отношении 
сигнал-шум энергетического обнаружителя 

над обобщенным энергетическим 
обнаружителем первого порядка

В. И. Костылев, И. П. Гресь
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ОБНАРУЖЕНИЕ ГАУССОВСКОГО 
СИГНАЛА НА ФОНЕ 

ПОЛИГАУССОВСКОГО ШУМА

Использование полигауссовской модели 
для описания шума оправдано при наличии 
атмосферных, индустриальных или взаим-
ных помех. Атмосферный шум является од-
ним из основных видов внешних помех для 
радиосистем, использующих радиоканалы в 
диапазоне частот от единиц герц до десятков 
мегагерц [14]. В работе [15] указано, что ос-
новной причиной атмосферного шума явля-
ются грозы. К тому же, шум может создавать-
ся местными грозами либо в мировых очагах 
грозовой деятельности, существованием ко-
торых объясняется наличие помех даже в от-
сутствие местных гроз.

Рассмотрим обнаружение гауссовского 
полезного сигнала на фоне полигауссовского 
шума. Полигауссвоская модель шума, состоя-
щая из двух компонент, определяется следую-
щей формулой [16, 17]:
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где 2 2 2
1 2 ,σ σ σ= +  2

1σ  и 2
2σ  – дисперсии шумо-

вой и импульсной компонент, α  – параметр, 
характеризующий частоту появления импуль-
сов. Введем параметр 2

1

k σ
σ

=  – отношение 

среднеквадратических отклонений импуль-
сной и шумовой составляющих. Традицион-
ное энергетическое обнаружение сигналов на 
фоне шума, который описывается моделью 
(14), рассмотрено в [18].

Отсчеты iy  определяются по формуле (4) 
с той лишь разницей, что ix  – отсчеты поли-
гауссовского шума с параметрами 1,σ  ,σ  .α  
Отношение сигнал-шум определяется фор-
мулой (15)
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α σ ασ
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             (15)

При верной гипотезе 0H  распределение 
iy  полигауссовское. Найдем плотность веро-

ятности Y  при верной гипотезе 1H  по фор-
муле (16)
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где ( )pgf x  – плотность вероятности полига-
уссовской случайной величины (описывает 
шум ix ), задаваемая формулой (14), ( )gf x  – 
плотность вероятности гауссовской случай-
ной величины (описывает полезный сигнал 

is ). Воспользовавшись (16), получим:
1

2

2 22 2
11

2

2 22 2

( | )

exp
2( )2 ( )

1 exp .
2( )2 ( )

Y

ss

ss

f x H

x

a x

α
σ σπ σ σ

σ σπ σ σ

=

 −
= + ++  

 − −
+  ++  

   (17)

Из (17) видно, что плотность вероятности 
Y  имеет полигауссовский вид с параметрами 

2 2
1 ,sσ σ+  ,σ  .α  Распределение модуля по-

лигауссовской случайной величины Y  мо-
жет быть записано, как

2

22
11

2

22

1( ) 2 exp
22

exp , 0.
22

xf x

x x

α
σπσ

α
σπσ

  −= − +   
 

+ − > 
 

     (18)

Найдем плотность вероятности суммы 
модулей двух полигауссовских случайных ве-
личин при верной гипотезе 0 ,H  рассчитав 
свертку

1

2 2

0 2
1 11

2 2

2

2

2 22 2
11

1
2 2 2 2

1 1 1

(1 )( | ) 2 exp
4 2

2 exp
4 2

2 2(1 ) exp
2( )( )

.
2( ) 2( )

W
x xg x H

x x

x

x x

α
σ σσ π

α
σ σσ π

α α
σ σπ σ σ

σ σ
σ σ σ σ σ σ

   −
= − Φ +   

   
   + − Φ +   

  
 −

+ − × ++  

    
    × Φ +Φ

    + +    

(19)

Чтобы получить плотность вероятности 
1( | )g x H  при верной гипотезе 1H  необходи-

мо в (19) 1σ  заменить на 2 2
1 .sσ σ+

Как и ранее, чтобы найти плотности ве-
роятности сумм модулей большего количе-
ства слагаемых, численно вычислим свертки 
с использованием встроенных функций 
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MATLAB. Графики плотностей вероятностей 
для 2,n =  4, 8, 16 и 32 представлены на рис. 6.

Найдем зависимости вероятности ложной 
тревоги от порога обнаружения 1( )FP T  (пред-
ставлены на рис. 7), а также вероятности пра-
вильного обнаружения от отношения сиг-
нал-шум ( )DP q  (рис. 8) по формулам (9)–(10). 
Кроме того, проведем моделирование, как и в 
разделе 1. Сплошными линиями показаны за-
висимости, полученные аналитически, мар-
керами – с помощью моделирования.

Оценим выигрыш обобщенного энергети-
ческого обнаружителя первого порядка над 
энергетическим обнаружителем. С помощью 
моделирования найдем зависимости вероят-
ности правильного обнаружения от отноше-
ния сигнал шум ( )DP q  при 2,p =  поместим 
найденную зависимость на одном рисунке с 
аналогичной кривой для обобщенного энер-
гетического обнаружителя первого порядка 
(рис. 9). Для большей наглядности построим 
кривую выигрыша обобщенного энергетиче-
ского обнаружителя первого порядка над 
энергетическим обнаружителем от отноше-
ния сигнал-шум ( )G q  (рис. 10). Выигрыш 
определим так же как в разделе 1.

При построении кривых на рис. 8–10 были 
выбраны следующие параметры шума: 

100k =  и 0.0015.α =  Из графиков на 
рис. 9–10 видно, что в данных условиях обоб-
щенный энергетический обнаружителя пер-
вого порядка существенно превосходит энер-
гетический обнаружитель в эффективности, 
так при 2q =  выигрыш в отношении сиг-
нал-шум более, чем в 2 раза.

  Рис. 6. Плотности вероятности решающей 
статистики 1W  для различных значений 

объема выборки 2,n =  4, 8, 16, 32

Рис. 7. Зависимости 1( )FP T  для различных 
значений объема выборки 2,n =  4, 8, 16, 32 
(полученные с помощью моделирования и 

аналитически)

Рис. 8. Зависимости ( )DP q  при 
фиксированной вероятности ложной 

тревоги 0.01FP =  (полученные аналитически 
и с помощью моделирования)

Рис. 9. Зависимости ( )DP q  для обобщенного 
энергетического обнаружителя первого 

порядка и энергетического обнаружителя и 
объема выборки 32n =

В. И. Костылев, И. П. Гресь
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АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 
И ВЫВОДЫ

Из полученных результатов следует, что 
обобщенный энергетический обнаружитель 
первого порядка слабо проигрывая энергети-
ческому обнаружителю при обнаружении на 
фоне гауссовского шума, значительно его 
превосходит в случае обнаружения на фоне 
полигауссвоского шума. Представляется ин-
тересным найти такие параметры полигаус-
совской модели, при которых применение 
обобщенного энергетического обнаружителя 
первого порядка становится целесообразным 
(т.е. его эффективность становится по край-
ней мере не хуже, чем у энергетического об-
наружителя). Найдем ( )DP q  при различных 
отношения среднеквадратических отклоне-
ний импульсной и шумовой компонент 

10,k =  20, 30 и 100 (изображена на рис. 11–12)
По кривым на рис. 11 видно, что уже при 
10,k =  0.0015α =  кривые для обобщенного 

энергетического обнаружителя первого по-
рядка и энергетического обнаружителя прак-
тически совпадают. С ростом ,k  производи-
тельность энергетического обнаружителя 
заметно снижается (кривые для 20k =  и 30 на 
рис. 11 и для 100k =  на рис. 12, 0.0015α = ), в 
то время как производительность обобщен-
ного энергетического обнаружителя первого 
порядка остается практически неизменной. 
На рис. 12 для сравнения представлены кри-
вые для 0k =  (гауссовский шум) и 100.k =

  

Рис. 10. Выигрыш в отношении сигнал-шум 
( )G q  обобщенного энергетического 
обнаружителя первого порядка 

над энергетическим обнаружителем

Рис. 11. Зависимости ( )DP q  для 
энергетического обнаружителя 
и обобщенного энергетического 
обнаружителя первого порядка 

при различных k  (параметр шума)

Рис. 12. Сравнение зависимостей ( )DP q  для 
энергетического обнаружителя 
и обобщенного энергетического 

обнаружителя первого порядка для 
гауссовской и полигауссовской ( 100k = ) 

моделей шума

Рис. 13. Плотности вероятности 
гауссовского ( 0k = ) шума и полигауссовского 

для 10k =  и 100,k =  0.0015α =
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Таким образом, можно сделать вывод о 
том, что при наличии даже слабых атмосфер-
ных, индустриальных либо иных помех, опи-
сываемых полигауссовским законом, обоб-
щенный энергетический обнаружитель 
первого порядка оказывается эффективнее 
традиционного энергетического обнаружите-
ля, кроме того, при наличии только гауссов-
ского шума обобщенный энергетический об-
наружитель первого порядка практически не 
уступает в эффективности энергетическому 
обнаружителю. На рис. 13 представлены 
плотности вероятности гауссовского ( 0k = ) 
шума и полигауссовского для 10k =  и 

100,k =  0.0015.α =  Видно, что кривые для 
0k =  и 10k =  практически неразличимы, а 

кривая для 100k =  хоть и заметно отличает-
ся, имеет очень похожую форму. На рис. 14 
показаны выборки шума для тех же значений 
параметров.
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