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Аннотация. Решается задача построения регулятора для однородного элемент с распре-
деленными параметрами, испытывающего продольные колебания. Для решения постав-
ленной задачи применяется метод синтеза модальных регуляторов для объектов с меро-
морфной передаточной функцией.
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Annotation. The problem of constructing a controller for a homogeneous element with 
distributed parameters experiencing longitudinal oscillations is solved. To solve this problem 
the method of synthesis of modal controllers for plants with meromorphic transfer function is 
applied.
Keywords: distributed plant, transfer function, meromorphic function, modal controller, 
astatism.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ОДНОРОДНОГО ЭЛЕМЕНТА 

С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

Рассмотрим однородный элемент с рас-
пределенными параметрами, испытываю-
щий продольные колебания [1]. Расчетная 
механическая схема однородного элемента с 
распределенными параметрами приведена на 
рис. 1.

Уравнение колебаний элемента имеет сле-
дующий вид:
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где 2 / ;a ES m=  S  – площадь поперечного се-
чения элемента, E  – модуль упругости элемен-
та, m  – масса элемента, l  – длина элемента. Для 
любого сечения элемента 0 x l≤ ≤  в момент 
времени 0t =  имеем начальные условия

0
0

( , )( , ) 0.
t

t

y x ty x t
t=

=

∂
= =

∂
             (2)

К левому концу элемента приложена 
внешняя сила (0, ),F t  а правый конец элемен-
та свободен. Поэтому граничные условия 
можно записать следующим образом:
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Введем в рассмотрение обозначение
(0, )( ) .F tu t
ES

=

В новых обозначениях граничные условия 
(3) имеют вид
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2. ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ
ОДНОРОДНОГО ЭЛЕМЕНТА

Рассмотрим далее прямой метод вычисле-
ния передаточной функции объекта управле-
ния. Применяя к задаче (1), (2), (4) преобразо-
вание Лапласа по временной переменной ,t  
получаем следующую краевую задачу для обык-
новенного дифференциального уравнения:© Власова О. О., Дылевский А. В., 2015

Рис. 1
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Синтез модального регулятора для однородного элемента с распределенными параметрами
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Общее решение однородного дифферен-
циального уравнения (5) имеет вид

/ /( , ) ( ) ( ) ,px a px aY x p A p e B p e−= +        (7)
где ( )A p  и ( )B p  – некоторые функции ком-
плексного переменного ,p  определяемые гра-
ничными условиями (6). Найдем функции 
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Подставляя найденные значения ( )A p  и 
( )B p  в формулу (7), после элементарных пре-

образований получаем передаточную функ-
цию рассматриваемого элемента
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Очевидно, что ( , )W x p  является меромор-
фной функцией [2], имеющей полюсы на 
мнимой оси
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Если выходной сигнал однородного эле-
мента с распределенными параметрами рас-
сматривается при ,x l=  то передаточная 
функция рассматриваемого элемента имеет 
вид
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Здесь k a=  и / .l aτ =

3. СИНТЕЗ МОДАЛЬНОГО РЕГУЛЯТОРА

Рассмотрим теперь задачу построения 
модального регулятора для однородного ме-
ханического элемента с распределенными 
параметрами, испытывающего продольные 
колебания, передаточная функция которого 
определяется формулой (10). Структурная 
схема системы автоматического управления 
представлена на рис. 2.

Воспользуемся методом синтеза модаль-
ных регуляторов для объектов с меромор-
фной передаточной функцией [3]. В данном 
случае числитель и знаменатель передаточ-
ной функции имеют соответственно вид

( ) ,B p k=  ( ) sh .A p p pτ=             (11)
Пусть распределение полюсов передаточ-

ной функции ( )pΦ  замкнутой системы зада-
ется целой функцией

2( ) ( )sh ( ),D p p pτ β τ λ= + +          (12)
где 0β >  и 0λ >  – некоторые произвольные 
действительные числа.

Так целая функция ( )A p  имеет своими 
нулями (9) и ( )D p определяется равенством 
(12), то после элементарных преобразований 
получаем передаточную функцию регулятора
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Поэтому передаточная функция замкну-
той системы управления определяется следу-
ющим равенством:
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Нетрудно проверить, что синтезирован-

ная система управления имеет астатизм 1-го 
порядка.

Рис. 2
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