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Аннотация. Проектирование адаптивных систем – это современный стандарт разработки 
программного обеспечения. Кроме того, адаптивность является одним из основных тре-
бований ко всем современным системам. В данной работе рассмотрены числовые модели, 
которые можно применить при проектировании адаптивных систем.
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Annotation. Adaptive systems design is a modern standard of software development. Furthermore, 
adaptability is a basic requirement for all modern systems. In this paper we consider numerical 
models that can be applied in the design of adaptive systems.
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ВВЕДЕНИЕ

При проектировании системы большое 
внимание уделяется длительности и эффек-
тивности ее эксплуатации. Одним из фак-
торов, влияющих на эти критерии, является 
адаптивность. Выделяют целый ряд способов 
проектирования адаптивной системы [1, 2]. 
В данной работе основное внимание уделе-
но особенностям моделирования дискретной 
адаптивной системы с достижением адаптив-
ности за счет функциональной избыточно-
сти. Под функциональной избыточностью 
понимают возможность некоторых модулей 
системы выполнять функции других моду-
лей [3].

В связи с этим возникают задачи по опре-
делению наличия в системе функционально 
избыточной, а также вопрос о построении 
функционально избыточной системы. Для 
того, чтобы определить, является ли систе-
ма функционально избыточной, необходимо 
найти в ней такие модули, которые способны 
заменить своей работой другие модули. Для 
этого предлагается для каждого модуля нахо-
дить множество модулей, работу которых он 

может заменить. Тогда можно выбрать наи-
более важные модули в системе и оценить ее 
функциональную избыточность. 

При разработке новой системы можно 
использовать модули, которые изначально 
могут заменять большое количество других 
модулей. Это позволит не только разработать 
функционально избыточную систему, но и 
сократить число разрабатываемых модулей. 
Назовем задачу нахождения таких модулей 
задачей синтеза. Заметим, что задача синтеза 
в общем случае алгоритмически не разреши-
ма [4], однако возможно нахождение реше-
ния для частных случаев этой задачи.

В данной работе исследуются системы, мо-
делируемые конечными детерминированны-
ми автоматами (КДА). Рассматриваются пять 
различных групп универсальных автоматов. 
В каждой группе задание автоматов проис-
ходит по единой схеме, автоматы отличаются 
количеством состояний. Автоматы оценива-
ются по следующим критериям: количество 
входных символов автомата и максимальная 
длина восстанавливающей последовательно-
сти. Для некоторых групп автоматов выведе-
ны формулы, накладывающие ограничения 
на длину восстанавливающей последователь-
ности.© Сластихина М. Д.,  2015
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АНАЛИЗ ЧИСЛОВЫХ МОДЕЛЕЙ 
ФУНКЦИОНАЛЬНО ИЗБЫТОЧНЫХ 

СИСТЕМ

Целый ряд работ посвящен моделирова-
нию дискретных функционально избыточных 
систем [4–8]. В них предлагается в качестве 
основы использовать конечный детермини-
рованный автомат (КДА), состоящий из трех 
элементов: множества входных сигналов, 
множества состояний и функции переходов. 
Введем основные обозначения:

1{ ,..., }mS s s=  – конечное непустое множе-
ство внутренних состояний автомата, где 
m  – количество состояний автомата;

1{ ,..., }nX x x=  – конечное непустое мно-
жество входных сигналов автомата, где n  – 
количество входных символов автомата;

: X S Sδ × →  – функция переходов авто-
мата,

1 2...xt x x=  – некоторая последователь-
ность входных сигналов автомата;

1 2 1 2
( ) ( ( ))x x x xs sδ δ δ=  – преобразование, ин-

дуцируемое последовательностью входных 
символов автомата.

Однако, для того чтобы проанализировать 
функциональную избыточность системы, 
спроектированной с использованием КДА, 
необходимо оценить возможность одного 
КДА выполнять функции другого. Назовем 
автомат ,A  способный выполнять функции 
автомата B  или семейства автоматов, уни-
версальным для автомата B  или семейства 
автоматов. Исследованию и применению тео-
рии универсальных автоматов посвящен ряд 
работ.

Впервые термин универсальный автомат 
ввел А. Тюринг. Он доказал, что можно по-
строить универсальный автомат, однако в 
своих исследования ограничил роль автомата 
выполнением вычислительных функций. По 
А. Тьюрингу, универсальный автомат – это 
автомат, способный изменить закон своего 
функционирования в зависимости от после-
довательности входных данных. Изначально 
в таком автомате отсутствуют функции, зави-
сящие от состояния и входного слова автома-
та [9].

В своей работе «Общая и логическая 
структура автоматов» [10], Дж. фон Нейман 
отмечал, что для решения сложных задач 
классический подход к теории автоматов 
имеет свои недостатки: большие габариты 
составных элементов и ограниченная надеж-
ность их работы. В результате исследований, 
была предложена концепция универсального 
автомата, отличного от универсального ав-
томата Тьюринга. Автомат Дж. фон Неймана 
предполагает не изменяемость законов свое-
го функционирования, а разработка нового 
автомата [9–11]. Концепция универсального 
автомата, порождающего некоторый фор-
мальный язык исследована в работах [13–15].

Дадим формальное определение универ-
сального автомата.

Определение 1.
Пусть задано семейство автоматов 

( ){ ( , , )} ,i
i i i IA X S δ ∈= | | .S m=  Автомат 

( , , )A X S δ=  назовем универсальным для се-
мейства  автоматов { } ,i i IA ∈  если 

* ( )( )( ) ( )( ( ) ( )),x
i

ti x xx X i I t X s sδ δ∀ ∈ ∀ ∈ ∃ ∈ =
где (0,..., 1),s m= −  т. е. для любого входного 
сигнала x  любого автомата из семейства 
{ }i i IA ∈  существует последовательность вход-
ных сигналов автомата ,A  индуцирующая 
преобразование, эквивалентное преобразо-
ванию, индуцируемому сигналом x  автомата 
из семейства { } .i i IA ∈

Определение 2.
Пусть текущее поведение системы M мо-

делируется автоматом ( , , ),A X S δ=
1 2{ , ,..., },nX x x x=  а требуемое – автоматом 

( , , ),B X S δ ′=  1 2{ , ,..., }.nX x x x=  Без ограни-
чения общности будем считать, что

1 1
( ) ( ),..., ( ) ( ),

h hx x x xs s s sδ δ δ δ′ ′≠ ≠

1 1
( ) ( ),..., ( ) ( ).

h h n nx x x xs s s sδ δ δ δ
+ +
′ ′= =

Последовательность it  будем называть вос-
станавливающей последовательностью для 
преобразования 

ixδ ′  (или для входного сигна-
ла ix ).

Для того, чтобы оценить функциональ-
ную избыточность системы необходимо 
определить группу автоматов, способных мо-
делировать работу других автоматов. Для уже 
разработанной системы для каждого авто-
мата можно найти семейство автоматов, для 
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которых заданный автомат является универ-
сальным. Для системы, проектирующейся из-
начально с использованием принципов функ-
циональной избыточности, удобнее брать за 
основу автомат, который изначально спо-
собен заменять работу как можно большего 
числа автоматов.

В теории универсальных автоматов была 
выделена задача по нахождению автомата, 
универсального для всего класса КДА. Было 
выявлено, что она является алгоритмически 
неразрешимой [4]. В тоже время, существуют 
решения для некоторых специальных классов 
КДА. В частности, рассмотрим групповые ав-
томаты. Под групповым понимается автомат, 
функция переходов которого задана семей-
ством перестановок.

Заметим, что для того, чтобы групповой 
автомат был универсален для всех групповых 
автоматов с тем же числом состояний доста-
точно того, чтобы семейство перестановок, 
задающее функцию переходов этого автома-
та, было системой образующих симметриче-
ской группы перестановок [5].

Рассмотрим известные системы образу-
ющих симметрической группы перестано-
вок[5]:

1. { }1 1 2 1 2 1 2= ( , ), , , .i i i S i S i i∆ ∈ ∈ ≠

2. ( ){ }2 1, , 2, .i i m∆ = =

3. ( ){ }3 , 1 , 1, 1 .i i i m∆ = + = −

4. ( ){ }4 1, 2 , (1, 2,..., ) .m∆ =

5. { }5 (1, 2,..., 1), (1, 2,..., ) .m m∆ = −

Каждая система образующих задает авто-
мат, универсальный для класса групповых ав-
томатов с m  состояниями. Сравним эти авто-
маты по следующим параметрам:

• количество входных символов;
• максимальная длина восстанавливаю-

щей последовательности.
Пример 1.
Пусть задан автомат ( , , )A X S= ∆  и авто-

мат 1 1( , , ),B X S= ∆  где { , },X a b=  {1,2,3},S =  
{ , },a bδ δ∆ =  1 { , , },X c d e=  1 { , , },c d eδ δ δ∆ =

1 2 3
,

2 1 3aδ
 

=  
 

                     (1)

1 2 3
,

3 1 2bδ
 

=  
 

                        (2)

1 2 3
,

1 3 2cδ
 

=  
 

                         (3)

1 2 3
,

2 3 1dδ
 

=  
 

                        (4)

1 2 3
.

3 2 1eδ
 

=  
 

                         (5)

Заметим, что
1 2 3

( )
( (1)) ( (2)) ( (3))c b a

b a b a b a

δ δ δ
δ δ δ δ δ δ
 

= = 
 

1 2 3 1 2 3
.

(2) (1) (3) 1 3 2b b bδ δ δ
   

= =   
  

    (6)

Аналогично,
( ),d b dδ δ δ=                            (7)

( ( )).b b b aδ δ δ δ=                         (8)
Тогда автомат A  является универсальным 

автоматом для автомата ,B  с восстанавлива-
ющими последовательностями ,ct ab=  

,dt bb=  .et abb=
Очевидно, что чем больше входных сим-

волов у автомата, тем больше памяти он зани-
мает, а чем длиннее восстанавливающая по-
следовательность, тем больше шагов нужно 
пройти автомату для выполнения функций 
другого автомата.

В работе [5] найдены ограничения по дли-
не восстанавливающих последовательностей 
для автоматов, заданных следующими систе-
мами образующих:  

{ }1 1 2 1 2 1 2 = ( , ), , , ,i i i S i S i i∆ ∈ ∈ ≠

 ( ){ }2 1, , 2, ,i i m∆ = =  ( ){ }3 , 1 , 1, 1 .i i i m∆ = + = −
Их восстанавливающие последовательности 
соответственно не превышают следующие 
значения: 1;m −  3( / 2 ) 1,m a− +  если m  – чет-
ное и 13[ / 2] ,m  если m  – нечетное; ( 1) / 2.m m −

Найдем ограничения по длине восстанав-
ливающих последовательностей для следую-
щих систем образующих: 

4 {(1,2), (1, 2,..., )},m∆ =  

5 {(1,2,..., 1), (1, 2,..., )}.m m∆ = −
Теорема 1.
Для группового автомата ( , , ),A S X δ=  

2,S m= >  2,X =  функции переходов кото-
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рого представлены подстановками 
4 {(1,2), (1, 2,..., )},m∆ =  длина восстанавлива-

ющей последовательности не превосходит 
( 1)( 1) / 2.m m m− +

Доказательство.
Пусть (1, 2),α =  (1, 2,..., ).mβ =
Следующее равенство является извест-

ным математическим фактом (см. [16–17]): 
1( ) ( 1, 2),j j j jβ α β − = + +             (9)

где 1 2.j m≤ ≤ −
Заметим, что цикл перестановки 

(1, 2,..., )m  равен ,m  а следовательно
1( ) .j m jβ β− −=

Тогда равенство (9) примет вид:
( 1, 2).j m j j jβ αβ − = + +            (10)

Очевидно, что транспозиции вида 
( 1, 2)j j+ +  задают систему образующих 3,∆  
причем каждая перестановка из 3∆  представ-
ляется в виде произведения 1m +   элементов 
из 4.∆

Так как каждая перестановка из 3∆  пред-
ставляется в виде произведения 1m +  эле-
ментов из 4 ,∆  а длина восстанавливающей 
последовательности для автомата, заданного 

3,∆  не превышает ( 1) / 2,m m −  то длина вос-
станавливающей последовательности для ав-
томата, заданного системой образующих 4∆  
не превышает ( 1)( 1) / 2.m m m− +

Теорема доказана
Теорема 2.
Для группового автомата ( , , ),A S X δ=  

2,S m= >  2,X =  функции переходов кото-
рого представлены подстановками 

5 {(1,2, , 1), (1, 2, , )}m m∆ = −   длина восста-
навливающей последовательности не превос-
ходи 2( 1) / 2.m m −

Доказательство.
Пусть (1, 2, , 1),mα = −  (1, 2, , ).mβ = 

Следующее равенство является извест-
ным математическим фактом (см. [16–17]):

( 1) ( 1, 2),j j j jβ αβ− − = + +            (11)
где 1 2.j m≤ ≤ −

Заметим, что цикл перестановки 
(1, 2, , )m  равен ,m  а следовательно

( 1) 1.j m jβ β− − − −=
Тогда равенство (11) примет вид:

1 ( 1, 2).m j m j j jβ αβ− + − = + +            (12)

Очевидно, что транспозиции вида 
( 1, 2)j j+ +  задают систему образующих 3,∆  
причем каждая перестановка из 3∆  представ-
ляется в виде произведения m  элементов из 

5.∆
То есть любая подстановка из 3∆  пред-

ставляется в виде произведения m  или 1m −  
сомножителей из 5.∆  Тогда длина восстанав-
ливающей последовательности для автомата, 
заданного системой образующих 5∆  не пре-
восходит 2 ( 1) / 2.m m −

Теорема доказана

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Составим таблицу сравнения пяти иссле-
дуемых систем образующих, в которой ука-
жем число входных сигналов автомата (ВС), 
теоретически полученные данные (ДТ) и дан-
ные о длине восстанавливающих последова-
тельностей, вычисленные эмпирическим пу-
тем (ДЭ). Данные вычислялись по алгоритму, 
представленному в работе[5].

Таблица 1
Сравнение систем образующих

Число 
состояний 2 3 4 5 6 7

1∆
ВС 1 3 6 10 15 21
ДТ 2 2 3 4 5 6
ДЭ 2 2 3 4 5 6

2∆
ВС 1 2 3 4 5 6
ДТ 2 3 4 6 7 9
ДЭ 2 3 4 6 7 9

3∆
ВС 1 2 3 4 5 6
ДТ 2 3 6 10 15 21
ДЭ 2 3 6 10 15 21

4∆
ВС 2 2 2 2 2 2
ДТ 3 12 30 60 115 168
ДЭ 2 2 6 11 18 25

5∆
ВС 2 2 2 2 2 2
ДТ 2 9 24 50 90 147
ДЭ 2 2 5 8 12 17

Заметим, что для подстановок 4∆  и 5∆  
ограничения на длину восстанавливающей 
последовательности, полученные теоретиче-
ским путем (по формулам из теоремы 1 и 2), 
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сильно отличаются от данных, полученных 
эмпирическим путем. То есть, границы, пред-
ложенные в теоремах значительно завышены 
и возможно нахождение более точных огра-
ничений на длину восстанавливающей после-
довательности.

Причем экспериментальные данные пока-
зывают, что для автоматов с числом состоя-
ний не превышающим 7, наиболее удачным 
решением задачи синтеза является система 
образующих 5 ,∆  для которой при минималь-
ном числе входных символов длина восста-
навливающей последовательности сравни-
тельно небольшая. В связи с этим 
предполагается, что данная система образую-
щих наиболее перспективна для дальнейших 
исследований.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, были получены резуль-
таты, применимые при проектировании 
адаптивных программных систем. Предпо-
лагается, что при моделировании такой си-
стемы будут использоваться конечные де-
терминированные автоматы – одна из самых 
популярных моделей. Каждый автомат будет 
задан с помощью автомата, универсального 
для всего семейства, и соответствующих ему 
восстанавливающих последовательностей. 
Очевидно, что чем шире семейство автома-
тов, для которого заданный является универ-
сальным, тем больше автоматов может быть 
применено при моделировании системы.
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