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Аннотация. Рассматривается подход к автоматизации анализа сетевых графиков для 
комплексов работ, характеризуемых неопределенностью времени их выполнения. Рас-
смотрены случаи, когда плотность вероятности для времени выполнения работ является 
треугольной и аппроксимированной двумя параболами, сопрягаемыми в точке экстрему-
ма. Программа анализа разработана в Delphi. Результатом является график для вероятно-
сти выполнения комплекса работ в зависимости от времени.
Ключевые слова: сетевой график, стохастичность, имитационное моделирование, про-
граммирование.
Annotation. An approach for a network diagram analysis automation of a range of works 
characterized by the uncertainty of their time span is looked upon. Cases in which probability 
density for the works time span is triangular and approximable by two parabolas joined at the 
position of extremum are considered. The analysis program is developed in Delphi. The result is 
the probability of a range of works realization depending on their time span diagram.
Keywords: network diagram, stochasticity, simulation modelling, programming.

При планировании выполнения сложных 
комплексов работ, имеющих повторяющийся 
характер, одной из актуальных задач являет-
ся анализ рисков, которые можно характери-
зовать вероятностью P  выполнения работ за 
заданный директивный срок Tд :

( ),P T T<к р д                           (1)
где Tк р  – средняя продолжительность крити-
ческого пути в сетевом графике, т. е. пути с 
наибольшей продолжительностью.

Такой подход обусловлен тем, что при 
планировании на практике наиболее реаль-
ной является стохастическая (вероятностная) 
сетевая модель, в которой время ,ijt  затрачи-
ваемое на осуществление операции ,ija  в об-
щем случае является непрерывной случайной 
величиной, где i  и j  – номера вершин сете-
вого графика, соответствующие началу и кон-
цу операции.

В выражении (1) продолжительность кри-
тического пути вычисляется по формуле [1]:

,ij
ij L

T t
∈

= ∑
к р

к р                             (2)

где ijt  – среднее время выполнения работы 
;ija

Lк р  – критический путь (путь от началь-
ного к завершающему событию, имеющий 
максимальную продолжительность).

Средние продолжительности работ и их 
дисперсии определяют методом вероятност-
ных оценок [1]:
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где min ,ijt  max
ijt – оптимистическая и пессими-

стическая оценки продолжительности работы 
,ija  соответствующие благоприятным и не-

благоприятным условиям проведения работ.
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Вероятность (1) определяют из выражения

( ) * ,
T

T T
P T T

σ

 −
 < = Φ
 
 к р

д к р
к р д          (5)

где *()Φ  – функция распределения вероят-
ностей для нормального закона с нулевым 
математическим ожиданием и единичным 
среднеквадратичным отклонением;

Tσ к р
 – среднеквадратичное отклонение 

для продолжительности критического пути, 
вычисляемое по формуле

2 .T ij
ij L

σ σ
∈
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к р

                        (6)

Расчеты по формулам (5) и (6) предпола-
гают, что критический путь остается одним и 
тем же при случайных значениях ,ijt  а меня-
ется только его продолжительность.

Этот подход не в полной мере отражает 
реальную ситуацию, при которой из-за слу-
чайных значений времени выполнения от-
дельных работ могут изменяться не только 
продолжительность критического пути, но и 
сам критический путь.

В предположении изменения критическо-
го пути одним из способов получения значе-
ния искомой вероятности является имитаци-
онное моделирование процесса выполнения 
комплекса работ, суть которого заключается 
в следующем [1, 3]:

• для данной структуры сетевого графика 
с помощью алгоритмических датчиков слу-
чайных чисел формируются все случайные 
продолжительности работ ,ijt  которые обра-
зуют реализацию сетевого графика;

• в полученной реализации сетевого гра-
фика определяется критический путь, для ко-

торого вычисляется продолжительность ;Tк р  
• описанная процедура повторяется до-

статочно большое количество раз ,N  в ре-
зультате получается ряд случайных значений 
для продолжительностей критических путей 
(в общем случае эти пути являются различ-
ными): 1,Tк р  2 ,Tк р  3,Tк р …, ;NTк р

• каждое значение полученного ряда iTк р  
сравнивается с директивным сроком выпол-
нения плана Tд  и вычисляется количество 
реализаций m, для которых выполняется не-
равенство ;T T<к р д

• вычисляется приближенное значение 
вероятности выполнения плана в заданный 
срок в виде относительной частоты успеш-
ных испытаний

( ) .mP T T
N

< ≅к р д                          (7)

При описанной процедуре имитационно-
го моделирования необходимо решить ряд 
частных задач, основными из которых явля-
ются:

• выбор закона распределения вероятно-
стей для времени выполнения работ и опре-
деление алгоритма генерирования случайных 
чисел, соответствующих этому закону;

• выбор способа размещения информации 
о параметрах сетевого графика в памяти.

Генерирование случайных значений вре-
мени выполнения работ. С физической точки 
зрения для случайного времени выполнения 
работ можно использовать распределения ве-
роятностей, аппроксимированные либо тре-
угольником, либо двумя параболами (рис. 1).

На рис. 1 переменные min ,x  ,nx  maxx  счита-
ются известными и имеют смысл минималь-
но допустимого min ,ijt  регламентного (номи-

Рис. 1. Треугольный и параболический законы распределения вероятностей
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нального, наиболее вероятного) n
ijt  и 

максимально допустимого max
ijt  значений вре-

мени выполнения конкретной работы .ija
Для получения случайного числа ,ix  

1,2,  из совокупности случайных чисел, 
имеющих заданную функцию плотности рас-
пределения вероятностей ( ),f X  необходимо 
решить относительно ix  следующее инте-
гральное уравнение:

( ) ,
ix

if X dX ξ
−∞

=∫                          (8)

т. е. определить такое значение ,ix  при кото-
ром функция распределения ( ),iF x  равна ,iξ  
где iξ  – случайное число из равномерно рас-
пределенной в интервале (0; 1) случайной по-
следовательности.

Для аналитического решения уравнения 
(8) необходимо получить формульное пред-
ставление функции ( ).f X

Треугольное распределение характеризу-
ется четырьмя неизвестными параметрами 

1,d  1,f  2 ,d  2f  (рис. 1), которые необходимо 
определить через известные значения min ,x  

,nx  max .x
Для этого распределения имеют место сле-

дующие уравнения:
1 min 1 0,d x f+ =

2 max 2 0,d x f+ =

1 1 2 2 0,n nd x f d x f+ − − =
max

min

1 1 2 2( ) ( ) 1.
n

n

x x

x x

d x f dx d x f dx+ + + =∫ ∫
Здесь четвертое уравнение получается на 

основе свойства плотности распределения 
вероятностей.

Решая указанные четыре уравнения, полу-
чим для треугольного распределения:

1 1 min

max min min

2 2 max

max min max

2 2, ,

( )( );
2 2, ,

( )( ).

n

n

d f x
G G

G x x x x

d f x
S S

S x x x x

= = − ⋅

= − −

= = − ⋅

= − −

Для параболического распределения ап-
проксимирующие кривые на рис. 1 содержат 
шесть неизвестных параметров 1,a  1,b  1,c  2 ,a  

2 ,b  2 ,c  которые необходимо определить через 
известные значения min ,x  ,nx  max .x

Для этого распределения четыре уравне-
ния, связывающие искомые параметры с из-
вестными, будут теми же, что и для треуголь-
ного распределения. 

Еще два уравнения можно записать для 
производных параболических функций в 
точке экстремума :nx

( ) 0, 1, 2.i

n

dy x ixdx
= =

Решая указанные шесть уравнений, полу-
чим для параболического распределения:

1 11,5 , 3 ,na Q b x Q= = −

1 min min1,5 (2 ) ,nc x x x Q= −

2 21,5 , 3 ,na R b x R= = −

2 max max1,5 (2 ) ,nc x x x R= −

2
min min max

2
max min max

1 ,
( ) ( )
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n

n

Q
x x x x

R
x x x x

=
− −

=
− −

При определении случайного числа ix  
в соответствии с интегральным уравнением 
(8) будут иметь место два случая:

min

min

min

1
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          (9)

Интегрируя (9) для треугольного распре-
деления и проводя несложные преобразова-
ния, получим относительно простые форму-
лы для вычисления случайных чисел :ix

2

1

2
min

1 1 min 1

41) , 2,
2
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2

i

i

B B A Cx A d
A
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= = − − −



57ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2015, № 2

Метод имитационного моделирования как средство анализа стохастических сетевых графиков

2

2 2
2

2 2

1 1 4 1 12) ,
2 1

1 2, 1 ,

( )1 .
2

i

n
n n i

B B A Cx
A

A d B f
xC f x dξ ξ

− + − ⋅
=

= =

= − − −

Выбор между первой и второй формулами 
для генерирования случайной величины ,ix  
подчиненной треугольному распределению 
вероятностей, определяется величиной ;nξ  
при 0 i nξ ξ≤ <  используется первая формула, 
при 1n iξ ξ≤ ≤  – вторая, где граничная вели-
чина nξ  определяется из уравнения

min

1( ) .
nx

n
x

y x dx ξ=∫
Для параболического распределения при 

i nξ ξ<  случайное число ix  определяется из 
уравнения

3

1 1 1

3 2
min min

1 1 1 min

3 2

,
3 2

i i
i

i

x xa b c x

x xa b c xξ

+ + =

= + + +
        (10)

а для i nξ ξ≥  – из уравнения
3

2 2 2

3 2

2 2 2

3 2

,
3 2

i i
i

n n
i n n

x xa b c x

x xa b c xξ ξ

+ + =

= + + + −
(11)

где 3 3 2 21 1
min min( ) ( )

3 2n n n
a bx x x xξ = − + − + 1 min( ).nc x x+ −

Решение кубических уравнений (10), (11) 
в программе выполняется методом «золотого 
сечения», при этом процедура поиска прекра-
щается, если погрешность решения 

( )max min ,x xδ ε≤ ⋅ −  где 0,001.ε <

СТРУКТУРЫ ДАННЫХ ДЛЯ 
СЕТЕВОГО ГРАФИКА

Структуру сетевого графика можно задать 
с помощью двух одномерных массивов Ind1 и 
Ind2, в которых следует указать индексы ра-
бот, являющиеся номерами связываемых вер-
шин. Длина каждого из этих массивов долж-
на быть равна количеству работ в сетевом 
графике. Исходная нумерация вершин графа 
может быть произвольной. В программе осу-

ществляется автоматическая перенумерация 
вершин графа в соответствии с их рангами. 

Кроме информации о структуре графа не-
обходимо для каждой работы указать мини-
мальное, номинальное и максимальное зна-
чения времени ее выполнения. Эти данные 
хранятся в двумерном массиве T[nr,3], где 
nr – количество работ в сетевом графике.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТИ 

КРИТИЧЕСКОГО ПУТИ 
В СЕТЕВОМ ГРАФИКЕ

Особенность рассматриваемой задачи за-
ключается в том, что критический путь и его 
продолжительность должны определяться 
для каждой реализации имитационной моде-
ли. Это обусловлено тем, что случайные про-
должительности работ могут иметь достаточ-
но широкий разброс, что может приводить к 
изменению критического пути.

На основе информации о продолжитель-
ности критического пути принимается реше-
ние о возможности выполнения комплекса 
работ за заданный директивный срок .Tд

Известны алгоритмы анализа структур 
ориентированных графов различного вида, 
основой которых является использование 
матриц смежности и матриц инциденций. 
Поскольку изначально принята ориентация 
на структуры данных в виде массивов, то тре-
буется использование алгоритма, учитываю-
щего специфику сетевых моделей (отсутствие 
топологических циклов) и ориентированного 
на использование представления параметров 
сетевых моделей в табличном виде.

В программе используется вариант алго-
ритма поиска в глубину и включает в себя ре-
ализацию следующих основных действий:

1) просмотр по очереди вершин сетевого 
графика, начиная со второй;

2) определение максимальной продол-
жительности пути от исходной вершины до 
просматриваемой и сохранение найденного 
значения в элементе массива с номером, со-
ответствующем номеру вершины. Сохранен-
ное значение используется в процессе поиска 
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максимальных путей для последующих про-
сматриваемых вершин;

3) определение продолжительности кри-
тического пути как пути с максимальной 
продолжительностью от исходной вершины 
до конечной.

ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКА 
ЗАВИСИМОСТИ ВЕРОЯТНОСТИ 

ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТ КАК ФУНКЦИИ 
ДИРЕКТИВНОГО СРОКА

Множество реализаций сетевого графика 
при имитационном моделировании позволя-
ет определить вероятность выполнения ком-
плекса работ для конкретного значения ди-
рективного срока .Tд  Для построения 
графика зависимости вероятности выполне-
ния работ как функции директивного срока 
определяется диапазон изменения Tд  в соот-
ветствии с правилом трех сигм [2]

min max3 ; 3 ,T TT T T Tσ σ= − = +
к р к рд к р д к р

где Tк р  и Tσ к р
 вычисляются по формулам 

(2)–(4), (6).
Диапазон изменения Tд  просматривается 

с некоторым шагом 

max min( ) / ,T T T n∆ = −д д д

где n  – количество точек для построения гра-
фика ( 40 60).n = −

В каждой точке выполняется имитацион-
ное моделирование сетевого графика и опре-
деляется оценка вероятности в соответствии 
с формулой (7). Количество реализаций сете-
вого графика выбирается достаточно боль-
шим, чтобы обеспечить гладкость графика.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ

В соответствии с изложенными теорети-
ческими положениями разработана програм-
ма анализа стохастических сетевых моделей 
в среде Delphi, позволяющая сформировать 
график зависимости для вероятности выпол-
нения работ как функцию директивного сро-
ка. Окно программы приведено на рис. 2.

Программа используется как для проведе-
ния практических расчетов в системе опера-
тивно-календарного планирования ремонтов 
техники специального назначения, так и для 
обучения курсантов вопросам сетевого пла-
нирования.

 Заметим, что метод имитационного мо-
делирования успешно использован при ре-

Рис. 2. Окно программы анализа сетевого графика для определения времени выполнения 
работ с заданной вероятностью
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шении задачи идентификации моделей ди-
намики сложных объектов, находящихся под 
воздействием возмущений, коррелирован-
ных во времени [4].
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