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Аннотация. Задача эффективного управления портфелем дебиторской задолженности 
актуальна практически для каждого субъекта экономической деятельности, портфель, в 
зависимости от специфики анализируемого бизнеса, может объединять долги клиентов, 
контрагентов, поставщиков или партнеров. Для гибкого управления большими, неодно-
родными по составу элементов портфелями необходимы специальные информационные 
системы и технологии, реализующие инструменты статистического и интеллектуального 
анализа данных, функционального моделирования, исследования операций и оптими-
зации. Целью работы является построение оптимизационной математической модели 
формирования набора оптимальных стратегий работы с каждым элементом портфеля 
дебиторской задолженности и системы методов инициализации и настройки параметров 
данной модели. Предложенная в рамках исследования модель формализует процедуру 
выбора эффективных дифференцированных стратегий обработки элементов портфеля, 
оптимальных для текущего состояния портфеля и окружения (ресурсы, приоритеты, 
прогнозы), по типу оптимизационных моделей представляет собой многокритериальную 
целочисленную модель линейного программирования.
Ключевые слова: портфель дебиторской задолженности, стратегия обработки дебитор-
ской задолженности, критерии эффективности выбора стратегий, оптимизационная ма-
тематическая модель, метод ветвей и границ.
Annotation. The problem of effective management of a portfolio of receivables is actual 
practically for each subject of economic activity, a portfolio, in dependence on specifics of the 
analyzed business, can unite debts of clients, contractors, suppliers or partners. The special 
information systems and technologies realizing tools of the statistical and intellectual analysis 
of data, functional modeling, research of operations and optimization are necessary for flexible 
management of portfolios, big, non-uniform on structure of elements. The purpose of work is 
creation of optimizing mathematical model of formation of a set of optimum strategy of work with 
each element of a portfolio of receivables and system of methods of initialization and control of 
parameters of this model. The model offered within research formalizes procedure of a choice of 
the effective differentiated strategy of processing of elements of a portfolio, optimum for current 
state of a portfolio and an environment (resources, priorities, forecasts), as optimizing models 
represents multicriteria integer model of linear programming.
Keywords: receivables portfolio, strategy of processing of receivables, criteria of efficiency of a 
choice of strategy, optimizing mathematical model, method of branches and borders.
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ВВЕДЕНИЕ

Обобщая результаты исследований, про-
веденных в различных сферах бизнеса (бан-
ки, финансовые организации, коллекторские 
агенства) можно сделать вывод о том, что 
оценка эффективности управления деби-
торской задолженностью носит многокри-
териальный характер, отражающий выпол-
нение законов необходимого разнообразия 
и быстродействия, закон синергии, закон 
онтогенеза, закон оптимальности, закон мак-
симизации энергии, закон внутреннего ди-
намического равновесия, закон самосохра-
нения [1, 3]. С позиции закона необходимого 
разнообразия и быстродействия управление 
должно быть дифференцированным, опе-
ративным и отвечающим текущему состоя-
нию собственного бизнеса и анализируемых 
должников, управление должно отвечать на 
различные воздействия адекватным про-
тиводействием в нужный момент времени. 
Для выполнения данного закона необходимо 
иметь оперативную, достоверную, хорошо 
структурированную и сегментированную ин-
формацию о состоянии долгов, инструмен-
тальную базу обработки данной информации 
и базу апробированных программ действия 
по выработке решений. Для достижения за-
кона синергии при управлении портфелем 
дебиторской задолженности необходимы: 
концентрация рассредоточенных ресурсов, 
упорядочение связей; повышение степени 
связности или координации действий; функ-
циональная специализация частей и высокая 
степень разделения труда; возможность вза-
имозаменяемости элементов. Закон ортоге-
неза заключается в учете жизненного цикла 
процессов самой компании и должников. За-
кон оптимальности диктует необходимость 
подбора оптимальной степени воздействия 
управления на управляемый процесс. Сущ-
ность закона максимизации энергии приме-
нительно к управлению портфелем дебитор-
ской задолженности заключается том, что 
управление должно способствовать посту-
плению информации (энергии) и использова-
нию максимального ее количества оптималь-
ным образом. Требуется налаживание обмена 

с другими системами, необходимого для обе-
спечения потребности в информации специ-
альных видов. Закон внутреннего динами-
ческого равновесия понимается следующим 
образом: информация, структура и динами-
ческие свойства системы взаимоотношений 
с контрагентами взаимосвязаны настолько, 
что любое изменение вызывает сопутствую-
щие количественные и качественные переме-
ны. Любое изменение неизбежно приводит 
к развитию цепных реакций, идущих или в 
сторону нейтрализации изменения, или к 
формированию новой системы отношений; 
взаимодействие носит нелинейный характер, 
поэтому слабое воздействие или изменение 
может вызвать сильные последствия. Меха-
низм закона самосохранения заключается в 
том, что функционирование системы должно 
поддерживаться в состоянии равновесия и 
устойчивости и гибко адаптироваться к вну-
тренним и внешним изменения.

ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

Рассмотрим математическую модель 
управления портфелем дебиторской задол-
женности, позволяющую находить диффе-
ренцированные для различных сегментов 
контрагентов стратегии управления долгами, 
направленные на решение возникших про-
блем и отвечающие основным описанным 
выше законам в сфере управления.

Портфель дебиторской задолженности 
можно рассматривать как портфель рисков – 
рисков невозврата, несвоевременного возвра-
та или осложненного затратами возврата дол-
гов. Риски можно либо принять и заниматься 
их обработкой и снижением или передать эти 
риски другим специализированным структу-
рам (продать) [2]. При передаче рисков воз-
никает отдельная сложная задача, связанная 
с оценкой передаваемых рисков, в рамках 
данной статьи передача рисков будет рас-
сматриваться как отдельное стратегическое 
направление. Под стратегией обработки ри-
сков будем понимать детальные, описанные 
на уровне функционального моделирования 
[4] (функциональные блок-схемы стратегий) 
варианты (планы) работы с долгами. Описа-
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ние стратегий содержит подробные времен-
ные, информационные, ресурсные аспекты 
их выполнения и все взаимосвязи между ис-
полнителями. Стратегии представляют собой 
разветвленные структуры и обеспечивают 
вариативность работы с должником в зави-
симости от предыдущих результатов. Выбору 
стратегии будет предшествовать сегментация 
должников. Сегментация должников осу-
ществляется на основании следующих групп 
параметров:

– Параметры задолженности. Например, 
при рассмотрении просроченных кредитов 
для банков, в данную группу, входят такие па-
раметры, как: время (количество дней) про-
срочки; общая сумма кредита; календарная 
дата начала кредита; величина ежемесячного 
платежа.

– Социально-демографические характе-
ристики контрагента.

– Показатели благосостояния для фи-
зических лиц или показатели финансовой 
устойчивости, рентабельности, деловой ак-
тивности, конкурентоспособности для юри-
дических лиц.

– Характеристики вероятности установ-
ления контакта и возможности вести перего-
воры. На основании данной характеристики 
можно определить (построить) приоритеты 
должников. Более высокие приоритеты полу-
чат должники с высокой вероятностью кон-
такта. Переговоры с контрагентом позволят 
установить причину задолженности и найти 
возможный компромисс в решении сложив-
шейся проблемы.

– Оценки вероятности возврата задол-
женности. Для должников с низкой вероят-
ностью возврата необходимы специальные 
мероприятия требующие привлечение допол-
нительных ресурсов.

– Характеристики предыдущего сотруд-
ничества и предыдущей работы по взыска-
нию текущей задолженности.

– Показатели ценности (приоритетности) 
контрагента для компании (экспертная оцен-
ка).

– Показатели качества задолженности. 
Для оценки качества задолженности мож-
но применять многокритериальные мето-

ды, базирующиеся на аппарате трудностей 
достижения цели [3] . Качество по каждому 
критерию рассматривается как дополнение 
к трудности достижения идеального значе-
ния по данному критерию. Для получения 
комплексной оценки качества используют-
ся специальные подходы свертки отдельных 
трудностей. Для плохо структурированных 
критериев при определении качества можно 
использовать методы нечеткого логического 
вывода, базирующиеся на системе лингви-
стических правил [5].

– Дополнительные параметры, отражаю-
щие специфику рассматриваемого бизнеса.

Для сегментации должников можно ис-
пользовать классические методы классифи-
кации (деревья классификации, к-средних, 
двухвходовое объединение), деревья реше-
ний, классифицирующие нейронные сети. 
Предварительное применение факторного 
анализа или репликативных нейронных се-
тей позволяет создать обобщенные харак-
теристики контрагентов для последующей 
классификации. В рамках предложенной ма-
тематической модели для различных сегмен-
тов контрагентов будет рассматриваться своя 
совокупность стратегий управления.

Перейдем к формализованному описанию 
исследуемой многокритериальной оптимиза-
ционной модели. Целевые функции модели 
отражают основные критерии эффективно-
сти набора стратегий при управлении порт-
фелем дебиторской задолженности, ограни-
чения строятся по ресурсам и нормативам 
работы анализируемого бизнеса. Предпола-
гается, что четко описан период времени, на 
который осуществляется выбор вариантов 
стратегий управления.

Введем следующие обозначения:
m  – количество сегментов должников;

1,...,k m=  – порядковый номер сегмента;
M  – количество договоров в портфеле де-

биторской задолженности;
1, ,j M=   – порядковые номера догово-

ров портфеля дебиторской задолженности. 
Договора разбиты на сегменты, не ограничи-
вая общности, будем считать, 11,...,j R=  – по-
рядковые номера договоров первого сегмент 

1 21,...,i R R= +  – порядковые номера догово-
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ров второго сегмента, ,  1 1,...,m mi R R−= +  – 
порядковые номера договоров m -го сегмента 
( );mM R=

N  – количество стратегий работы с дого-
ворами дебиторской задолженности;

1, ,i N=   – порядковые номера страте-
гий на плановый период. Стратегии разделе-
ны на несколько сегментов в соответствии с 
сегментацией контрагентов. Одна и та же 
стратегия может попасть в несколько сег-
ментов, в каждом сегменте она имеет свой 
уникальный номер: 11,...,i K=  – порядковые 
номера стратегий первого сегмент  

1 21,...,i K K= +  – порядковые номера страте-
гий второго сегмента, ,  1 1,...,m mi K K−= +  – 
порядковые номера стратегий m -го сегмента 
( );mN K=

1,

,

0,
1,..., ; 1,...,

ij

i

x
j

i N j M



= 


= =

если стратегия

будет применена

к договору

в противном случае

– переменные модели;
L  – количество ограниченных ресурсов 

(время работы экспертов и определенных ка-
тегорий сотрудников, деньги, коммуникации 
и т. д.), используемых для реализации страте-
гий;

l
iju  – затраты l -го ограниченного ресурса 

на реализацию i -й стратегии для j -го дого-
вора;

lU  – верхнее ограничение по l -му ресур-
су на период планирования;

ijp  – прогнозируемая величина взыскания 
по j -му договору портфеля дебиторской за-
долженности при применении i -й стратегии 
(оценивается экспертно на основе теории 
ожидаемой полезности);

p
jz  – величина просроченного долга для j

-го договора в портфеле, включая начислен-
ные пени, штрафы и т. д.;

jz  – общая величина долга для j -го дого-
вора в портфеле;

v
jz  – выплаченный долг по договору;

ijc  – суммарные затраты на реализацию 
i -й стратегии для j -го договора в планируе-
мый период;

jH  – общие затраты по работе с j -м 
должником за весь период просрочки;

ijβ  – мера возможности получения стату-
са безнадежного долга (сохранения, если он 
уже имел такой статус) после применения 
i -й стратегии для j -го должника, оценивает-
ся экспертным путем;

ijh  – мера возможности применения мо-
шеннических схем при применении i -й стра-
тегии для j -го должника, оценивается экс-
пертным путем;

ijµ  – ранг приоритетности i -й стратегии 
(в рамках соответствующего сегмента страте-
гий) для j -го должника на данный период 
планирования;

ijδ  – экспертная мера предпочтительно-
сти i -й стратегии для j -го должника на дан-
ный период планирования по сравнению с 
передачей (продажей) долга (договора) 
специализированной компании;

ijl  – вероятность ухудшения отношений с 
контрагентом (с владельцем j -го договора) 
при применении i -й стратегии, оценивается 
на базе ретроспективной информации;

js  – ценность j -го договора (контраген-
та) для компании с позиции руководства ком-
пании.

Остановимся на некоторых инструментах 
формирования перечисленных выше величин. 

Для определения прогнозируемых вели-
чин возврата ijp  просроченной задолженно-
сти строятся деревья решений, отражающие 
возможные благоприятные и неблагоприят-
ные ситуации развития событий в анализи-
руемом периоде планирования при примене-
нии i -й стратегии, и на основе теории 
ожидаемой полезности вычисляются средние 
ожидаемые значение .ijp

Экспертные меры ijδ  приоритетности 
i -й стратегии для j -го должника по сравне-
нию с передачей (продажей) долга (догово-
ра) специализированной компании вычис-
ляются методом анализа иерархий Саати [6]. 
Пример используемой иерархии приведен на 
рис. 1. На последнем уровне иерархии пред-
полагается две альтернативы: альтернатива 
1 – применение i -й стратегии, альтернатива 
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2 – передача риска специализированной ком-
пании. В результате применения метода ана-
лиза иерархий получаются веса предпочти-
тельности альтернатив: 1 2, ,σ σ  1 2 1,σ σ+ =  по 
которым величина ijδ  вычисляется как 

1

2

.ij
σδ
σ

=

Вычисление рангов ijµ  приоритетности 
i -й стратегии для j -го должника осущест-
вляется на основании процедуры ранжирова-
ния стратегий соответствующего сегмента 
группой экспертов. Каждый эксперт пред-
ставляет свой вариант ранжирования страте-
гий. Для полученных вариантов ранжирова-
ния вычисляется коэффициент конкордации 
Кендалла, проверяется гипотеза о согласо-
ванности мнений экспертов, если мнения 
экспертов согласованы, то вычисляется груп-
повое ранжирование [6]. Если мнения экс-
пертов несогласованны, то для каждой пары 
экспертов вычисляется коэффициент корре-
ляции Спирмена, на основании данных коэф-
фициентов формируется согласованная груп-
па экспертов и определяется групповое 
ранжирование.

Перейдем к описанию целевых функций и 
ограничений модели. Модель содержит сле-
дующие ограничения:

1. ресурсные ограничения на планируе-
мый период:

1 1
, 1,..., ;

N M
l l

ij ij
i j

x u U l L
= =

≤ =∑∑
2. ограничение на среднюю долю просро-

ченных платежей в общей задолженности по 
отдельным договорам портфеля:

1 1

1 ( )*100 ;
pN M
j ij

ij
i j j ij

z p
x d

M z p= =

−
≤

−∑∑
3. ограничения на количество стратегий, 

применяемых к j -му договору в период пла-
нирования (если j -й договор принадлежит 
k -му сегменту, то к нему применяются толь-
ко стратегии данного сегмента):

1

1
1

1 1,..., ,
K

ij
i

x j R
=

≤ ∀ =∑
2

1

1 2
1

1 1,..., ,
K

ij
i K

x j R R
= +

≤ ∀ = +∑


1

1
1

1 1,..., .
m

m

K

ij m m
i K

x j R R
−

−
= +

≤ ∀ = +∑
К каждому должнику в анализируемый 

период времени может быть применено не 
более одной стратегии, в качестве альтерна-
тивы может рассматриваться передача (про-
дажа) риска.

Модель предусматривает шесть целевых 
критериев:

Рис. 1. Иерархия для вычисления ijδ
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1. максимизация суммы возврата (с уче-
том прогноза на период планирования) 
просроченной задолженности для каждого 
договора за вычетом уже понесенных и про-
гнозируемых затрат на взыскание:

1 1
( ) max,

N M
v

ij ij j ij j
i j

x p z c H
= =

+ − − →∑∑
2. максимизация сохранения согласован-

ного мнения экспертов о приоритетности 
стратегий:

1 1
max,

N M

ij ij
i j

xµ
= =

→∑∑
3. максимизация экспертной оценки при-

оритетности реализации стратегий по срав-
нению с передачей рисков специализирован-
ным компаниям:

1 1
max,

N M

ij ij
i j

x δ
= =

→∑∑
4. минимизация возможности возникно-

вения мошеннических (со стороны контра-
гента) схем при реализации стратегий:

1 1
min,

N M

ij ij
i j

x h
= =

→∑∑
5. стремление подбирать стратегии так, 

чтобы исключить ситуации перехода долгов в 
разряд безнадежных:

1 1
min,

N M

ij ij
i j

x β
= =

→∑∑
6. максимизация сохранения партнерских 

отношений с ценными контрагентами:

1 1
min.

N M

ij ij j
i j

x l s
= =

→∑∑
В соответствии с введенными ограниче-

ниями и целевыми функциями многокрите-
риальная оптимизационная модель управле-
ния портфелем просроченной задолженности 
банка примет вид:

1 1
( ) max

N M
v

ij ij j ij j
i j

x p z c H
= =

+ − − →∑∑
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Предложенная модель представляет собой 

многокритериальную задачу целочисленного 
линейного программирования. В результате 
решения данной задачи требуется получить 
компромиссное (по совокупности критериев 
решение), представленное в виде целочислен-
ной матрицы

11 1

1

...
............ ,

....

M

M NM

x x
X

x x

 
 =  
 
 

имеющей блочную (соответствующую сег-
ментации) структуру.

Для решения многокритериальной задачи 
используется подход, связанный с перехо-
дом от многокритериальной к однокритери-
альной задаче с компромиссным критерием. 
Построение компромиссного (сверточного) 
критерия 

1 1 2 2 6 6( ) ( ) ( ) .... ( ) max

x

F x x x x
x D

η ϕ η ϕ η ϕ= + + + →
∈

( 1 2 6( ), ( ), ..., ( )x x xϕ ϕ ϕ  – сокращенные обозна-
чения частных критериев, xD  – обозначение 
допустимой области, 1 6,...,η η - весовые коэф-
фициенты частных критериев) осуществля-
ется методом STEM – анализа [6].

STEM – анализ использует следующую ме-
ханическую процедуру для вычисления весо-
вых коэффициентов критериев 1 6,..., .η η  Ме-
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тодом ветвей и границ решается задача 
линейного программирования на минимум и 
на максимум отдельно с каждым критерием, 
при этом будут получены верхние и нижние 
значения 1 1, ,ϕ ϕ  2 2, ,ϕ ϕ  ...,  6 6, ,ϕ ϕ  исходные 
критерии преобразуются по правилу 

1 1
1

1 1

( )
( ) ,

X
F X

ϕ ϕ

ϕ ϕ

−
=

−
 2 2

2
2 2

( )
( ) ,

X
F X

ϕ ϕ

ϕ ϕ

−
=

−
   

6 6
6

6 6

( )
( ) .

X
F X

ϕ ϕ

ϕ ϕ

−
=

−
 Затем решается задача на 

максимум с i -м критерием ,iF  полученное 
решение подставляется по порядку в осталь-
ные критерии, вычисленные значения запол-
няют i -ю строку таблицы

1F 2F …
6F

1F 1 2
1F … 6

1F

2F 1
2F 1 … 6

2F
… … … … …

6F 1
6F 2

6F … 1
Весовые коэффициенты критериев 

1 2, ,..., mη η η  находятся из соотношений 
1 1

2 2

1 ,
1

a
a

η
η

−
=

−
 1 1

3 3

1 ,
1

a
a

η
η

−
=

−
 ...,  5 5

6 6

1 ,
1

a
a

η
η

−
=

−
 где 

1 2 6, ,...,a a a  – средние значения столбцов та-
блицы.

Однокритериальная задача с комплекс-
ным критерием 1 1 6 6...F F Fη η= + +  решается 
методом ветвей и границ. Полученное реше-
ние подставляется в исходные критерии 

1( ),xϕ  2 ( ),xϕ  ..., 6 ( ),xϕ  если все установлен-
ные лицом принимающим решения требова-
ния по исходным критериям выполнены, то 
решение закончено, если нет, то по критерию, 
который не удовлетворяет требованиям, до-
бавляется ограничение вида ( )k X Mϕ ≥  и 
процедура решения повторяется с меньшим 
количеством критериев и большим количе-
ством ограничений. Процедура заканчивает-
ся или по несовместности задачи или при до-
стижении удовлетворительных значений по 
всем критериям.

При решении описанных выше однокри-
териальных задач целочисленного програм-
мирования используется общая схема метода 

ветвей границ. Остановимся на некоторых 
аспектах методах ветвей и границ примени-
тельно к рассматриваемой структуре цело-
численных задач
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1.	 процедура ветвление на каждом шаге 
осуществляется по значениям соответствую-
щей переменной ijx  (с учетом блочности си-
стемы ограничений)

2.	 при вычислении оценок ветвей в зада-
че инициализируются известные на данной 
ветви значения переменных ,ijx  для осталь-
ных переменных отменяется требование це-
лочисленности, и по полученной частной за-
дачи линейного программирования строится 
двойственная задача, которая имеет следую-
щую структуру: 
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Приведенная структура двойственной за-
дачи позволяет найти несколько частных ре-
шений, по которым можно получить оценку 
целевой функции исходной задачи. В каче-
стве допустимых решений двойственной за-
дачи рассматриваются решения вида 
( )1,0,0,...,0 ,Y  ( )20, ,0,0,...,0 ,Y  ,  

( )0,0,0,0,..., ,
mRW  удовлетворяющие системе 

ограничений. На каждом из решений вычис-
ляется значение целевой функции и находится 
решение с минимальным значением целевой 
функции двойственной задачи. Найденное 
минимальное значение является оценкой ис-
ходной частной задачи.

Наряду с методом ветвей и границ для ре-
шения полученной многокритериальной за-
дачи можно применять многокритериальные 

генетические алгоритмы, которые позволяют 
строить аппроксимацию Парето-оптималь-
ного множества [7].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для реализации предложенного в рамках 
исследования математического моделирова-
ния разработано соответствующее алгорит-
мическое и программное обеспечение, позво-
ляющее осуществлять все этапы расчетов по 
модели: этап обработки статистической и 
экспертной информации для определения па-
раметров модели, включающий: расчеты по 
методу деревья решений и методу анализа 
иерархий, обработку результатов группового 
ранжирования, определения качества долгов 
с использованием аппарата трудностей до-
стижения целей, этап определения весовых 
коэффициентов комплексного критерия эф-
фективности методом STEM – анализа, этап 
нахождения целочисленного решения методом 
ветвей и границ и комплексной оценки эффек-
тивности найденного решения. Проведенные 
экспериментальные вычисления показывают 
эффективность использования предложен-
ных инструментов в управления портфелем 
дебиторской задолженности. Сформирован-
ный аппарат моделирования может стать 
элементом (блоком) ядра системы поддержки 
принятия решений в автоматизированных 
системах управления дебиторской задолжен-
ностью.
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