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Аннотация. Рассматривается разностная сложная система, описывающая взаимодействие 
нескольких однородных подсистем. Предполагается, что как сами подсистемы, так и свя-
зи между ними, могут переключаться с одного режима функционирования на другой. С 
помощью метода составных функций Ляпунова определяются условия, гарантирующие 
асимптотическую устойчивость заданного положения равновесия исследуемой системы с 
переключениями.
Ключевые слова: разностные системы с переключениями, сложные системы, асимптотиче-
ская устойчивость, составные функции Ляпунова.
Annotation. A difference complex system describing the interaction of several homogeneous 
subsystems is considered. It is assumed that both subsystems and connections between the 
subsystems can be switched from one operation mode to other one. By the usage of the multiple 
Lyapunov functions method, conditions are derived guaranteeing the asymptotic stability of the 
given equilibrium position of  the investigated switched system.
Keywords: switched difference systems, complex systems, asymptotic stability, multiple Lyapunov 
functions.

1. ВВЕДЕНИЕ

Основным методом анализа качествен-
ного поведения решений нелинейных си-
стем является второй метод Ляпунова [1]. 
Однако общих правил построения функций 
Ляпунова до сих пор не существует. Задача 
существенно усложняется, если исследуемая 
система имеет большую размерность. В этом 
случае обычно пытаются разбить систему на 
несколько подсистем меньшей размерности 
с установлением связей между этими подси-
стемами. Часто, найдя нужную функцию Ля-

пунова для каждой подсистемы, из них уда-
ется сконструировать функцию Ляпунова для 
всей сложной системы [1, 2].

Во многих практических приложениях 
вид заданной системы может меняться в зави-
симости от различных факторов. Подобные 
системы называются системами с переклю-
чениями [3–6]. Они широко применяются в 
задачах управления механическими, энерге-
тическими, транспортными системами, при 
управлении технологическими процессами, а 
также в ряде других областей [3, 4, 7, 8]. С од-
ной стороны, это обусловлено тем, что  струк-
турные вариации в процессе функциониро-
вания являются характерной особенностью 
многих технических систем. С другой сторо-
ны, в последнее время интенсивно развива-
ются методы интеллектуального управления, 
основанные на организации переключений 
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между различными управляющими устрой-
ствами [3–6].

В настоящей работе исследуется пробле-
ма устойчивости решений одного класса су-
щественно нелинейных разностных сложных 
систем с переключениями.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Пусть задана сложная (многосвязная) си-
стема
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сти in , 1( ) ( ( ),..., ( ))T T T

mx k x k x k= ; 
{ }( ) 1,...,k Nσ σ= ∈  – функция, определяю-

щая закон переключения между различными 
режимами; 0,1,...k = ; элементы векторов 
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iz R∈  и являются однородными функция-

ми порядка ( ) 1s
iµ > ; векторные функции 

( ) ( , )s
ij k zΨ , где 1( ,..., )T T T
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Таким образом, при ( )k sσ = , { }1,...,s N∈ , 
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Система (1) имеет нулевое решение. Ис-
следуем далее условия, при выполнении ко-
торых это решение является асимптотически 
устойчивым.

3. УСЛОВИЯ УСТОЙЧИВОСТИ

Следует отметить, что методы построе-
ния функций Ляпунова лучше развиты для 
систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений, чем для разностных систем. Од-
нако в некоторых случаях функцию Ляпуно-

ва, построенную для системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений, удается ис-
пользовать и для разностного аналога этой 
системы [9–11].

При каждых значениях { }1,...,i m∈  и 
{ }1,...,s N∈  рассмотрим изолированную раз-

ностную подсистему
( )( 1) ( ) ( ( ))s

i i i ix k x k F x k+ = +            (3)
и соответствующую ей подсистему обыкно-
венных дифференциальных уравнений

( )( ) ( ( )).s
i i iz t F z t=                       (4)

Сделаем далее ряд предположений.
Предположение 1. Существуют постоян-

ные 1,..., mh h  такие, что 1ih ≥ , 1,...,i m= , и для 
каждого { }1,...,s N∈  справедливы неравен-
ства
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Замечание 1. Предположение 1 означает, 
что порядки правых частей изолированных 
подсистем (3) в определенном смысле не пре-
восходят порядки функций, характеризую-
щих связи между этими подсистемами.

Предположение 2. При всех значениях 
{ }1,...,i m∈  и { }1,...,s N∈  нулевое решение 

соответствующей подсистемы (4) асимптоти-
чески устойчиво.

Замечание 2. Согласно [11], из выполне-
ния предположения 2 следует, что и нулевые 
решения разностных подсистем (3) будут 
асимптотически устойчивы.

Предположение 3. При всех значениях 
{ }1,...,i m∈  и { }1,...,s N∈  для подсистемы (4) 

удалось построить дважды непрерывно диф-
ференцируемую при in

iz R∈  положительно 
определенную положительно однородную 
порядка 2iγ ≥  функцию Ляпунова ( )is iv z  та-

кую, что функция ( )( ) ( )
T

sis i
i i

i

v z F z
z

 ∂
 ∂ 

 отрица-

тельно определена.
Заметим, что если для некоторой подси-

стемы (4) построена указанная в  Предполо-
жении 3 функция ( )is iv z , то и функция ( )i

is iv zε  
будет удовлетворять тем же свойствам при 
любом 0iε >  таком, что 2i iε γ ≥ . Поэтому да-
лее без потери общности будем считать, что 

1i ihγ = + , 1,...,i m= , где 1,..., mh h  – постоян-
ные, указанные в Предположении 1.
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При выполнении Предположения 3 при 
всех in

iz R∈  будут справедливы неравенства 
(см. [12]):
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1 2 3 4,  ,  ,  s s s s
i i i ia a a a  – положительные по-

стоянные, зависящие, вообще говоря, от вы-
бранных функций ( )is iv z , 1,...,s N= , 

1,...,i m= .
Предположение 4. Для каждого значения 
{ }1,...,s N∈  система неравенств 
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имеет положительное решение.
Замечание 3. Условие существования при 

некотором { }1,...,s N∈  положительных по-
стоянных 1,..., mξ ξ , удовлетворяющих нера-
венствам (5), представляет собой известное 
условие Мартынюка – Оболенского (см. [13]) 
устойчивости соответствующей системы Ва-
жевского 
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Известно [14], что если выполнены Пред-
положения 1–4, то для любого { }1,...,s N∈  
можно подобрать такие положительные ко-
эффициенты ( ) ( )

1 ,...,s s
mλ λ ,  что функция
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будет удовлетворять требованиям теоремы 
Ляпунова об асимптотической устойчивости 
для соответствующей многосвязной системы  
обыкновенных дифференциальных уравнений
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Ну а тогда (см. [11]) функция (6) будет яв-
ляться функцией Ляпунова и для соответ-
ствующей системы (2). Следуя [11], нетрудно 
показать, что найдутся такие числа ( )

1 0sβ > , 
( )
2 0sβ > , 1,...,s N= , и 0 H H< < , что при 
( )x k H<  приращение функции (6) на реше-

ниях s -ой системы (2) ( { }1,...,s N∈ ) будет 
удовлетворять оценке
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Пусть { }1max ,..., Nρ ρ ρ= . Обозначим че-
рез A  множество таких индексов { }1,..., ,s N∈
для которых sρ ρ< . Зададим произвольное 

0b > . Тогда найдется 0 H H< <


, такое что 
при ( )x k H<



 приращение функции (6) на 
решениях s -ой системы (2) ( s A∈ ) будет 
удовлетворять оценке 1 ( ( ))s sV bV x kρ+∆ ≤ − . 
Значит, при любом { }1,...,s N∈  имеем

1 ( ( ))s sV V x kρα +∆ ≤ − ,                    (7)
если только ( )x k H<
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С помощью неравенств (7) можно полу-

чить оценки решений систем (2). Для этого 
достаточно применить следующий результат.

Лемма 1 [15]. Пусть для членов последова-
тельности { }kq  выполнены неравенства

10 k k kq q qλα+≤ ≤ − , 0,1,...k = ,
где 0,α >  1,λ >  0 0,q ≥  1

0 1.qλαλ − ≤  Тогда при 
всех 0,1,...k =  будет справедлива оценка
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Найдем такое 1c ≥ , что 

( ) ( )s jV z cV z≤                              (8)
при 1 ... mn nz R + +∈ , , 1,...,s j N= . Пусть h c ρ−= .

Обозначим через 1 2, ,...τ τ  моменты пере-
ключения в системе (1). Полагаем 

0 1 20 ...τ τ τ= < < < ; 1i i iT τ τ −= − , 1,2,...i = ; 

( ,1) 0nϕ = , 
1
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1,2,...n = .
Теорема 1. Пусть выполнены предположе-

ния 1–4. Тогда если 
( , )n qϕ → +∞  при q →+∞             (9)

для любого 1,2,...n = , то нулевое решение си-
стемы (1) асимптотически устойчиво. А в 
случае, когда предельное соотношение (9) вы-
полнено равномерно по отношению к 1,2,...,n =  
нулевое решение системы (1) равномерно 
асимптотически устойчиво.
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Доказательство. Используя частные 
функции Ляпунова 1( ),..., ( )NV z V z , построим 
составную функцию Ляпунова ( ) ( )kV zσ , соот-
ветствующую закону переключения ( )kσ .

Выберем произвольные 0 Hε< <


 и 0 0.k ≥  
Число ε  при этом возьмем настолько малым, 
чтобы при z ε<  выполнялись неравенства 

(1 ) ( ) 1sV zρα ρ+ ≤ , 1,...,s N= .
Рассмотрим решение ( )x k  системы (1), вы-

ходящее при 0k k=  из некоторой точки 0x , 
удовлетворяющей условиям 00 x ε< < . Ука-
жем такое натуральное число n , что 

1 0n nkτ τ− ≤ < . Применяя лемму 1 к неравен-
ствам (7), получаем, что если при 0 ,..., nk k τ=  
решение системы (1) остается в области 
z ε< , то при этих значениях k  будет спра-

ведливо соотношение
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Для каждого nk τ>  можно найти такое на-

туральное число q , что 1n q n qkτ τ+ − +< ≤ . От-
метим, что q →+∞  при k →+∞ . Тогда, снова 
применяя к соответствующим неравенствам 
(7) лемму 1, получаем с учетом (8), что если 
решение системы (1) до рассматриваемого 
момента k  не покидает область z ε< , то бу-
дут иметь место соотношения
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Дальнейшее доказательство аналогично 

доказательству теоремы 1 из [16].
Замечание 4. Если (1, )qϕ → +∞  при 

q →+∞ , то ( , )n qϕ → +∞  при q →+∞  при 
любом = 1,2,n  .

Следствие 1. Можно указать такое 0δ > , 
что для любого 0ε >  найдутся такие  1 0L >  
и 2 0,L >  что если 1,iT L≥  1,2,...,i =  то 

0 0( , , )x k x k ε<  при всех 0 0,k ≥  0 ,x δ<  
0 2.k k L≥ +

Замечание 5. Теорема 1 не позволяет най-
ти такое 1 0,L >  что при 1,iT L≥  1,2,...,i =  бу-
дет гарантироваться асимптотическая устой-
чивость нулевого решения системы (1). 

Однако, согласно следствию 1, значение 1L  
всегда можно подобрать таким образом, что 
при 1,iT L≥  1,2,...,i =  все решения рассма-
триваемой системы, начинающиеся в некото-
рой окрестности начала координат, спустя 
определенное время попадут в любую задан-
ную окрестность. Таким образом, в данном 
случае можно говорить о практической 
устойчивости [17].

4. ПРИМЕР

Предположим, что система (1) имеет вид
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где 1( )x k , 2 ( )x k , 3 ( )x k  – скалярные перемен-
ные; 2N = ; (1)

1 10c = , (1)
2 1c = , (1)

1 3µ = , (1)
2 5µ = , 

(1)
12 6α = , (1)

21 5 / 2α = ; (2)
1 1c = , (2)

2 10c = , (2)
1 5µ = , 

(2)
2 3µ = , (2)

12 5α = , (2)
21 3α = . 

Систему (10) можно представить как 
сложную систему, описывающую взаимодей-
ствие двух ( 2m = ) изолированных подсистем
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+ = − −
и

( )
2

3 3 3( 1) ( ) ( ).x k x k x k
σµ+ = −

Нетрудно проверить, что Предположения 
1 и 2 для такой сложной системы выполнены, 
причем можно взять 1 1h = , 2 3h = . Тогда 

1 2γ = , 2 4γ = . Положим
2 2

11 1 2 1 2( , ) 10v z z z z= + ,
2 2

12 1 2 1 2( , ) 10v z z z z= + ,
4

21 3 22 3 3( ) ( )v z v z z= = .
Тогда Предположения 3 и 4 также будут 

иметь место. С помощью численных расчетов 
легко убедиться, что функции Ляпунова (6) 
в рассматриваемом случае можно построить 
следующим образом:
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1 11 1 2 21 3( ) ( , ) ( )V z v z z v z= + ,

2 12 1 2 22 3( ) ( , ) ( )V z v z z v z= + .
В результате имеем 10c = , 1 1ρ = , 2 2ρ = , 
2ρ = , 1/100h = . Значит (см. теорему 1 и за-

мечание 4), для асимптотической устойчиво-
сти нулевого решения системы (10) достаточ-
но выполнения условия: 

1

1
1
100

q
i q

i
i

T
−

−
+

=

→ +∞∑  
при q →+∞ .

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследован некоторый класс су-
щественно нелинейных сложных систем с пе-
реключениями. Предполагалось, что подси-
стемы, составляющие сложную систему, при 
каждом режиме функционирования описы-
ваются однородными разностными уравне-
ниями и имеют асимптотически устойчивые 
нулевые решения, причем для каждой такой 
подсистемы построена своя функция Ляпу-
нова. Из этих частных функций Ляпунова 
конструировалась составная функция Ля-
пунова, зависящая от закона переключения, 
для всей сложной системы. В результате были 
получены условия на длины промежутков 
между последовательными моментами пере-
ключений, при выполнении которых нулевое 
решение исследуемой системы также являет-
ся асимптотически устойчивым.
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