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Аннотация. Рассмотрены вопросы приближенного решения системы случайных нелиней-
ных интегральных уравнений Вольтерра с нелинейными максимумами и  приближенного 
вычисления функционала качества при известном управлении. Поставленная задача сведе-
на к рассмотрению случайного управления, ограниченного по модулю вектором-констан-
той и с критерием нелинейного вида. Использован случай, когда переменные принимают 
натуральные значения. Задача заменяется с её дискретным аналогом. Для каждого набора 
заданной координаты и управления задача сведена к случайной системе суммарных урав-
нений с максимумами. Доказаны существование и единственность решения этой системы 
суммарных уравнений. При этом использован метод последовательных приближений в со-
четании его с методом сжимающих отображений. Получена оценка для допускаемой по-
грешности по состоянию приближенного решения суммарной задачи. Далее доказано, что 
последовательность дискретных управлений является минимизирующей последовательно-
стью для этой задачи. В качества примера рассматриваемой системы интегральных урав-
нений с максимумами составлена простейшая математическая модель производственного 
процесса компании, производящего n  видов продукции.
Ключевые слова: интегральное уравнение Вольтерра, с максимумами, оптимальное 
управление, случайное приближенное решение, математическая модель экономики.
Annotation. It is considered the questions of approximate solving the system of random 
nonlinear Volterra integral equations with nonlinear maxima and of approximate calculation 
of functionality of quality at known operating influences. This problem is reduced to study the 
random control bounded by a constant vector and with nonlinear criterion type. It is considered 
the case when the variables are integer values. The problem is changed to its discrete analog. 
For each set of given coordinate and controls the problem is reduced to a random system of 
summary equations with nonlinear delay. It is proved the existence and uniqueness of solution of 
this system of summary equations. It is used the method of successive approximations, combined 
it with the method of compressing maps. It is estimated the permissible error with respect to 
state of approximation solution of summary problem. Further it is proved that discrete control 
sequence is minimizing for the considering problem. As an example of considering system of 
integral equations with maxima it is constructed the simple mathematical model of the economy 
of manufacturing company, which is outputted n kind of production.
Keywords: Volterra integral equation, with maxima, optimal control, random approximate 
solution, mathematical model of economics.

ВВЕДЕНИЕ

Современные методы решения задач 
управления в значительной степени осно-

вываются на концепции оптимальности, что 
определяет широкое применение методов и 
алгоритмов теории оптимизации при про-
ектировании и совершенствовании систем 
управления. Многие задачи управления фор-
мулируются как конечномерные оптимиза-© Юлдашев Т. К.,  2015
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ционные задачи. К таким задачам относятся 
и задачи адаптивных систем управления. 

Теория оптимального управления для си-
стем с распределенными параметрами полу-
чила бурное развитие. К системам с распре-
деленными параметрами относятся задачи 
аэрогазодинамики, химических реакций, 
диффузии, фильтрации, процессов горения, 
нагрева и т. д. [1 – 7].

Разрабатываются эффективные числен-
ные методы и программные средства для 
решения задач динамики и управления. При 
приближенном решении задач оптимального 
управления используются широкий спектр 
разных методов (см., напр. [8–17]).

В данной работе рассматриваются вопро-
сы приближенного решения случайной зада-
чи оптимального управления для одной си-
стемы нелинейных интегральных уравнений 
со сложными максимумами и с нелинейным 
критерием оптимальности.  

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть случайный управляемый процесс 
на отрезке TD  описывается системой нели-
нейных интегральных уравнений вида
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2. ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛОГ ЗАДАЧИ 1

Вместо случайной системы нелинейных 
интегральных уравнений (1) рассмотрим её 
суммарный аналог
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( )kϑ∗  – решение задачи (3), (4) при извест-
ных управляющих воздействиях 

{ }0( ) : ( ) , ,ku k u u k M k D∗ ∗ ∗ ∗∈ ≤ ∈  что достав-
ляют минимум функционалу

1

0 0

1 1

[ ] , ( ), ( , ) ( ) .
k k

k k k
J u g k u k k

µ

µ ϑ µ
− −

= =

 
= Φ  

 
∑ ∑    (5)

В данной работе вместо задачи 1 будем 
рассматривать суммарную задачу 2.

3. ОДНОЗНАЧНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ 
СИСТЕМЫ СУММАРНЫХ УРАВНЕНИЙ (3)

В дальнейшем все соотношения понимаем 
в смысле почти наверное [18]. Обозначим че-
рез A  множество всех случайных величин .ω  
Очевидно, что ( ) 1.P A =  Для всех Aω∈  мы 
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используем следующие обозначения: 
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части (3) является сжимающим. Следователь-
но, система суммарных уравнений (3) при 
фиксированных значениях управления 

( , )u k ω  имеет единственное решение на мно-
жестве .kD  Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть выполняются условия 
теоремы 1. Тогда при фиксированных значе-
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Из последней оценки переходом к пределу 
при r →∞  следует справедливость (13). Тео-
рема доказана.

Пусть ( , )u k ω∗  оптимальное допустимое 
управление в задаче 2. Предполагается, что 
для этого оптимального управления справед-
лива следующая оценка
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rr

u k u k k

k

ω ω δ ω

δ ω

∗ ∗

→∞

− ≤

=
     (14)

Из (1), (5), (6) и (12) приходим к следую-
щим соотношениям:

{ }
0

1

1 2

( , ) ( , , ( , ) ,

max ( , ) ; , ( )),

k

k
k K k u

µ

ϑ ω µ µ ω

ϑ θ ω θ τ τ ξ µ

−
∗ ∗

=

∗ ∗ ∗

=

 ∈ 

∑
    (15)

где 
0

1

, ( , ), ( , ) ( , ) ,i i i
k

u H
µ

ν

τ τ µ µ ω µ ν ϑ ν ω
−

∗ ∗ ∗

=

 
=   

 
∑  

1,2,i =

( )

{ }
0

0 0

1

1

1 2

( , ) , , 0,1, 2, ,

( , ) ( , , ( , ),

max ( , ) ; , ( )),

k

r
k

r r r

k k r

k K k u
µ

ϑ ω ϕ ω

ϑ ω µ µ ω

ϑ θ ω θ τ τ ξ µ

∗

−
∗ ∗
+

=

∗ ∗ ∗


= =


 =



 ∈  

∑



(16)
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где 
0

1

, ( , ), ( , ) ( , ) ,ir i i r
k

u H
µ

ν

τ τ µ µ ω µ ν ϑ ν ω
−

∗ ∗ ∗

=

 
=   

 
∑

1,2,i =

1

0 0

1 1

[ ]

, ( , ), ( , ) ( , ) ,
k k

k k k

J u

g k u k k
µ

ω µ ϑ µ ω

∗

− −
∗ ∗

= =

=

 
= Φ  

 
∑ ∑

 (17)

1

0 0

1 1

[ ]

, ( , ), ( , ) ( , ) ,

r

k k

r
k k k

J u

g k u k k
µ

ω µ ϑ µ ω

∗

− −
∗ ∗

= =

=

 
= Φ  

 
∑ ∑

 (18)

1

0 0

1 1

[ ]

, ( , ), ( , ) ( , ) .

r r

k k

r r
k k k

J u

g k u k k
µ

ω µ ϑ µ ω

∗

− −
∗ ∗

= =

=

 
= Φ  

 
∑ ∑

 (19)

Теорема 4. Пусть выполняются условия 
теоремы 3. Если 

4 ,
( , , , ) ( )

u
g k u Lip L

ϑ
ϑ ω ω ∗ ∗

∗ ∗  ∈  
 

и выполняется условие (14), то имеет место 
следующее соотношение

lim [ ] [ ] 0.r rr
J u J u∗ ∗

→∞
− =             (20)

Доказательство. Формулы (11) и (13) в 
случае (15)–(18) выглядят так

lim ( , ) ( , ) 0,rr
k kϑ ω ϑ ω∗ ∗

→∞
− =         (21)

lim [ ] [ ] 0.rr
J u J u∗ ∗

→∞
− =             (22)

Рассмотрим оценку разности 
[ ] [ ].r r rJ u J u∗ ∗−  В силу условия теоремы, из 

(18) и (19) получаем
[ ] [ ]r r rJ u J u∗ ∗− ≤

(
)

4 ( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) .

r

r

L u k u k

k k

ω ω ω

ϑ ω ϑ ω

∗ ∗

∗ ∗

≤ − +

+ −
       (23)

С учетом (14) и (21) из (23) получаем, что 
справедливо соотношение

lim [ ] [ ] 0.r r rr
J u J u∗ ∗

→∞
− =             (24)

Так как
[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] ,

r r r

r r r

J u J u J u J u

J u J u

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

− ≤ − +

+ −
то, переходя к пределу при ,r →∞  с учетом 
(22) и (24) получаем (20). Теорема доказана.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Аналитическое решение задач оптималь-
ного управления процессами, описываемыми 
интегральными уравнениями с нелинейны-
ми  максимумами, очень сложно. Поэтому 
на практике используются приближенные 
методы построения программного и синте-
зирующего оптимального управления. В дан-
ной работе рассматриваются вопросы при-
ближенного решения задачи оптимального 
управления для одной нелинейной случайной 
системы интегральных уравнений Вольтерра 
с нелинейными максимумами и с нелиней-
ным критерием оптимальности.  При этом 
используются итерации (16) и (19). Доказы-
вается сходимость последовательности функ-
ционала качества (19). В качества примера 
для интегрального уравнения с максимумами 
(1) составляется математическая модель эко-
номики производственного предприятия.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Пример математической модели. Рассмо-
трим производственный процесс одной ком-
пании в условиях рыночных отношений. 
Пусть компания производит n  видов продук-
ции и ( )iu t  – объем i -й продукции компании, 
реализованной к моменту времени ,t  1, .i n=  
Её доход от реализации i -й продукции к дан-
ному моменту времени t  составляет

( ) ( ) ( ), 1, ,i i iy t p t u t i n= =                (25)

где ( )ip t  – рыночная цена реализации i -й 
продукции производимой компанией в мо-
мент времени .t

Из (25) видно, что если цена реализации 
продукции возрастает, то и доход предприя-
тия тоже возрастает к данному моменту вре-
мени .t  Но, повышение цены может отрица-
тельно отражаться в скорости дальнейшей 
реализации товара, производимой компанией.

Путем дифференцирования соотношения 
(25) по времени t  находим скорость реализа-
ции i -й продукции

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1, ,i i i i iy t p t u t p t u t i n′ ′ ′= + =    (26)
где ( )ip t′  – тенденция формирования ценоо-
бразования i -й продукции.
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Нас интересует случай, когда ( ) 0,iy t′ >  то 
есть с течением времени все больше и больше 
продукции реализуются. Из формулы (26) 
видно, что это зависит от тенденции формиро-
вания ценообразования ( )ip t′  и скорости вы-
пуска продукции ( ).iu t′  Но, ( )ip t′  определяется 
из равновесия спроса и предложения на i -ю 
продукцию на рынке к моменту времени .t

Скорость выпуска i -й продукции опреде-
ляется из следующего соотношения

( )( ) ( ) ( ) , 1, ,i i i iu t t z t t i nα τ′ = − =     (27)
где ( )iz t  – функция инвестиций, направлен-
ных на расширение производства i -й про-
дукции, ( )i tα  – коэффициент эффективности 
использования инвестиций, 0 ( ) 1,i tα< <  

00 ( ) .it t tτ< < <  Если функция запаздывания 
( )i tτ  меньше будет, то это способствует тому, 

что скорость выпуска i -й продукции больше 
становится. Если ( ) ,i t tτ =  то процесс инве-
стирования будет останавливаться. Очевид-
но, что запаздывание ( )i tτ  зависит от объема 
продукций ( )1 2( ) ( ), ( ), , ( )nu t u t u t u t=   и ско-
рости реализации производимых компанией 
продукций ( )1 2'( ) ( ), ( ), , ( )ny t y t y t y t′ ′ ′=   к мо-
менту времени ,t  то есть

( )( ) , ( ), '( ) , 1, .i it t u t y t i nτ τ= =
Тогда формула (27) приобретает вид

( )( )( ) ( ) , ( ), '( ) , 1, .i i i iu t t z t t u t y t i nα τ′ = − =  (28)
Величина инвестиций ( )iz t  является ча-

стью дохода
( ) ( ) ( ), 1, ,i i iz t q t y t i n= =             (29)

где ( )iq t  – доля прибыли в составе дохода от 
реализации i -й продукции, 0 ( ) 1.iq t< <  Ве-
личина ( )iq t  характеризует рентабельность 
производства i -й продукции.

Подставляя (29) в (28), получаем
( )( )

( )( )
( ) ( ) , ( ), '( )

, ( ), '( ) , 1, .
i i i i

i i

u t t q t t u t y t

y t t u t y t i n

α τ

τ

′ = − ×

× − =
  (30)

Из формулы (30) следует, что величина 
скорости выпуска i -й продукции ( )iu t′  взаи-
мосвязана с величиной рентабельности про-
изводства этой продукции. Запаздывание iτ  
характеризуется величиной продукций, нако-
пленных в складах компании, и скоростью 
выпуска продукций к данному моменту вре-
мени .t

Подстановка (30) в (26) дает нам следую-
щую систему дифференциальных уравнений

( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) , ( ), '( )

, ( ), '( ) ,

i i i

i i i i

i i

y t p t u t

p t t q t t u t y t

y t t u t y t

α τ

τ

′ ′= +

+ − ×

× −

     (31)

где 0 ( ) 1iq t< <  – известные функции, ( )iy t  – 
неизвестная функция, ( )iu t  – функция управ-
ления, ( ) 0, ( ), '( ) ,it t u t y t tτ η− ≥ −  0 ,constη< =  

1, .i n=
Рассмотрим вопрос о максимизации дохо-

да предприятия от реализации его продукции 
на отрезке времени ( ), ( ), '( ) ; .t t u t y t tτ−    
В этом случае дифференциальное уравнение 
(31) принимает вид

( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )

max ( ): , ( ), '( ) ;
i i i i

i i

y t p t u t t

q t t u t y t t

β

θ θ τ

′ ′= + ×

× ∈ − ×  

( ){ }max ( ): , ( ), '( ) ; ,i iy t t u t y t tθ θ τ× ∈ −    (32)

1, ,i n=
где ( ) ( ) ( ),i i it p t tβ α=  0 ( ) 1.i tβ< <

В системе дифференциальных уравнений 
(32) учтем фактор внешнего воздействия 

( ).if t  Отметим, что фактор внешнего воздей-
ствия чаще всего зависит от дохода самой 
компании. Если учтем случайных внешних 
факторов, то система дифференциальных 
уравнений (32) приобретает вид

( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )

max ( ): , ( ), '( ) ;
i i i i

i i

y t p t u t t

q t t u t y t t

β

θ θ τ

′ ′= + ×

× ∈ − ×  

( ){ }max ( ): , ( ), '( ) ;

( , ( ), ( )), 1, ,

i i

i

y t t u t y t t

f t y t t i n

θ θ τ

ξ

× ∈ − +  

+ =
 (33)

где ( )tξ  – случайный процесс с непрерывны-
ми траекториями в .nR

Систему дифференциальных уравнений 
(33) будем рассматривать при начальном ус-
ловии  ( ) ( ),i iy t tϕ′ =  [ ]0; ,t tη∈ −  0 ,constη< =  

1, .i n=
На большом временном отрезке 

( ), ( ), '( ) ;it t u t y t tτ−    максимизировать до-
ход компании очень сложно. Поэтому этот 
вопрос решается путем минимизации функ-
ции запаздывания ( ), ( ), '( ) ,i t u t y tτ  управляя 
объемом продукции на отрезке времени .TD
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Примем обозначение ( ) ( ).i iy t tϑ′ =  Тогда с 
учетом начального условия имеем

0

0( ) ( ) ( ) , 1, .
t

i i i
t

y t t s ds i nϕ ϑ= + =∫
В этом случае система дифференциальных 

уравнений (33) принимает вид системы инте-
гральных уравнений Вольтерра

( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )

max ( ): , ( ), '( ) ;
i i i i

i i

t p t u t t

q t t u t y t t

ϑ β

θ θ τ

′= + ×

× ∈ − ×  

[

( )
0

0( ) max{ ( ):

, ( ), ( ) ; } ]

t

i i
t

i

t

s s u s s s ds

ϕ ϑ θ

θ τ ϑ

× +

∈ − +  

∫

0

0, ( ) ( ) , ( )
t

i i i
t

f t t s ds tϕ ϑ ξ
 

+ +  
 

∫
с условием ( ) ( ),i it tϑ ϕ=  [ ]0; ,t tη∈ −  1, .i n=
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