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Аннотация. Предлагается теоретически обоснованный подход к применению процедуры 
коллективного выбора Терстоуна-Мостеллера в методе экстраполяции экспертных оце-
нок при экспертном ранжировании обучающей выборки на разностно-классификацион-
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Методы экспертных оценок (ЭО) – это 
способы организации работы со специали-
стами-экспертами и обработки их мнений, 
выраженных в количественной и/или каче-
ственной форме с целью подготовки инфор-
мации для лица, принимающего решение 
(ЛПР). При анализе мнений экспертов при-
меняются разнообразные статистические 
методы, одной из важнейших целей которых 
является преобразование мнения отдельных 
членов экспертной группы, вообще говоря, 
несовпадающие, в некий единый коллек-
тивный выбор. В работе [1] было проведено 
сравнение четырёх известных процедур по-
строения коллективных экспертных оценок 
по их вероятностным характеристикам: 

1) процедура Борда [2]; 
2) процедура Терстоуна-Мостеллера [3]; 
3) метод экстраполяции экспертных оце-

нок (МЭЭО) [4];
4) МЭЭО, использующий метод макси-

мального правдоподобия (МЭЭО-ММП) [5].

Каждая процедура позволяет получить 
численные оценки полезностей сравнивае-
мых альтернатив, используя результаты их 
экспертного сравнения на порядковой шкале. 

Анализ показал, что процедуры 2) и 4) 
по большинству характеристик превосхо-
дят остальные и показывают примерно оди-
наковые результаты. Преимущество МЭЭО 
состоит в том, что помимо порядковой шка-
лы процедура МЭЭО-ММП допускает также 
использование более сильной шкалы [6, 7], 
которую авторы назвали лингвистической. 
(Поскольку это название может навести на не-
верную мысль об использовании лингвисти-
ческой переменной Л. А. Заде, то в дальнейшем 
будем называть её разностно-классификацион-
ной или РК-шкалой). Её применение позволяет 
значительно повысить точность статистиче-
ских оценок и состоит в следующем. 

Пусть для пары альтернатив 1 2( , )A A  экс-
перт способен оценить величину разности в 
их полезности. На основании такой оценки 
пара должна быть отнесена к одному из клас-
сов  0 1, , , ,sQ Q Q  каждый из которых харак-
теризуется определенной степенью различия 
в полезности 1A  и 2.A  Например, принадлеж-
ность ( )1 2 0,A A Q∈  будем соотносить с ситуа-© Бугаев Ю. В., Шурупова И. Ю., Бабаян М. К., 2015
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цией неразличимости по полезности 1A  и 2.A  
Следующий класс 1Q  соответствует уровню 
«малое» превосходство 1A  над 2A  и т. д. по 
порядку возрастания силы превосходства. 
Более подробное описание использования 
РК-шкалы в процедуре МЭЭО-ММП приве-
дено в [6, 7].

Поскольку с вычислительной точки зре-
ния процедура Терстоуна-Мостеллера значи-
тельно проще, чем МЭЭО-ММП, то представ-
ляется важным разработка для неё способа 
использования РК-шкалы. 

Напомним, что процедура Терстоуна-Мо-
стеллера в традиционном виде [11] представ-
ляет собой частный случай линейной модели 
парных сравнений. В рамках этой модели ка-
ждому из N  экспертов предъявляются пары 
альтернатив ( , )i jA A  из исходной выборки, 
состоящей из m  вариантов (1 ).i j m≤ < ≤  
Эксперт для каждой пары должен определить 
лучшую, по его мнению, альтернативу: либо 

,i jA A  либо .j iA A  Предполагается, что 
каждая альтернатива iA  ( 1, , ),i m=   обладает 
«истинной полезностью» ,iw  а эксперт спосо-
бен дать лишь некоторую её оценку ,iy  кото-
рая, вообще говоря, отличается от iw  и при-
нимается за случайную величину. Таким 
образом, по мнению эксперта, iA  превосхо-
дит jA  ( i jA A ) в том случае, если ,i jy y>  
( , 1, ,i j m=  ). Также имеет место допущение, 
что вероятность предпочтения 

( ) ( 0)i j ij i jP A A P y yπ= = − >  зависит от 
численного значения разности .i jy y−  Набор 

,ijπ  удовлетворяет линейной модели, если су-
ществует набор действительных чисел iw , та-
ких, что  ( ),ij i jH w wπ = −  где  ( )H x  – симме-
тричная относительно нуля функция 
распределения непрерывной случайной вели-
чины, монотонно возрастающая от ( ) 0H −∞ =  
до ( ) 1H +∞ =  и ( ) 1 ( ).H x H x− = −

Процедура Терстоуна-Мостеллера осно-
вана на допущении, что экспертная оценка 
полезности i -ой альтернативы имеет нор-
мальное распределение 2~ ( , ).i iy N w σ

Метод поиска оценок для «истинных по-
лезностей» ,iw  предложенный Ноезе, исполь-
зует дополнительное условие: 

1
0

m

i
i

w
=

=∑  и со-
стоит в следующем:

1) определяются экспериментальные ве-
роятности парных предпочтений по следую-
щей формуле:

,ij
ijp

N
α

=

где ijα  – число случаев, когда эксперт предпо-
чел ,i jA A  ij ji Nα α+ =  ( , 1, ,i j m i j= ≠ ).

2) значения вероятностей 0i jp =  и 1i jp =  
заменяются на 1/ (2 )i jp n=  и 1 1/ (2 )i jp n= −  
соответственно, и вычисляются

1( ),ij ijd H p−=
где 1( )ijH p−  – функция, обратная функции 
нормального распределения.

3) по методу наименьших квадратов про-
изводится минимизация по ,iw  ( 1,i m= ) ве-
личины

2
( )

t

ij i j
i j

S d w w
≠

 = − − ∑  при условии, что

 
1

0.
m

i
i

w
=

=∑                                (1)

Проблема применения разностно-клас-
сификационной шкалы состоит в том, что в 
процедуре Терстоуна-Мостеллера экспери-
ментальная вероятность выполнения каждо-
го предпочтения вычисляется по частоте его 
встречаемости в экспертных упорядочениях. 
При ранжировании на РК-шкале предпочте-
ния имеют более сложную структуру, чем на 
порядковой шкале и, вследствие этого, они 
более разнообразны. Поэтому некоторые из 
них встречаются в явном виде в одних упо-
рядочениях и не встречаются в других. Одна-
ко их выполнение может следовать из других 
явно присутствующих предпочтений.

Пример 1. Пусть два эксперта предложи-
ли следующие варианты упорядочения: 

1) 1 2 1 2 3 1 3 4 1( , ) ; ( , ) ; ( , ) .A A Q A A Q A A Q∈ ∈ ∈

2) 1 2 1 2 3 0 3 4 1( , ) ; ( , ) ; ( , ) .A A Q A A Q A A Q∈ ∈ ∈
В соответствии с принципом примене-

ния РК-шкалы [7] этим упорядочениям будут 
соответствовать следующие системы нера-
венств:

1) 
1 2

2 3

3 4

0
0.
0

w w
w w
w w

− ≥
 − ≥
 − ≥
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2) 

1 2

3 4

1 2 2 3

3 2 1 2

3 4 2 3

3 2 3 4

0
0

,

w w
w w
w w w w
w w w w
w w w w
w w w w

− ≥
 − ≥
 − ≥ −
 − ≤ −
 − ≥ −


− ≤ −
где iw  – полезность альтернативы .iA  Теперь 
надо подобрать такие значения ,iw  при кото-
рых теоретические вероятности выполнения 
этих неравенств будут близки к экспертным 
значениям.

После преобразования всех неравенств к 
виду 0≥  им будут соответствовать систе-
мы неравенств ( ) 0,rC w ≥  где ( ) ,rC  1,2r =  – 
структурные матрицы:

(1)

1 1 0 0
0 1 1 0 ;
0 0 1 1

C
− 

 = − 
 − 

 

(2)

1 1 0 0
0 0 1 1
1 2 1 0

.
1 0 1 0
0 1 2 1
0 1 0 1

C

− 
 − 
 −

=  
− 

 − −
  − 

Видно, что строки матрицы (2)C  с номера-
ми 1 и 2 есть в обеих матрицах, значит, оце-
ненная вероятность каждого из неравенств 

1 2 0w w− ≥  и 3 4 0w w− ≥  будет равна 1. Но, 
например, строка номер 4 матрицы (2) ,C  со-
ответствующая неравенству 1 3 0,w w− ≥  от-
сутствует в матрице (1) .C  Следовательно, ве-
роятность выполнения соответствующего 
неравенства формально должна быть равна 
0.5. Однако неравенство 1 3 0w w− ≥  является 
следствием двух неравенств 1 2 0w w− ≥  и 

2 3 0w w− ≥  из первого упорядочения, т.к. по-
лучается из них сложением. Поэтому строка 
номер 4 из (2)C  неявно присутствует и в (1) ,C  
т. е. экспериментальная вероятность выполне-
ния этого неравенства на самом деле равна 1.

Следовательно, для корректного приме-
нения процедуры Терстоуна-Мостеллера при 
использовании РК-шкалы, необходимо раз-

работать способ учёта подобных «скрытых» 
результатов экспертного упорядочения.

Пусть имеем систему линейных однород-
ных неравенств

( )( ) 0, 1,..., ,k Ta x k m≥ =               (2)
и линейное однородное неравенство

0,Tb x ≥    ( )( , , )k nx b a E∈             (3)
Определение 1. Будем говорить, что нера-

венство (3) следует из системы (2), если лю-
бое решение x  системы (2) удовлетворяет 
также и неравенству (3). 

Теорема 1. Для того чтобы неравенство 
(3) следовало из системы (2) необходимо и 
достаточно, чтобы существовали такие числа 

0,kτ ≥  что
( )

1
,

m
k

k
k

b aτ
=

=∑                       (4)

Достаточность с очевидностью вытекает 
из правила сложения неравенств одного типа.

Для доказательства необходимости вос-
пользуемся следующими сведениями из [8].

Определение 2. Пусть K  – выпуклый ко-
нус. Множество векторов

{ }| 0TK b x K b x∗ = ∈ ⇒ ≥
называется конусом, сопряжённым с K .

Теорема (Теорема 4.9 [8, стр. 47]). Если 
многогранный конус K  задан системой ли-
нейных неравенств (2), то сопряжённый ему 
конус K ∗  состоит из элементов ,b  определяе-
мых выражением (4).

Доказательство необходимости в теоре-
ме 1. Пусть для любого nx E∈  из (1) следует 
(2). Покажем, что существуют соответствую-
щие числа 0.kτ ≥

Система неравенств (2) определяет выпу-
клый конус K . Тогда по определению .b K ∗∈  
Отсюда, по теореме 4.9, имеет место пред-
ставление (4), что и требовалось доказать.

Теорема 2. Для n -мерной случайной ве-
личины ,ξ  нормально распределённой с па-
раметрами 2( , ),w Iσ  вероятность выполне-
ния неравенства 0,Ta ξ ≥  na E∈  равна 

,
Ta wU

aσ
 
  
 

 где ( )U x  – интеграл вероятно-

сти, z  – евклидова норма вектора .z
Доказательство. Сделаем замену пере-

менных:

Применение процедуры Терстоуна-Мостеллера в экстраполяции экспертных оценок
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1 2 3

0 1 0 0
.0 0 1 0

0 0 0 0 1

na a a a

Aη ξ ξ

 
 
 
 = ⋅ ≡
 
 
  









По известной теореме [9] в результате та-
кой замены получим случайный вектор ,η  
имеющий нормальное распределение с пара-
метрами 2( , ).TAw AAσ  Тогда вероятность не-
равенства 0Ta ξ ≥  будет, очевидно, равна ве-
роятности 1 0,η ≥  которая вычисляется по 
формуле

1 1
0

( 0) ( ) ,P f t dtη
+∞

≥ = ∫
где 1( )f t  – частная плотность распределения 
случайной величины 1,η  которая, согласно 
той же теореме [9], является плотностью нор-
мальной случайной величины с параметрами 

2( , ).T Ta w a aσ  Поскольку 2 2( ) ,Ta a aσ σ= ⋅  
то 

1( 0) ( 0) ,
T

T a wP P a U
a

η ξ
σ
 

≥ = ≥ =   
 

     (5)

что и требовалось доказать.

2. ОПИСАНИЕ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ

Из доказанных выше утверждений можно 
сделать следующие выводы.

1. Пусть имеем систему неравенств вида 
(1). Тогда для проверки того, следует ли како-
е-либо неравенство вида (3) из этой системы, 
надо проверить существование таких чисел 

0,kτ ≥  при которых выполняется равенство 
(4). Это можно сделать, например, посред-
ством поиска допустимого решения следую-
щей задачи линейного программирования 
(ЛП): minTc τ →  при условии ( )

1
,

m
k

k
k

b aτ
=

=∑  

0,kτ ≥  где nc E∈  – произвольный вектор. По-
скольку при проведении экспертного ранжи-
рования объём обучающей выборки невелик, 
не более 9, то соответствующая задача ЛП 
имеет небольшую размерность и её решение 
не представляет сложности.

2. При использовании РК-шкалы эксперт-
ные предпочтения определяются выполнени-
ем соответствующих неравенств из системы 

( ) 0,rC w ≥  а для определения теоретической 
вероятности выполнения этих неравенств 
можно воспользоваться формулой (5).

3. При определении вероятностей i jp  экс-
пертных предпочтений на порядковой шкале 
всегда можно выяснить следует ли из предпо-
чтения эксперта определённое неравенство 
или нет. Например, если из двух экспертов 
один указал предпочтение 1 2 ,A A  а второй – 
нет, это означает, что, по мнению второго, вы-
полняется противоположное неравенство 

2 1.A A  При использовании же РК-шкалы 
такое правило «исключённого третьего» не 
действует.

Так, в примере 1 строка номер 6 структур-
ной матрицы второго эксперта соответствует 
неравенству 2 4 0.w w− ≥  У первого эксперта 
такое неравенство явно не присутствует, но 
оно следует из имеющихся неравенств 

2 3 0w w− ≥  и 3 4 0.w w− ≥  Следовательно, оба 
эксперта считают верным предпочтение 

2 4.A A  Что же касается неравенства 
1 2 32 0,w w w− + ≥  присутствующего у второго 

эксперта, то невозможно определить – согла-
сен с ним первый эксперт или отвергает его, т. 
к. из имеющихся предпочтений не следует ни 
это неравенство, ни противоположное.

Отсюда имеем следующий алгоритм.
1) Генерируем все возможные неравенства 

вида
( ) ( )i j k pw w w w− ≥ −  и ( ),i j k pw w w w− ≤ −

( ; ; ( , ) ( , ));i j k p i j k p< < ≠
обозначим полученную матрицу коэффици-
ентов T . 

2) Строим матрицы ( )rC  – матрицы пред-
почтений каждого r -го эксперта.

3) Для каждой u -й строки uT< >  матрицы 
T  и каждой матрицы ( )rC  проверяем, суще-
ствуют ли представления 

( )( ) , 0r T
u kT Cτ τ< > = ≥                       (6)

и
 ( )( ) , 0.r T

u kT Cτ τ< >− = ≥                     (7)
Если существует представление (6), то 

увеличиваем на 1 счетчик uSH  строки uT< >  и 
счётчик uSP  числа выполнений неравенств с 
этой строкой. Если существует представле-
ние (7), то увеличиваем на 1 только .uSH  Если 
не выполняется ни (6) ни (7), то u -ю строчку 
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исключаем из рассмотрения, поскольку дан-
ные о ней недостоверны.

4) Вероятность выполнения неравенства, 
реализованного каждой u -й строкой матри-
цы ,T  определяется как / .u u uP SP SH=

5) Подставляем найденные экспертные ве-
роятности, для которых 0uSH ≠  в целевую 
функцию и минимизируем её.

Метод, предложенный Л. Терстоуном, ос-
нован на линеаризации каждой разности в 
скобках выражения 

2

, 1 2

m
i j

ij
i j j

w w
G p U

≠ =

 −  
= −  

  
∑        (8)

и приведении целевой функции (8) к виду 
(1). Как известно [10], подобный подход при-
водит к значительной потере точности. Одна-
ко не стоит забывать, что статья [11] с описа-
нием метода увидела свет в 1927 году во 
времена отсутствия даже примитивных ком-
пьютеров, и предложенный способ оптимиза-
ции был вынужденной мерой. В то же время, 
как показывают численные эксперименты, 
даже при использовании современных мате-
матических пакетов не всегда удаётся найти 
минимум функции (8) ввиду её плохой обу-
словленности при наличии 1i jp = ( 0i jp = ). 
Поэтому предлагается воспользоваться взве-
шенным МНК, описанным в [10].

Суть метода состоит в использовании 
специально подобранных весовых коэффи-
циентов. Предположим, что уравнение, свя-
зывающее вход и выход исследуемого объек-
та, нелинейно по параметрам, т. е. имеет вид:

( , ).y F x b=                             (9)
Решением (вектором коэффициентов) за-

дачи среднеквадратичной  аппроксимации 
при нелинейной модели (9) будем считать то 
значение вектора ,kb E∈  для которого сумма 
квадратов отклонений

2( ) ( ( , ) )i ib F x b yΨ = −∑
принимает минимальное значение. В некото-
рых случаях уравнение (9) можно преобразо-
вать к линейному виду:

1 1( ) ( ( , )) ( ) ( ).k kg y g F x b b f x b f x= = + +  (10)
Введя новую переменную ( ),z g y=  полу-

чаем обычный МНК.

При наличии ошибок в исходных данных 
преобразование (10) обычно приводит к по-
тере точности, т. к. минимизация проводится 
уже преобразованной суммы квадратов, чьё 
оптимальное значение не соответствует ми-
нимуму ( ).bΨ  Расхождение между истинным 
значением функции и её аппроксимацией, по-
лученной в результате линеаризации, можно 
значительно уменьшить с помощью введения 
соответствующих весов iρ  для эксперимен-
тальных точек, т. е. минимизировать сумму:

~
2 2( ) ( ( ( , )) ( )) .i i ib g F x b g yρΨ = −∑    (11)

где 1
'( )i

ig y
ρ =  [10].

Для модели Терстоуна-Мостеллера ,y p=  
1( ) ( ).i j i jg p H p−=  Выражение для ( )g y′  най-

дём по известной формуле производной об-
ратной функции.

Пусть ( ) xf x U
s

 =  
 

 и 1( ) ( ).g y f y−=  Име-

ем 
2/ 1

21( ) ,
2

x s
t

f x e dt
π

−

−∞

= ∫  
21

21( ) .
2

x
sf x e

s π

 −  
 ′ =  

Тогда 1( )
( )

g y
f x

′ =
′

 в точке ( ).y f x=  Найдём 

соответствующее значение 
1 1( ) ( ) .x f y U y s− −= = ⋅

Отсюда ( )211 ( )
2( ) 2 ,

U y
g y s eπ

−

′ =  где 2.s =  
Значение 1( )t U y−=  можно вычислить с по-
мощью соответствующей встроенной функ-
ции, имеющейся во многих математических 
пакетах. Например, в MathCad можно вос-
пользоваться оператором : ( , 0, 1).t qnorm y=

Соответствующие значения подставляем 
в формулу (11) и производим минимизацию 
полученного выражения. 

Численные эксперименты показали, что 
ещё более точный результат можно получить, 
если воспользоваться нелинейным МНК, а 
решение, найденное посредством взвешенно-
го МНК использовать в качестве начального 
приближения.

Пример 2. Пусть имеем 4 альтернативы и 
10 экспертов. Пять из них упорядочили аль-
тернативы на РК-шкале в соответствии с пер-
вым вариантом упорядочения примера 1, а 
пять – в соответствии со вторым вариантом. 
Матрица ,T  соответствующая возможным 
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исходам ранжирования четырёх альтернатив 
на РК-шкале имеет вид

1 1 1 0 0 0 2 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0 1 1 2 2 1 1 0 1 1 0 1 0 2 1 1

0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 2 1 2 0 1 1 2 1
0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 2 2 1 1 2

TT

 
 − − − − − − − =
 − − − − − − − − − −
 

− − − − − − − − − − − 
Проверка соотношений (6) и (7) для строк 

матрицы T  показала, что с вероятностями 1 
выполняются неравенства, соответствующие 
строкам 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 11, 13, 15, 17, 18, 21.

В результате применения метода линеари-
зации были получены следующие оценки по-
лезностей (1.5263; 0; 0; – 1.5263). Рассчитан-
ные при этих оценках вероятности оказались 
равными (0.86; 0.86; 0.985; 0.86; 0.86; 0.894; 
0.969; 0.937; 0.969; 0.937; 0.969; 0.969; 0.894). 
Эти значения далеки как от исходных значе-
ний 1, так и от 0.95, полученных в процессе 
линеаризации. 

При использовании нелинейного МНК, 
в котором начальные приближения находи-
лись с использованием взвешенного МНК, 
получились следующие оценки полезностей 
(4.8193; 0,1009; – 0,4246; –4.4956) и расчётные 
вероятности (1; 1; 1; 0.999; 0.998; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 
1; 1), что хорошо коррелирует с экспертными 
вероятностями.
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