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Аннотация. В работе обосновываются модель составления расписаний обработки дан-
ных в конвейерных системах и метод построения статических расписаний, использую-
щий жадный подход к оптимизации.
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ВВЕДЕНИЕ

Современные способы повышения произ-
водительности выполнения программ при 
обработке данных связаны с использованием 
вычислительных кластеров и распределен-
ных вычислительных систем – GRID-систем. 
Повышение производительности выполне-
ния программ связано с их параллельной реа-
лизацией в составе кластера, либо с распреде-
ленным выполнением в GRID-системах. 
Одним из возможных способов повышения 
производительности выполнения программ 
обработки данных в составе кластера является 
их (программ) конвейеризация. То есть обра-
ботка данных соответствующими им програм-
мами осуществляется в составе программного 
макроконвейера. Конвейеризированное вы-
полнение программ (обработка данных) со-
ответствует классу программных систем 
МПОД [1] (много программ – одни данные), 
что предполагает организацию обработки од-
ного потока данных последовательностью 
программ (последовательностью фрагментов 
программ) – реализацию программного кон-

вейера. Развитие идей конвейеризации вы-
полнения программ предполагает обработку 
потоков данных различных типов (в общем 
случае n  типов) соответствующими каждому 
из этих типов данных программами при реа-
лизации последовательного обмена данными 
между вычислительными сегментами про-
граммного конвейера (обмен данными между 
программами выполняется только после 
окончания их обработки на сегментах кон-
вейера).

Конвейеризация программ предполагает 
их разделение на фрагменты, каждый из ко-
торых закреплен для выполнения за соответ-
ствующим сегментом конвейера (вычисли-
тельным устройством, обрабатывающим 
прибором). Введем в рассмотрение следую-
щие обозначения: i  – номер множества одно-
типных данных, характеризующих одинако-
вые объекты, которые должны быть 
обработаны в системе, I  – множество всех 
данных, которые будут обработаны в вычис-
лительной системе, n  – количество множеств 
данных, тогда 1,i n= ), in  – количество эле-
ментов в множестве однотипных данных, ха-
рактеризуемых индексом i  (множество со-
держит данные об in  одинаковых объектах). © Кротов К. B., 2015
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Данные, входящие в некоторое i -е множе-
ство, обрабатываются соответствующей им 
программой. Индекс i  соответствует про-
грамме, выполняемой в составе конвейера, 
обрабатывающей данные i -го типа (соответ-
ствует типу выполняемой в составе конвейе-
ра программы, обрабатывающей данные i -го 
типа). Однократное выполнение конвейери-
зированной программы i -го типа обеспечи-
вает обработку одного элемента множества 
данных i -го типа. Если множество данных 
i -го типа содержит in  элементов, то обраба-
тывающая эти данные программа должна 
быть выполнена в конвейерной системе in  
число раз. Цель функционирования конвей-
ерной системы в этом случае состоит в обра-
ботке поступающих на ее вход данных выпол-
няющимися в системе конвейеризированными 
программами. При этом предполагается, что 
программы, выполняющие обработку дан-
ных, находятся в оперативной памяти каждо-
го из сегментов конвейера (загружены в опе-
ративную память вычислительных устройств 
кластера). Тогда управление вычислительным 
процессом в конвейерных системах предпо-
лагает определение порядка запуска про-
грамм обработки данных на выполнение. 
Так как объемы вычислений на каждом сег-
менте различны, являются различными дли-
тельности выполнения программ на соот-
ветствующих сегментах, тогда может быть 
сформировано расписание выполнения кон-
вейеризированных программ обработки со-
ответствующих данных, представляющее со-
бой порядок запуска программ на выполнение. 
Определение подхода по конвейеризации об-
работки данных выполняющимися в много-
стадийных системах программами рассма-
тривается в [2–4].

Постановка задачи управления вычисли-
тельным процессом, рассматриваемой в дан-
ной работе, предполагает, что при 1in =  
( 1,i n= ) реализуется обработка единичных 
данных (однократный запуск на выполнение  
соответствующих программ), для действий с 
которыми должно быть сформировано рас-
писание выполнения программ.

АНАЛИЗ ПУБЛИКАЦИЙ

Современные методы теории расписаний 
позволяют формировать статические распи-
сания обработки единичных данных разных 
типов при заданном количестве приборов в 
многостадийных обрабатывающих системах 
(в конвейерных системах) с использованием 
различных критериев определения эффек-
тивных решений. В работах [5–7] и [9] выпол-
няется решение классических задач теории 
расписаний обработки единичных данных 
для одного либо нескольких сегментов кон-
вейера при различных видах критериев оп-
тимизации и наличии ограничений на ди-
рективные сроки окончания обслуживания. 
При этом развиваются как точные (ветвей 
и границ, ветвей и отсечений), так и при-
ближенные методы получения расписаний 
выполнения программ обработки данных. 
В работе [8] выполняется решение задач те-
ории расписаний без наличия ограничений 
на порядок выполнения операций с данны-
ми, предполагающих произвольный маршрут 
обработки. При этом развиваются точные 
методы построения расписаний обработки 
единичных данных для ограниченного числа 
приборов (2–4 прибора) – метод ветвей и гра-
ниц, а также приближенные методы – приме-
нение генетических алгоритмов к решению 
задач теории расписаний. В конечном итоге 
работа [8] посвящена решению статических 
задач размещения обрабатываемых единич-
ных данных на обрабатывающих приборах в 
многостадийной системе. Применению эври-
стических и приближенных методов посвя-
щены также работы [10–11], в которых иссле-
дуются задачи формирования статических 
расписаний обработки единичных данных. 
Развитию классических постановок теории 
расписаний посвящены работы иностранных 
авторов (в частности, [12]). Решение задач 
групповой обработки (обработки данных в 
партиях) рассматривается в работе [13], одна-
ко рассматриваемые там методы построения 
расписаний предполагают формирование 
фиксированных партий данных (включаю-
щих все данные одного типа) при обработке 
на ограниченном количестве приборов. Ди-
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намические свойства формируемых распи-
саний, связанные с различными событиями, 
происходящими в системе, ни в одной из ана-
лизируемых работ не рассматриваются, также 
как не выполняется при построении расписа-
ний учет ресурсов самой системы, используе-
мых ею при обработке данных (о возможно-
сти реализации построения расписаний при 
многих критериях и о возможной иерархии 
критериев упоминается в работе [6]).

ПОСТАНОВКА ЦЕЛИ И ЗАДАЧ 
НАУЧНОГО ИССЛЕДОВАНИЯ

Цель работы состоит в совершенство-
вании методов построения расписаний об-
работки единичных данных в конвейерных 
системах. Совершенствование методов по-
строения расписаний обработки единичных 
данных связано учетом влияния возмуща-
ющих воздействий на ход вычислительного 
процесса, что предполагает формирование 
динамических расписаний, в которых по-
рядок выполнения программ должен быть 
изменен по сравнению со статическим рас-
писанием в зависимости от реализованного 
события в системе. Таким образом, основой 
для формирования динамических расписа-
ний, учитывающих происходящие в системе 
события, являются статические расписания 
выполнения программ обработки данных. 
Тогда для решения задачи разработки методов 
построения динамических расписаний долж-
на быть решена задача обоснования метода 
формирования статического расписания, мо-
дификация которого позволит формировать 
динамическое расписание. Для достижения 
поставленной цели в статье решается задача, 
связанная с обоснованием градиентного ме-
тода построения статических расписаний вы-
полнения программ обработки данных, реа-
лизующего «жадный» подход к определению 
эффективных решений. При этом доказыва-
ется возможность применения жадного алго-
ритма к построению статических расписаний 
обработки единичных данных. 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Рассматриваемая задача является задачей 
с полной информацией, т. е. все параметры, 
характеризующие обрабатываемые данные 
(типы данных, количество данных каждого 
типа, длительности обработки данных раз-
личных типов на приборах и т. д.) и функцио-
нирующую систему (количество обрабатыва-
ющих приборов, дисциплину обработки 
данных и т. д.) являются заданными. Если че-
рез i  обозначен идентификатор типа данных, 
обрабатываемых в системе, и, соответствен-
но, идентификатор типа программы, выпол-
няющей обработку этих данных, тогда через 

id  обозначен момент времени поступления в 
систему каждого i -го типа данных 
( 1,i n= ). Для всех программ моменты време-
ни их загрузки в систему и моменты посту-
пления данных на обработку одинаковы, при 
этом 0.id =  Обозначим через l  индекс обра-
батывающего прибора, входящего в состав 
многостадийной системы ( l -й сегмент кон-
вейерной системы), осуществляющего вы-
полнение l -й части программы в системе, 
при этом 1, ,l L=  где L  – общее количество 
сегментов конвейера. Каждым сегментом 
конвейерной системы выполняются вычисле-
ния, соответствующие назначенной для него 
части программы. Дисциплина обслужива-
ния выполняемых в системе программ пред-
полагает прохождение данными, которые они 
обрабатывают, всех сегментов конвейера, при 
этом если l -й прибор приступил к выполне-
нию i -й программы (к обработке данных i
-го типа), обработка не может быть прервана. 
Все обрабатывающие приборы конвейерной 
системы характеризуются равными и неиз-
менными во времени значениями производи-
тельности их работы. Выполнение на каждом 
l -м приборе назначенной ему части i -го про-
граммы характеризуется параметром дли-
тельности обработки данных на этом прибо-
ре, однозначно соответствующей объему 
выполняемых вычислений при интерпрета-
ции программного кода. В соответствии с вы-
полненными рассуждениями в рассмотрение 
введено множество N  типов данных 
( {1,2,.., },n=N  n  – количество типов дан-

К. B. Кротов
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ных), обработка которых реализуется в си-
стеме; т. к. в системе выполняется обработка 
единичных данных, то 1in =  (при 1,i n= ), т. е. 
для каждой из n  обрабатывающих программ 
будет выполнен однократный ее запуск на 
выполнение.

Расписание обработки единичных данных 
(запуска на выполнение программ) обозна-
чим как .π  Расписание обработки данных 
(выполнения программ) π  – это совокуп-
ность последовательностей lπ  запуска дан-
ных на обработку на каждом l -м сегменте 
конвейера ( 1,l L= ), оно имеет вид: 

1 2 3{ , , ,..., }.Lπ π π π π=  Порядки запуска на 
выполнение программ на разных приборах 
(в последовательностях  lπ  ( 1,l L= )) могут 
быть различны, тогда для формализации ви-
дов последовательностей lπ  расписания π  в 
рассмотрение введены матрицы ( )lP  
( 1,l L= ) порядков обработки данных на l-ых 
приборах в системе (порядков запуска обра-
батывающих программ на выполнение). Эле-
мент 1,l

ijp =  если данные i -го типа занимают 
в последовательности lπ  j -ю позицию, 

0l
ijp =  в противном случае, размеры матриц 

,n n×  где n  – количество типов данных.
Для формализации вида модели вычисли-

тельного процесса обработки данных (вы-
полнения программ) в конвейерной системе в 
рассмотрение введены следующие обозначе-
ния: l

it  – длительность интервала обработки 
данных i -го типа на l -м сегменте конвейера 
( 1,l L= ) соответствующая выполняющейся 
на нем программе; 0( )l

jit  – матрица моментов 
времени начала обработки данных i -го типа, 
занимающих в lπ  j -ю позицию. Так как пе-
ред началом обработки данных все выполня-
ющиеся программы уже загружены в опера-
тивную память сегментов конвейера и 
непосредственно при поступлении данных в 
момент времени 0id =  начинается их обра-
ботка, то длительности первоначальной на-
ладки сегментов конвейера на обработку дан-
ных i -ых типов не учитываются. Так как в 
системе выполняется обработка единичных 
данных, то длительности переналадки сег-
ментов с обработки данных i -го типа на об-
работку данных k -го типа могут быть вклю-
чены в интервалы l

it  обработки данных 

соответствующих i-ых типов ( 1,i n= ) на l-ых 
приборах системы ( 1,l L= ). Значения эле-
ментов матриц 01( )jit ( 1,l L= ) определяются в 
соответствии с видом матриц ( )lP  ( 1,l L= ) 
следующим образом: 0 0l

jit ≠  ддля элемента 
матрицы  0( ),l

jit  который соответствует 1.l
ijp =  

В случае, если 0,l
ijp =  то соответствующий 

элемент  0l
jit  матрицы 0( )l

jit  равен 0 ( 0 0l
jit = ).

Для первого сегмента конвейера элементы 
матрицы 01( )jit  определяются следующим об-
разом: 

01
1 0;it =  01 1 1

2 1
1

;
n

i h h
h

t t p
=

= ⋅∑  
2

01 1 1
3 ,

1 1
;

n

i h h j
j h

t t p
= =

= ⋅∑∑
3

01 1 1
4 ,

1 1

n

i h h j
j h

t t p
= =

= ⋅∑∑  и т. д.

Понятно, что 01
2 0it ≠  для того элемента ма-

трицы 0( ),l
jit  который соответствует 1

2 1.ip =  В 
случае, если 1

2 0,ip =  то соответствующий ему 
элемент матрицы 0( )l

jit  равен 0. В общем виде 
выражения для определения 01

jit  имеют следу-
ющую форму:

1
01 1 1

,
1 1

,
k n

ki h h j
j h

t t p
−

= =

= ⋅∑∑  при 1,k >           (1)

где k  – номер позиции данных i -го типа в 
последовательности 1.π

Для l -го прибора (при 1l ≠ ) элементы ма-
трицы 0( )l

jit  определяются выражениями 
вида:

а) первая строка (первая позиция для дан-
ных i -го типа, 1j = ):

0 1 0 1 1
1, ,

1
( ),

n
l l l l
i ih h i i

h
t p t t− − −

=

= ⋅ +∑                 (2)

где индекс i  типа данных определяется по ма-
трице ( )lP  ( 1,l L= ) как занимающих первую 
позицию в последовательности lπ  ( i -ый тип 
данных, обрабатываемых в позиции 1j =  на 
l -ом сегменте конвейера);

б) j -я строка ( 1j ≠ ) в матрице 0( )l
jit , 

( 2,l L= ) для данных i -го типа:
0 1 0 1 1

, ,
1

0
1, , 1

1

max ( );

( ) .

n
l l l l

ji i h h i i
h

n
l l l

j h h h j
h

t p t t

t t p

− − −

=

− −
=

= ⋅ +


+ ⋅ 


∑

∑
          (3)

Сформированные выражения (1)–(3) яв-
ляются моделью вычислительного процесса 
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обработки данных конвейеризированными 
программами в многостадийной системе, т. е. 
позволяют определять его временные харак-
теристики. Формируемые значения времен-
ных характеристик вычислительного процес-
са являются различными в зависимости от 
видов сформированных решений, которые 
представляются в форме: ( ) 0[ , ( ) | 1, ].l l

jit l L=P  
Для анализа эффективности получаемых ре-
шений должен быть сформирован критерий, 
учитывающий рассчитываемые с использова-
нием выражений (1)–(3) значения характери-
стик вычислительного процесса.

Особенностями алгоритма определения 
порядка обработки данных, используемого 
при построении решений (расписания вы-
полнения программ) и реализующего «жад-
ную» стратегию, являются:

1) добавление в конец сформированных 
на предыдущем ( 1)s − -ом шаге алгоритма по-
следовательностей выполнения программ 

( 1)l sπ −  программы i -го типа для обработки 
соответствующих ей данных;

2) определение эффективного местополо-
жения (позиции) рассматриваемой програм-
мы для i -го типа данных в формируемых по-
следовательностях на текущем s -ом шаге 
алгоритма ( );l sπ

3) вычисление и анализ градиентов целе-
вой функции после реализации каждого шага 
алгоритма, связанного с изменением положе-
ния в последовательностях  lπ  рассматривае-
мых данных данных на одну позицию ближе к 
ее началу;

4) в случае, если изменение положения 
данных рассматриваемого i-го типа  в каждой 
последовательности lπ  ( 1,l L= ) на одну по-
зицию ближе к их началу не приводит к 
уменьшению значения целевой функции, тог-
да реализуется изменение положения данных 
i-го типа одновременно в двух последователь-
ностях lπ  ( 1,l L= ), далее в трех последова-
тельностях и т. д.; таким образом для текуще-
го решения реализуется переход к более 
эффективному решению в рамках их окрест-
ностей с различными метриками (максималь-
ная метрика окрестности является заданной).

В соответствии с особенностями алгорит-
ма формирования расписаний обработки 

данных на некотором s -ом шаге выполняет-
ся решение отдельной подзадачи добавления 
и размещения в последовательностях lπ  
( 1,l L= ) данных одного i -го типа, при этом 
на последующих шагах алгоритма предпола-
гается решение подзадачи размещения в по-
следовательностях lπ  ( 1,l L= ) данных остав-
шихся ( )n i− -го типов. Таким образом, на 
s -ом шаге алгоритма выполняется жадный 
выбор по определению локально эффектив-
ного решения (по определению эффективных 
j -ых позиций в lπ  ( 1,l L= ) данных рассма-

триваемого i -го типа). На основе локально 
эффективного решения для данных i -го типа 
(представляющего собой порядок обработки 
данных всех типов, добавленных в lπ  на пред-
шествующих шагах алгоритма) формируется 
решение по определению позиций данных по-
следующих ( )n i− -го типов, при этом порядок 
обработки данных, полученный на предше-
ствующих шагах алгоритма не меняется. В 
итоге каждый последующий жадный выбор 
связан с добавлением в lπ  ( 1,l L= ) данных 
одного типа, определением их позиции в этих 
последовательностях; при этом решение по 
размещению данных рассматриваемого i -го 
типа формируется на основе локально эф-
фективных видов последовательностей, 
сформированных для данных предшествую-
щих ( 1)i − -го типа и порядок обработки дан-
ных этих типов в lπ  не изменяется.

При учете того, что на каждом s -ом шаге 
алгоритма в полученные ранее локально эф-
фективные последовательности lπ  добавляет-
ся одна программа обработки данных i -го 
типа, оценка эффективности видов последова-
тельностей выполняется для текущего количе-
ства программ в них. То есть не все программы 
одновременно находятся в последовательно-
стях ( )l sπ  ( 1,l L= ), а только их некоторое те-
кущее количество, последовательность кото-
рых оценивается. Оценка эффективности 
формируемых решений возможна с точки 
зрения внутренней и внешней целей функци-
онирования системы. Внешняя цель функци-
онирования системы определяет необходи-
мость обработки данных таким образом, 
чтобы общее время вычислительного процес-
са было минимальным. Минимизация про-
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стоев программ обработки данных в ожидании 
готовности сегментов конвейера гарантирует 
выполнение внешней цели системы (т. е. вы-
полнение внешней цели функционирования 
системы оценивается на основе анализа про-
стоев программ обработки данных). Вну-
тренняя цель функционирования системы 
определяет необходимость эффективного ис-
пользования ее оборудования, т. е. миними-
зацию его (оборудования) простоев. В качестве 
цели, которая учитывается при формировании 
вида критерия, рассматривается внутренняя 
цель функционирования системы. Для обосно-
вания вида критерия эффективности формиру-
емого решения выполнены следующие рассуж-
дения: 

1) при 0 0
1, , 1

1 1
( )

n n
l l l l l

ji ij j i i i j
i i

t p t t p− −
= =

⋅ > + ⋅∑ ∑  l -й 
сегмент конвейера ожидает готовность дан-
ных для их обработки в j -ой позиции в lπ   
(здесь рассматриваются позиции данных, а не 
их тип); тогда длительность простоев l -го 
сегмента конвейера при выполнении текуще-
го количества программ обработки данных в 
последовательности ( )l sπ  определяется вы-
ражением: 0 0

1, , 1
2 1 1
( ( ) )

n n n
l l l l l

ji ij j i i i j
j i i

t p t t p− −
= = =

⋅ − + ⋅∑ ∑ ∑  

полученное выражением позволяет опреде-
лять суммарный простой l-го сегмента в ожи-
дании готовности данных при их обработке;

2) для последовательности lπ  простои 
первого сегмента конвейера в ожидании го-
товности данных отсутствуют, тогда суммар-
ное время простоев всех L  сегментов конвей-
ерной системы, связанных с ожиданием 
готовности данных для обработки, будет 
определено выражением вида:

0 0
1, , 1

2 2 1 1
( ( ) );

L n n n
l l l l l

ji ij j i i i j
l j i i

t p t t p− −
= = = =

⋅ − + ⋅∑∑ ∑ ∑
3) простои сегментов конвейера при вы-

полнении программ связаны также с ожида-
нием поступления данных на обработку, если 
эти данные занимают первую позицию в по-
следовательностях lπ  ( 2,l L= ), для первого 
сегмента конвейера ожидание начала обра-
ботки данных отсутствует т.к. 01

1 0;it =  для l
-го сегмента (при условии, что 1l ≠ ) время 
ожидания готовности данных для обработки 

в первой позиции lπ  ( 2,l L= ) определяется 
выражением вида: 0

1, 1
1

;
n

l l
i i

i
t p

=

⋅∑  тогда простои 
всех l -ых сегментов конвейера (при 2,l L= ) 
будут определены в соответствии с выраже-
нием 0

1, 1
2 1

.
L n

l l
i i

l i
t p

= =

⋅∑∑
В соответствии с выполненными рассуж-

дениями общий (суммарный) простой всех 
сегментов конвейера при обработке текущего 
количества данных определяется суммарным 
их простоем в ожидании готовности данных 
в первой позиции в lπ  ( 2,l L= ), а также сум-
марным их простоем в ожидании готовности 
данных в некоторой j -ой позиции (при усло-
вии, что 1j ≠ ). Тогда конечный вид выраже-
ния для критерия эффективности формируе-
мых решений по порядку выполнения 
программ (порядку обработки данных) в по-
следовательностях lπ  ( 2,l L= ) следующий:

0
1, ,1

2 1

0 0
1, , 1

2 2 1 1
( ( ) ).

L n
l l
i i

l i
L n n n

l l l l l
ji ij j i i i j

l j i i

f t p

t p t t p

= =

− −
= = = =

= ⋅ +

+ ⋅ − + ⋅

∑∑

∑∑ ∑ ∑
    (4)

Обозначим через O  метрику окрестно-
сти текущего рассматриваемого решения 

( ),sπ  в которой выполняется поиск нового 
локально эффективного решения, а через 

maxO  – максимально возможную метрику 
окрестности текущего рассматриваемого ре-
шения. Значение метрики O  окрестности 
решения определяется выражением вида: 

, ,
1 1

( ) | ( ) ( ) | /2,
n n

i j i j
i j

O s p s g p s
= =

= + −∑∑  где g  – 

индекс промежуточного шага алгоритма, на 
котором выполняется формирование нового 
решения ( )s gπ +  на базе локально эффек-
тивного (исходного) решения ( ).sπ  Началь-
ное значение метрики окрестности ( )O s  за-
дается равным 1. При ( ) 1O s =  положение 
данных рассматриваемого i -го типа изменя-
ется в одной из последовательностей lπ  
( 1,l L= ), при ( ) 2O s =  положение данных 
i -го типа изменяется в двух последователь-
ностях lπ  ( 1,l L= ) и т. д.

Назовем алгоритм построения расписа-
ний обработки единичных данных с исполь-
зованием жадных стратегий Greedy Sheduler. 
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Алгоритм определения эффективного поло-
жения обрабатываемых данных i -го типа в 
последовательностях lπ  ( 1,l L= ) Greedy 
Sheduler предполагает: 1) размещение данных 
рассматриваемого i -го типа в lπ  ( 1,l L= ) пу-
тем добавления их в конец каждой последова-
тельности; 2) изменением положения данных 
i -го типа в последовательностях lπ  ( 1,l L= ) 
на одну позицию ближе к началу последова-
тельностей в зависимости от текущего значе-
ния окрестности ( )O s  (в одной последователь-
ности lπ  ( 1,l L= ), в двух последовательностях 

,lπ  в трех последовательностях и т. д. в соот-
ветствии со значением метрики окрестности  

( )O s  текущего рассматриваемого решения); 
3) изменение положения данных i -го типа в 
последовательностях lπ  обуславливает изме-
нение значений целевой функции ,f  при 
этом направление дискретного градиента 
функции ,f  обозначенное как ,g  сопостав-
ляется с идентификаторами последователь-
ностей ,lπ  в которых изменяется положение 
рассматриваемых данных ( 1, ,l L=  рассма-
триваются левый 0gf−∇ ≤  либо правый  

0gf+∇ >  дискретные градиенты целевой 
функции f  [14]), т. е. ( ( )) 0gf sπ−∇ ≤  – левый 
дискретный градиент целевой функции ,f  
соответствующий расписанию ( ),s gπ +  
сформированному на основе исходного рас-
писания ( ),sπ  для которого положение дан-
ных i -го типа зафиксировано как текущее 
локально эффективное на s -ом шаге; 4) в 
случае, если гарантируется выполнение усло-
вия 0gf−∇ ≤  вдоль направлений ,g  то среди 
всех ,g  для которых выполняется это усло-
вие, выбирается то направление ',g  для кото-
рого max( ( ( )) 0 );gg

f sπ−∇ ≤  5) в тех последо-
вательностях ,lπ  в которых изменение 
положений данных i -го типа гарантирует 
выполнение условия max( ( ( )) 0 ),gg

f sπ−∇ ≤  
позиции данных фиксируются (т. е. рассма-
триваемое решение фиксируется как локаль-
но эффективное), после чего действия по 
определению нового локально эффективного 
положения данных i-го типа в последователь-
ностях lπ  ( 1,l L= ) повторяются; 6) в том слу-
чае, если при поиске локально эффективного 
решения в окрестности с меньшей метрикой 

( )O s  такое решение не найдено, то значение 
метрики увеличивается на 1, после чего поло-
жение рассматриваемых данных i-го типа из-
меняется на одну позицию ближе к началу 
последовательностей lπ  ( 1,l L= ), количество 
которых соответствует значению метрики 
(рассматриваемые действия повторяются до 
тех пор, пока значение окрестности для фор-
мируемых решений не превысит максималь-
но возможное значение max ,O  увеличение ме-
трики окрестности выполняется до тех пор, 
пока max( )O s O≤ ). Таким образом, направле-
ние g  дискретного градиента целевой функ-
ции f  соответствует идентификаторам по-
следовательностей ,lπ  в которых изменяется 
положение данных рассматриваемого i -го 
типа на ( )s g+ -ом шаге алгоритма, т. е. на-
правление g  соответствует индексу шага g  
определения эффективного решения на осно-
ве текущего локально эффективного реше-
ния ( )sπ  и соответствует некоторой g -ой 
группе последовательностей ,lπ  в которых на 
данном шаге алгоритма одновременно изме-
няется положение данных рассматриваемого 
i -го типа.

Для обоснования алгоритма формирова-
ния статических расписаний обработки дан-
ных Greedy Sheduler в рассмотрение введены 
следующие обозначения: s  – номер текущего 
шага алгоритма; 'i  – индекс типа данных, ме-
стоположение которых в последовательно-
стях lπ  ( 1,l L= ) определяется на текущем 
шаге алгоритма; maxv  – индекс столбцов ма-
триц ( )lP  ( 1,l L= ), в 'i -ые строки которых 
добавляются значения 1, соответствующие 
текущему рассматриваемому 'i -му типу дан-
ных (индекс столбца maxv  соответствует кон-
цам последовательностей lπ  ( 1,l L= ), где 
размещаются данные 'i -го типа, эффектив-
ное местоположение которых в lπ  определя-
ется); v  – индекс столбца матрицы ( )lP  
( 1,l L= ), соответствующего текущему место-
положению в lπ  данных рассматриваемого 

'i -го типа (индекс текущей позиции данных 
'i -го типа в последовательности lπ ); m  – ко-

личество данных, размещенных в последова-
тельностях lπ  ( 1,l L= ) до текущего s -го 
шага алгоритма; sM  – множество идентифи-
каторов последовательностей ,lπ  в которых 
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на данном текущем шаге алгоритма возмож-
но изменение порядка выполнения программ 
(обработки данных); p

sN  – множество на-
правлений g  изменения целевой функции f  
на s -ом шаге алгоритма, в которых гаранти-
руется выполнение условия ( ) 0gf s−∇ ≤  для 
сформированных на основе исходного распи-
сания ( )sπ  новых решений ( ),s gπ +  опреде-
ляемых путем изменения положения данных 
i -го типа в последовательностях lπ  ( 1,l L= ), 
количество последовательностей для одно-
временного изменения положения данных в 
них соответствует метрике текущей рассма-
триваемой окрестности ( );O s  I  – множество 
типов данных, которые должны быть обрабо-
таны в системе (типов данных, которые долж-
ны быть размещены в последовательностях 

lπ  ( 1,l L= )).
Инициализация параметров алгоритма 

перед началом его реализации предполагает 
задание их значений следующим образом: 

{ }1,2,3,.., ;I n=  0;m =  max 1,v =  1,s =  также 
задается значение максимальной метрики 

max .O  Алгоритм Greedy Sheduler определения 
эффективного местоположения данных i -го 
типа в последовательностях lπ  ( 1,l L= ) со-
держит следующие шаги:

1) индекс типа данных ',i  размещаемых в 
последовательностях lπ  ( 1,l L= ), определя-
ется следующим образом:  { }' min | ;i i i I= ∈  
номер типа данных ',i  соответствует индексу 
(номеру) строки в матрицах ( )lP  и столбца в 
матрицах 0( ),l

jit  значения в которых характе-
ризуют эти данные;

2) добавляемые в lπ  ( 1,l L= ) данные 'i -го 
типа размещаются в концах этих последова-
тельностей; для этого в 'i -ой строке столбца 

maxv  матриц ( )lP ( 1,l L= ) задаются значения, 
соответствующие этим данным (элементы 

max',
1l

i v
p = ); действия с матрицами ( )lP s  на s

-ом шаге алгоритма, связанные с инициали-
зацией элементов maxv -ых столбцов их 'i -ых 
строк, выполняется следующим образом: 

max',
1,

i v
p =  max,

0,
k v

p =  при 1,k n=  и ';k i≠
3) инициализация множества sM  иденти-

фикаторов последовательностей ,lπ  в кото-
рых на текущем s -ом шаге алгоритма воз-
можно изменение порядка обработки данных 

выполняется следующим образом: 
{1,2,.., };sM L=

4) на основе матриц ( )lP s  ( 1,l L= ) реали-
зуется вычисление элементов матриц 0( ( ))l

jit s  
( 1,l L= ), матрицы 0( ( ))l

jit s  вычисляются в по-
рядке, начиная с минимального значения ин-
декса l  (при 1,l L= );

5) для полученного вида матриц ( )lP s  и 
0( ( ))l
jit s  ( 1,l L= ) определяется значение кри-

терия ( );f s  сформированное таким образом 
решение в виде пар матриц ( ( );lP s 0( ( ))l

jit s ) 
при 1,l L=  фиксируется как локально эффек-
тивное (( ( ( )),lP s 0( ( ))l

jit s | 1,l L= )*= 
= 0( ( ); ( ( )) | 1, );l l

jiP s t s l L= ;
6) индексам v текущих рассматриваемых 

столбцов матриц ( ( ))lP s  и строк матриц 
0( ( ))l
jit s  присваивается значение max max( );v v v=  

при выполнении условия max 1v =  (добавляе-
мые в lπ  ( 1,l L= ) данные занимают в них 
первую позицию) изменение порядка данных 
в lπ  не выполняется, реализуется переход к 
шагу 16;

7) значение метрики окрестности ( )O s  ре-
шения ( ),sπ  в которой будет выполняться 
поиск локально эффективных решений, зада-
ется равным 1;

8) значение g  индекса шага текущего про-
межуточного решения инициализируется 1 
( ( )s g+  – номер промежуточного шага алго-
ритма, связанного с определением локально-
го эффективного решения по местоположе-
нию данных 'i -го типа в последовательностях 

,lπ  формируемого на основе текущего ло-
кально эффективного расписания *( )sπ  (ре-
шения ( ( );lP s  0( ( ))l

jit s )*);
9) изменение в последовательностях lπ  

( sl M∈ ) (при неизменном виде остальных 
последовательностей) порядка данных таким 
образом, что данные 'i -го типа перемещается 
на одну позицию в начало тех последователь-
ностей lπ , для которых sl M∈ ; количество 
последовательностей ,lπ  в которых одновре-
менно изменяется положение данных i -го 
типа соответствует текущему значению 
окрестности ( );O s  выполняемые действия с 
матрицами ( ( ))lP s  имеют вид: ', 1( ) 1,l

i vp s g− + =  
', ( ) 0,l

i vp s g+ =   ', 1( ) 0,l
k vp s g− + =  ', ( ) 1,l

k vp s g+ =  
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где 'k  – индексы строк в матрицах ( ( )),lP s  в 
которых элементы ', 1

l
k vp −  в ( 1)v − -ом столбце 

равен 1 (на s -ом шаге алгоритма – это преды-
дущая позиция для рассматриваемых дан-
ных, которую они занимают на ( )s g+ -ом 
шаге); в результате формируются матрицы 
( ( ))lP s g+  ( sl M∈ ); индекс v  текущего рас-
сматриваемого столбца, идентифицирующий 
местоположение в lπ  рассматриваемых дан-
ных, модифицируется: 1;v v= −

10) с использованием матриц ( )lP  (при 
1,l L= ) вычисляются матрицы 0( )l

jit  (при 
1,l L= ) – для каждого ( )s g+ -го шага алго-

ритма, а также значения критерия ( )f s g+   
(в итоге формируются решения ( ( ( )),lP s q+  

0( ( ))l
jit s q+ | 1,l L= ));

11) для исходного решения ( ( ( )),lP s  
0( ( ))l
jit s | 1,l L= ) и каждого решения  

( ( ( )),lP s g+ 0( ( ))l
jit s g+ | 1,l L= ) вычисляются 

значения левых ( )g f s−∇  либо правых ( )g f s+∇  
дискретных градиентов целевой функции f  
следующим образом [14]:

а) ( ) [ ( ) ( )] 0,g f s f s g f s−∇ = + − ≤

б) ( ) [ ( ) ( )] 0;g f s f s g f s+∇ = + − >
в результате индексы g групп последователь-
ностей ,lπ  для которых выполняется 

( ) 0g f s−∇ ≤  добавляются в множество :p
sN  

{ },p p
s sN N g= ∪  в итоге формируется множе-

ство p
sN  тех направлений g, для которых 

( ) 0;g f s−∇ ≤   если ,p
sN =∅  то реализуется пе-

реход к шагу 14;
12) в множестве p

sN  выбирается направ-
ление ',g  для которого модуль отрицательно-
го градиента ( ) 0g f s−∇ ≤  наибольший:

' max(| ( ) |)gg
g f s−→ ∇  при ( ) 0;g f s−∇ ≤  полу-
ченное решение ( ( ( ')),lP s g+  0( ( '))l

jit s g+ |
1,l L= ) рассматривается как локально эф-

фективное, на основе которого формируются 
последующие решения;

13) полученное решение ( ( ( ')),lP s g+  
0( ( '))l
jit s g+ | 1,l L= ) фиксируется как локаль-

но эффективное: ( ( ( )),lP s 0( ( ))l
jit s | 1,l L= )*= 

=( ( ( ')),lP s g+ 0( ( '))l
jit s g+ | 1,l L= ), фиксиру-

ется значение номера шага алгоритма 
;s s g= +  при выполнении условия 1v >  реа-

лизуется переход к шагу 7; при невыполнении 

условия 1v >  индексы l  последовательностей 
lπ  ( sl M∈ ), в которых невозможно изменить 

положение данных рассматриваемого 'i -го 
типа (при 1v = ), исключаются из множества 

:sM  \{ },s sM M l=  где номера l  соответству-
ют последовательностям, для которых 1,v =  
при выполнении условия sM ≠ ∅  реализует-
ся переход к шагу 7; при sM =∅  отсутствуют 
последовательности lπ  ( sl M∈ ), в которых 
может быть изменен порядок обработки дан-
ных, выполняется переход к шагу 16;

14) если ,p
sN =∅  то в текущей окрестно-

сти с метрикой ( )O s  локально эффективного 
решения ( ( ( )),lP s 0( ( ))l

jit s | 1,l L= )*  (расписа-
ния ( )sπ ∗ ) новое решение, уменьшающее 
значение целевой функции, не найдено, тогда 
текущее значение метрики модифицируется 
следующим образом: 1O O= +  – формирует-
ся модифицированное значение метрики 

( ),O s  если max( ) ,O s O≤  то выполняется пере-
ход к шагу 8;

15) при выполнении условия max( )O s O>  в 
максимальной окрестности maxO  текущего 
локально эффективного решения ( ( ( )),lP s

0( ( ))l
jit s | 1,l L= )* новое локально эффектив-

ное решение не найдено, поэтому локально 
эффективное решение ( ( ( )),lP s 0( ( ))l

jit s |
1,l L= )*, соответствующее порядку обработ-

ки данных с включенными в состав последо-
вательностей lπ  ( 1,l L= ) данными 'i -го типа, 
может быть проинтерпретировано как гло-
бально эффективное решение для рассматри-
ваемых типов данных: 1,2, , ';i  при реализа-
ции условия max( )O s O>  выполняется переход 
к шагу 16;

16) выполняется модификация множества 
I  следующим образом: \{ },I I i′=  если для 
полученного в результате модификации мно-
жества I  выполняется условие ,I =∅  то дан-
ные всех n  типов размещены в последова-
тельностях   ( 1,l L= ) эффективным образом, 
тогда должен быть выполнен переход на шаг 
17; если ,I ≠ ∅  то данные не всех типов раз-
мещены в последовательностях   ( 1,l L= ), ре-
ализуется переход на шаг 1;

17) останов алгоритма.
Анализ структуры алгоритма Greedy 

Sheduler показывает, что он реализует «жад-

К. B. Кротов
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ный» подход к определению приближенных 
эффективных решений. Для определения 
возможности идентификации приближен-
ных эффективных решений (расписаний вы-
полнения программ обработки данных) дока-
зана следующая теорема.

Теорема. Алгоритм Greedy Sheduler об-
ладает свойствами жадных алгоритмов (яв-
ляется жадным алгоритмом) и обеспечивает 
формирование эффективных расписаний об-
работки данных.

Доказательство. Принцип жадного выбо-
ра предполагает, что решение, которое явля-
ется локально оптимальным, может привести 
к глобальному оптимальному решению.  При 
этом формирование решения обобщенной 
задачи оптимизации представляет собой по-
следовательное решение подзадач, решение 
каждой последующей подзадачи определяет-
ся на основе локально эффективного реше-
ния предыдущей.

Начальное решение (начальное состояние 
последовательностей lπ  ( 1,l L= ), предпола-
гающее размещение в них данных типа 1i = ) 
обозначим как 0.z  Исходную рассматривае-
мую задачу, связанную с размещением в по-
следовательностях lπ  ( 1,l L= ) данных, типы 
которых принадлежат множеству 1N  вида 

1 {2,3,4,.., },N n=  обозначим через 1.nz −  Таким 
образом, задача 1nz −  состоит в размещении в 

lπ  ( 1,l L= ) данных, типы которых принадле-
жат 1.N

В исходной задаче 1nz −  может быть выде-
лена подзадача 1' ,z  которая предполагает 
размещение в последовательностях данных 
( 2i = )-го типа. Т.е. в задаче 1'z  реализуется 
жадный выбор с точки зрения определения 
эффективного местоположения данных 
( 2i = )-го типа в последовательностях .lπ  
Обозначим решение задачи 1'z  как 1' .rz  В ре-
зультате выделения подзадачи 1'z  может быть 
сформирована подзадача 2 ,nz −  связанная с 
размещением в lπ  ( 1,l L= ) данных типов, 
принадлежащих 2 {3,4,.., }.N n=  Новые под-
задача 2nz −  формулируются для множества 
данных 2 ,N  полученного на основе множе-
ства 1N  путем исключения из 1N  (из исход-
ной задачи 1nz − ) данных ( 2i = )-го типа. При 
этом подзадача 2 ,nz −  возникающая после 

жадного выбора (в задаче 1'z ), аналогична ис-
ходной задаче 1nz −  (при этом 1 2N N> ). Ана-
логично в подзадаче 2nz −  может быть выделе-
на подзадача 2'z  размещения в lπ  ( 1,l L= ) 
данных ( 3i = )-го типа.

Обозначим решение подзадачи 2'z  как 
2' ,rz  тогда решение 2'rz  формируется с ис-

пользованием (на основе) решения 1'rz  зада-
чи 1' .z  При этом решение 2'rz  задачи 2'z  не 
вызывает изменения порядка обработки дан-
ных типов 1i =  и 2,i =  полученного при ре-
шении задачи 1' .z  Таким образом, решение 
задачи 2nz −  формируется на основе решения 

1'rz  задачи 1' ,z  которое является локально 
эффективным для данных типов (1, 2)i =  
(сформированным на основе жадного выбо-
ра). Тогда на основе задачи 2nz −  (с учетом вы-
деления подзадачи 2'z ) может быть сформи-
рована задача 3.nz −

Рассуждая по аналогии, приходим к выво-
ду, что размещение в последовательностях lπ
( 1, )l L=  данных ( 1n − )-го типа (жадный вы-
бор при получении локально эффективного 
решения 2'nrz −  задачи 2'nz − ) позволяет сфор-
мировать (сформулировать) подзадачу 

( 1) 1,n nz z− − =  решение которой обеспечит опре-
деление эффективного местоположения дан-
ных n -го типа в последовательностях lπ  
( 1, ).l L=  Подзадаче 1z  может быть поставле-
но в соответствие подзадача 1' ,nz −  решение 
которой формируется на основе решения 

2'nrz −  задачи 2' .nz −  Таким образом, решение 
задачи определения расписания π  обработки 
данных n  типов предполагает, что:

1) задача оптимизации приведена к виду, 
когда после сделанного жадного выбора по 
определению эффективного местоположения 
в последовательностях lπ  ( 1, )l L=  данных 
i -го типа необходимо решить только одну 
подзадачу n iz −  по размещению в последова-
тельностях lπ  данных, типы которых при-
надлежат множеству { 1, 2,.., };iN i i n= + +

2) решение исходной задачи 1nz −  (в итоге) 
трансформируется в решение подзадачи 1z  
(связанной с размещением в lπ  ( 1, )l L=  дан-
ных n -го типа), которое должно быть полу-
чено на основе решения подзадачи 2z  (разме-
щение в lπ  ( 1, )l L=  данных ( 1)n − -го типа) и 

Градиентный метод составления статических расписаний для конвейерных систем ...
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т.д.; в свою очередь решение подзадачи 1z  
формируется путем реализации жадного вы-
бора, связанного с размещением данных n -го 
типа в последовательностях lπ  ( 1, );l L=

3) решение подзадачи ( 1) ,n iz − +  сформиро-
ванной после выполненного жадного выбора 
в задаче в задаче 'iz  ( 1, 2i n= − ), реализуется 
на основе решения 'irz  и не предполагает при 
этом изменения порядка обработки данных, 
размещенных в последовательностях lπ  на 
предыдущих шагах алгоритма.

В итоге глобальное эффективное решение 
задачи 1nz −  по размещению в последователь-
ностях lπ  ( 1, )l L=  данных ( 1)n − -го типа мо-
жет быть получено из локальных эффектив-
ных решений подзадач 1' ,z  2' ,z ..., 1' .nz −  
Любое решение 'krz  подзадачи 'kz  содержит 
решения предыдущих подзадач 1' ,z  2' ,z  ..., 

1' ,kz −  определяющих порядки обработки дан-
ных соответствующих типов в последова-
тельностях lπ  ( 1, ).l L=  То есть для решения 
подзадачи 1'nz −  необходимо решить подзада-
чу 2'nz −  и т.д., для решения подзадачи 2'z  не-
обходимо решить подзадачу 1' .z  Или гло-
бально эффективное решение 1nz −  может 
быть получено путем определения локально 
эффективных решений подзадач 1' ,z  2' ,z ..., 

1' .nz −  При решении подзадачи 'kz  учитыва-
ются результаты подзадач 1' ,z  2' ,z ..., 1' ,kz − , 
результаты последующих подзадач 1' ,kz +  ,..., 

1'nz −  при этом не рассматриваются (не учиты-
ваются). С формулированные утверждения 
доказывают свойство (принцип) жадного вы-
бора в сформированном алгоритме.

Рассуждение о том, что глобальное опти-
мальное эффективное решение формируется 
таким образом, что оно будет содержать ре-
шения всех подзадач позволяет сделать вы-
вод о наличии структуры подзадач при опре-
делении глобального решения.

Таким образом, выполнение свойств жад-
ного выбора для сформированного алгорит-
ма является доказанным. Необходимо дока-
зать возможность получения эффективных 
решений с его использованием.

Для этого выполним доказательство воз-
можности представления рассматриваемой 
задачи (рассматриваемого объекта либо рас-

сматриваемой структуры подзадач) в виде 
матроида [14, 15]. Матроидом называется 
пара множеств ,E  ,I   состоящая из конечно-
го множества ,E  называемого базовым мно-
жеством матроида, и множества его подмно-
жеств ,I  называемого множеством 
независимых подмножеств матриода. Матро-
ид ( , )M E I= обладает следующими свой-
ствами [15]:

1) множество I  не пусто, если исходное 
множество E  является пустым ( E =∅ ), и бу-
дет состоять из одного элемента – ,∅  то есть 

;I =∅
2) если ,B I∈  а ,A B⊆  то ;A I∈  то есть 

если независимое множество B  входит в 
множество независимых подмножеств ,I  а A  
является подмножеством ,B  то A  также вхо-
дит в ;I

3) если ,A B I∈  и при этом ,A B<  то су-
ществует такой элемент x множества ,B  что 

( \ )x B A∈  и { } .A x I∪ ∈
Таким образом, если для рассматриваемой 

задачи будут доказаны сформулированные 
свойства 1–3 матроида (то есть задача (объект, 
система) обладает указанными свойствами 
1–3 матроида), то ее решение может быть най-
дено с использованием жадного алгоритма. 

Напомним, что множества A  и B  явля-
ются независимыми, если одно из них не яв-
ляется частью другого. Максимальное неза-
висимое множество ,B I∈  называется базой 
матроида.

С целью избежать громоздкости доказа-
тельства выполнимости рассмотренных усло-
вий для решаемой задачи рассмотрим про-
стейший случай при 2L =  (рассматриваются 
два прибора – сегмента конвейера) и 3n =  
(рассматриваются данные трех типов). Для 
построения рассуждений расписание пред-
ставим как совокупность наборов вида: 

1 2( , , ),i j j  где i  – это тип данных, которые об-
рабатываются в системе, 1j  – это позиция 
данных i -го типа в последовательности 1π  на 
первом сегменте конвейера, 2j – это позиция 
данных i-го типа типа в последовательности 

2π  на втором сегменте конвейера. Тогда вид 
расписания обработки данных i -ых типов 
( 1,3i = ) на L  сегментах конвейера ( 2L = ) 
следующий: 1 2 1 2 1 2{(1, , ), (2, , ), (3, , )}.j j j j j jπ =
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В этом случае два различных расписания   
и ',π  определяющие порядок обработки дан-
ных в конвейерной системе, будут иметь вид:

1 2 1 2 1 2{(1, , ), (2, , ), (3, , )},j j j j j jπ =

1 2 1 2 1 2' {(1, ' , ' ), (2, ' , ' ), (3, ' , ' )}.j j j j j jπ =
Так как метод предполагает формирова-

ние различных вариантов решений, тогда 
'.π π≠  С учетом того, что независимость 

множеств определяется как невозможность 
для одного являться частью другого, тогда 
расписания   и   (множества параметров вида 

1 2{( , , ) | 1,3}i j j i = ) являются независимыми. 
Таким образом, так как 'π π≠  и 'π π⊄  мно-
жество π  (расписание π ) является независи-
мым, так как ' ,π π⊄  то множество   также 
является независимым. Соответственно, для 
рассматриваемых исходных данных множе-
ства   и   являются максимальными, то есть 
базами матроида .M

Допустим, что в множествах   и   суще-
ствуют такие наборы вида 1 2( , , ),i j j  что 

1 2 1 2( ', , ) ( ', ' , ' ),i j j i j j=  где 'i  – тип данных, 
имеющих одинаковые позиции на первом и 
втором приборах в расписаниях   и '.π  Тогда 
для реализации условия 'π π≠  необходимо, 
чтобы для остальных i -ых типов данных 
выполнялось условие: 1 2 1 2( , , ) ( , ' , ' )i j j i j j≠  
при '.i i≠  Тогда для подмножеств 

1 1 2 1 2{( ', , ), ( , , ) | '}i j j i j j i iπ = ≠  и 
1 1 2' {( ', ' , ' ),i j jπ =  1 2( , ' , ' ) | '}i j j i i≠   выполня-

ется условие 1 1'π π≠  (для , ' {1,2,3}i i ∈  и 
 'i i≠ ). Очевидно, что для множеств 2π  и 2'π  
вида 2 1 2{( , , ) | '}i j j i iπ = ≠  и 

2 1 2' {( , ' , ' ) | '}i j j i iπ = ≠  условие 2 2'π π≠  вы-
полняется автоматически.

Тогда 1 ,π π⊂  при этом множество ',π π≠  
следовательно, в силу того, что 1 1'π π≠  име-
ем, что 1 '.π π⊄  По аналогии 1' ',π π⊂  в силу 
того, что 'π π≠  и 1 1'π π≠  имеем, что 1' .π π⊄  
Таким образом, подмножество 1π  является 
независимым по отношению к множеству ',π  
а подмножество 1'π  независимо по отноше-
нию к множеству .π  Тогда при 1π π⊂  и 

1' 'π π⊂  имеем, что 1 Iπ ∈  и 1' .Iπ ∈  Анало-
гичные рассуждения могут быть выполнены 
для подмножеств 2π π⊂  и 2' ',π π⊂  тогда 

2 Iπ ∈  и 2' .Iπ ∈  Второе свойство матроида 

применительно к рассматриваемой задаче 
может считаться доказанным.

Для доказательства третьего свойства 
определим независимые множества 1 Iπ ∈  и 

2 Iπ ∈  в виде: 1 1 2 '1 '2{( , , ), ( ', , )},i i i ii j j i j jπ =  
2 11 12 21 22 31 32{(1, , ), (2, , ), (3, , )}.j j j j j jπ =  В со-

ответствии с условием 3 1 2π π<  (где в 1π  
индексы типов данных ,i  'i  могут принимать 
одно из значений 1, 2, 3). Тогда в множестве 

2π  могут быть выделены подмножества 21,π  
22 ,π  23π  следующего вида (мощностью 2): 

21 11 12 21 22{(1, , ), (2, , )},j j j jπ =

22 11 12 31 32{(1, , ), (3, , )},j j j jπ =

23 21 22 31 32{ (2, , ), (3, , )}.j j j jπ =
В силу того, что множества 1π  и 2π  неза-

висимы, имеем: 1 21;π π≠  1 22;π π≠  1 23π π≠  
(ситуация, когда либо 1 21,π π=  либо 1 22 ,π π=  
либо 1 23π π=  невозможна, т. к. 1π  и 2π  неза-
висимы). При условии 1 21π π≠  и  1 22π π≠  
рассмотрим 1,i =  тогда возможно либо 

1 11ij j=  и 2 12 ,ij j≠  либо 1 11ij j≠  и 2 12.ij j=  
В этом случае при ' 2i =  возможными явля-
ются следующие ситуации: '1 21ij j=  и '2 22ij j≠  
(при 1 11ij j=  и 2 12ij j≠ ), либо '1 21ij j≠  и 

'2 12ij j=  (при 1 11ij j≠  и 2 12ij j= ). По аналогии 
при ' 3i =  имеем: '1 31ij j=  и '2 32ij j≠  (при 

1 11ij j=  и 2 12ij j≠ ), либо '1 31ij j≠  и '2 32ij j=  
(при 1 11ij j≠  и 2 12ij j= ).

В общем виде приведенные условия могут 
быть представлены следующим образом: 

'1 1i kj j=  и '2 2i kj j≠  (при 1 11ij j=  и 2 12ij j≠ ), 
либо '1 1i kj j≠  и '2 2i kj j=  (при 1 11ij j≠  и 

2 12ij j= ), где ' 2i k= =  либо ' 3.i k= =  Анало-
гичные рассуждения могут быть выполнены 
для случая, когда 2,i =  а ' 1i =  либо ' 3,i =  а 
также для случая, когда 3,i =  а ' 1i =  либо 

' 2.i =
Формирование нового набора 1'π  реализу-

ется путем добавления в множество наборов 
параметров вида 1 1 2 '1 '2{( , , ), ( ', , )}i i i ii j j i j jπ =  
нового набора вида ''1 ''2( '', , )i ii j j  (понятно, 
что ''1 ''2 2( '', , )i ii j j π∈  и ''1 ''2 1( '', , )i ii j j π∉ ). Тог-
да добавление в 1π  данных ''i -го типа (набора 

вида ''1 ''2( '', , )i ii j j ) позволяет получить мно-
жество наборов параметров вида: 

1 1 2 '1 '2 ''1 ''2' {( , , ), ( ', , ), ( '', , )},i i i i i ii j j i j j i j jπ =  при 
этом исходная совокупность (множество) на-

Градиентный метод составления статических расписаний для конвейерных систем ...
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боров параметров 1 1'π π⊂  изменена не будет.
Так как 1 2kπ π≠  (при 1,3k = ), но 1 1' ,π π⊂  

при этом 2 2 ,kπ π⊂  тогда 1 2'π π≠  (и, следова-
тельно, 1 2'π π⊄ ), поэтому сформированное 
множество 1'π  и множество 2π  являются не-
зависимыми и, следовательно, 1' Iπ ∈  (т. е. 

1 ''1 ''2[ { '', , }]i ii j j Iπ ∪ ∈ ), что и требовалось до-
казать. Это означает, что третье свойство ма-
троидных структур для рассматриваемой за-
дачи доказано и решаемая задача (система 
объектов) является матроидом.

В силу того, что применимость свойств ма-
троида для рассматриваемой задачи является 
доказанной, тогда необходимо определить 
возможность идентификации эффективно-
го решения этой задачи с использованием 
жадного алгоритма. Для этого воспользуем-
ся теоремой о применимости  жадного алго-
ритма для матроида, приведенной в [15]. В 
соответствии с этой теоремой в результате 
работы жадного алгоритма, примененного к 
взвешенному матроиду, получается подмно-
жество эффективных решений. 

Матроид называется взвешенным, если на 
множестве E  задана весовая функция f  со 
значениями на множестве положительных 
чисел. При этом функция f  является адди-
тивной и свойство аддитивности распростра-
няется на все подмножества множества .E  
Вес подмножества определяется как сумма 
весов его элементов, т. е. 

1
( ) ,

n

i
i

f fπ
=

=∑  где 

if  – простои сегментов конвейера, связанные 
с размещением в последовательностях lπ  
( 1, )l L=  данных i -го типа. В этом случае, 
если первоначально решение π  имеет вид 

1 2(1) {(1, , )},j jπ =  то оно характеризуется зна-
чением суммарных простоев L  приборов при 
обработке данных ( 1i = )-го типа. Значение 
функции (1)f  соответствует весу элемента 

1 2(1, , ),j j  который обозначен как 1,f  это зна-
чение определяется на подмножестве 

1 2{(1, , )}.j j  Тогда при добавлении в расписа-
ние π  набора вида 1 2(2, , )j j  – формировании 
нового подмножества, входящего в ,E  полу-
чим следующий вид множества π : 

1 2 1 2(2) {(1, , ), (2, , )}.j j j jπ =  При этом добав-
ление в π  набора параметров 1 2(2, , )j j  приво-
дит к появлению простоев приборов, вызван-
ных обработкой данных ( 2i = )-го типа (вес, 

соответствующий этому набору параметров, 
обозначим как 2f ). В этом случае значение 

(2)f  – это сумма весов 1f  и 2 ,f  а само значе-
ние определяется на подмножестве элементов 

1 2 1 2{(1, , ), (2, , )}.j j j j  Аналогичные рассужде-
ния могут быть выполнены для набора пара-
метров вида 1 2(3, , ).j j  Значение (3),f  как 
сумма весов 1,f  2 ,f  3,f  определяется на подм-
ножестве 1 2 1 2 1 2{(1, , ), (2, , ), (3, , )}.j j j j j j

Таким образом, введенный в рассмотре-
ние критерий эффективности расписаний, 
учитывающий простои оборудования (сег-
ментов конвейера) является аддитивной ве-
совой функцией, определенной на матроиде. 
Решаемая задача может быть представлена 
матроидом (удовлетворяет свойствам матро-
ида) и для нее определена аддитивная весовая 
функция (аддитивная весовая функция опре-
делена на матроиде), тогда жадный алгоритм 
обеспечивает определение подмножества эф-
фективных решений, в котором может быть 
выбрано одно эффективное решение. Тогда 
рассматриваемый алгоритм, обладающий 
свойствами жадного алгоритма, будет обе-
спечивать определение эффективное реше-
ние рассматриваемой задачи. 

Выполненная программная реализация 
предложенного метода построения статиче-
ских расписаний, позволила исследовать его 
эффективность в сравнении с другими мето-
дами. Результаты формирования последова-
тельностей обработки данных в виде диа-
грамм Ганта для различного количества типов 
данных ( 5n =  и 10n = ) и различного числа 
обрабатывающих приборов (сегментов кон-
вейера) представлены на рис. 1–2.

Идентификации эффективности разрабо-
танного алгоритма Greedy Sheduler выполне-
на путем сравнения результатов построения 
расписаний с результатами известных мето-
дов и альтернативных метаэвристических ме-
тодов. В качестве задач для сравнения резуль-
татов использована задача Джонсона для трех 
приборов [5], фронтальный метод с возраста-
нием длительностей обработки для данных в 
формируемых последовательностях [16], ме-
тод построения расписаний на основе гене-
тических алгоритмов [17, 18] и метод отжига 
для построения расписаний [16]. Используе-
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мым критерием для задачи Джонсона и фрон-
тального метода является значение момента 
времени окончания обработки всех данных в 
расписании (в введенных обозначениях этот 
критерий будет иметь вид: 

,
max( ).L

jii j
t  Для зада-

чи Джонсона доказана [5] теорема об одина-
ковом виде последовательностей обработки 
данных на первом и втором приборах, а так-

же на последнем и предпоследнем приборах. 
Поэтому в случае трех сегментов конвейера 
последовательности обработки данных на 
них будут одинаковыми. В связи с этим вы-
полнено решение задачи построения распи-
саний обработки единичных данных для трех 
приборов (при задаваемом количестве типов 
данных n ) с использованием подхода, пред-

Рис. 1. Вид последовательностей выполнения программ обработки данных при 5n =  и 3L =

Рис. 2. Вид последовательностей выполнения программ обработки данных при 5n =  и 6L =

Градиентный метод составления статических расписаний для конвейерных систем ...
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ложенного при решении задачи Джонсона, с 
использованием фронтального метода, гене-
тических алгоритмов и метода отжига. При 
этом в качестве критерия оптимизации, зна-
чение которого будет минимизировано, при-
нят критерий вида 

,
max( ).L

jii j
t  Полученные ре-

зультаты исследований обобщены на 
графиках, представленных на рис. 3 (при этом 
использован относительный масштаб ото-
бражения результатов. Анализ результатов 
показал, что при малом количестве типов 
данных (5–15 типов единичных данных, об-
рабатываемых в системе) разработанный 
жадный алгоритм обеспечивает на 3–8 % бо-
лее эффективные решения, при увеличении 
количества типов единичных данных до 20–
30, разработанный жадный алгоритм обеспе-
чивает на 10–15 % более эффективные реше-
ния, чем рассматриваемые методы. Также 
выполнено сравнение эффективности жадно-
го алгоритма и метаэвристических методов 
(генетические алгоритмы и метод отжига), 
при этом для определения эффективных рас-
писаний использован критерий, учитываю-
щий простои сегментов конвейера при обра-
ботке данных, задаваемый выражением (4). 
Результаты сравнительных исследований эф-
фективности метаэвристических методов и 
разработанного жадного алгоритма в относи-
тельном масштабе представлены на рис. 4–6.

Анализ результатов показал, что при раз-
ном количестве обрабатывающих приборов 
(трех, шести, девяти сегментах конвейера) 
для малого количества типов данных (5–15 
типов единичных данных, обрабатываемых 
в системе) разработанный жадный алгоритм 
обеспечивает на 5–8 % более эффективные 
решения, при этом эффективность алгоритма 
более значительна для большего количества 
сегментов. При увеличении количества типов 
единичных данных до 20–30, разработанный 
жадный алгоритм обеспечивает на 10–15 % 
более эффективные решения, чем рассматри-
ваемые метаэвристические методы.

Выполненный анализ эффективности 
жадного алгоритма построения расписаний 
в сравнении с известными методами  показал 
возможность его использования для получе-
ния решений с меньшими значениями кри-
териев. Т. е. разработанный метод позволяет 

определять эффективные решения по порядку 
обработки данных в конвейерных системах.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработан алгоритм составления распи-
саний обработки единичных данных в кон-
вейерных системах, который является более 
эффективным, чем известные метаэвристи-
ческие алгоритмы. В тоже время в отличии 
от задачи Джонсона и фронтального метода 
построения расписаний этот алгоритм позво-
ляет определять порядок обработки данных 
для большего, чем 3, количества сегментов 
конвейера. Дальнейшие исследования долж-
ны быть направлены на разработку моделей 
и методов формирования динамических рас-
писаний обработки единичных данных в кон-
вейерной системе, в основу которых положен 
реализованный метод формирования стати-
ческих расписаний обработки данных. При 
этом динамические свойства разрабатывае-
мых алгоритмов вытекают из необходимости 
учета событий в системе, изменяющих запла-
нированных ход вычислительного процесса. 

 

Рис. 3. Сравнение эффективности методов 
построения расписаний 
для критерия 

,
max( )L

jii j
t
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Градиентный метод составления статических расписаний для конвейерных систем ...
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