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Аннотация. В задаче описания голоморфно-однородных вещественных гиперповерх-
ностей 3-мерного комплексного пространства предлагается использовать средства сим-
вольной математики. В обсуждаемом случае набор коэффициентов, определяющих од-
нородную поверхность, выделяется из большой системы полиномиальных уравнений. 
Система частично решена, выделено ее ядро, содержащее 26 алгебраических уравнений 
относительно 16 неизвестных коэффициентов.
Ключевые слова: однородное многообразие, полиномиальное уравнение, символьные 
вычисления.
Annotation. In the problem of holomorphically homogeneous real hypersurfaces description of 
3-dimensional complex space the using of symbolic mathematics is suggested. In the case under 
consideration, the set of coefficients defining a homogenious surface is extracted from large 
system of polynomial equations. The system is partially solved, its core containing 26 algebraic 
equations in the 16 unknown coefficients is extracted.
Keywords: homogeneous manifold, the polynomial equation, symbolic computations.

ВВЕДЕНИЕ

В статье обсуждаются технические вопро-
сы, возникающие в одной «чисто математиче-
ской» задаче из многомерного комплексного 
анализа. Эта задача связана с коэффициент-
ным описанием однородных вещественно- 
аналитических поверхностей в 3-мерном 
комплексном пространстве (см. [1]; полное 
описание 2-мерного случая содержится в [2]). 

С помощью пакета символьных вычис-
лений Maple мы исследуем в статье необхо-
димые (смешанные) условия однородности, 
сформулированные в [1]. Эти условия вклю-
чают в себя 100 вещественных тейлоровских 
коэффициентов, однозначно определяющих 
любую такую поверхность, а также компо-

ненты векторных полей, касательных к изуча-
емым поверхностям. В результате проведен-
ного исследования удается освободиться от 
компонент векторных полей и уменьшить со 
100 до 16 количество коэффициентов, отвеча-
ющих за однородность. Сами условия сведе-
ны к системе из 26 алгебраических уравнений 
на оставшиеся коэффициенты. 

Разрабатываемые в статье методы по су-
ществу относятся к применению полино-
миальных моделей при изучении математи-
ческих и технических задач (см., например, 
[3]–[5]).

§ 1. НАЧАЛЬНАЯ ПОСТАНОВКА 
ЗАДАЧИ

Предметом данной статьи является изуче-
ние и упорядочение информации, связанной 
с большой системой алгебраических уравне-
ний. Эти уравнения представляют собой ус-
ловия, необходимые для того, чтобы веще-
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ственно-аналитическая поверхность в 
комплексном пространстве 3C ,  заданная урав-
нением ( ( )1 2, ,z z z w=  – координаты в 3C )

( ) ( )( )2 2
1 2

, 2, 0
Im , Re m

klm
k l m

w z z N z z w
≥ ≥

= + + ∑  (1)

была голоморфно-однородной.
Необходимые теоретические пояснения, 

относящиеся к понятию однородности и к 
идеям, связанным с этим понятием, можно 
найти, например, в [1] или [6]. Здесь же обсуж-
дается информационно-технический аспект 
проблемы классификации однородных по-
верхностей в 3C .

Все обсуждения нашей работы относятся 
к набору из семи многочленов

220 221 222 320 321 420 330, , , , , , ,N N N N N N N    (2)
входящих в уравнение (1). Согласно [1], урав-
нение (1) однородной поверхности полно-
стью определяется именно этим набором.

Многочлены из набора (2) имеют в сово-
купности 100 вещественных коэффициентов. 
При этом в [1] выведены три уравнения, свя-
занные с векторными полями на поверхностях 
вида (1). Эти уравнения имеют вид (3)–(5).

Помимо многочленов из набора (2) в урав-
нения (3)-(5) входят также младшие компо-
ненты ( )0 1 2 0 2, , , ,f f f g g  векторного поля 

( ) ( ), , ,Z f z w g z w
z w
∂ ∂

= +
∂ ∂

 касательного к 

обсуждаемой поверхности. При этом параме-
тры ( ) 2

0 0 C ,f p= ∈  ( )0 0 Rg q= ∈  являются 
свободными для любой однородной поверх-
ности, а характер остальных компонент тако-
го поля (свободный или связанный) опреде-

ляется соотношениями (3)–(5). Отметим 
также, что со свободой некоторых параме-
тров поля Z,  отличных от основной пятерки 
( ), ,p q  связано наличие у однородных по-
верхностей богатых групп симметрий.

Основной задачей нашей работы являет-
ся уменьшение до обозримых пределов числа 
коэффициентов набора (2), по существу отве-
чающих за однородность. Для этого требуется 
выделить из уравнений (3)–(5) информацию 
о коэффициентах набора (2) в «сжатой» фор-
ме, замкнутой относительно этого набора.

Ясно, что решение поставленной объем-
ной задачи по обработке математической ин-
формации возможно лишь с использованием 
современных информационных технологий. 
Авторы использовали для этого пакет ком-
пьютерной алгебры Maple.

§ 2. КОММЕНТАРИИ К СИСТЕМЕ 
УРАВНЕНИЙ

Входящие в систему (3)–(5) многочлены 
220 221 222, ,N N N  являются элементами некото-

рого 5-мерного (см. [7]) вещественного про-
странства 22N  многочленов от комплексных 
переменных. В качестве базиса в этом про-
странстве удобно рассматривать (6).

Многочлены 320 321,N N  принадлежат про-
странству 32N  многочленов вида

3 2 1 1
3 1 2 1 2

1 3,0 3
,j j k k

k j
k j

z z z zω − − + −
+

≤ ≤ ≤ ≤
∑

имеющему комплексную размерность 10 в 
силу т.н. tr-условий
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( ) ( )( ) ( ){ } ( )( ){ }0 221 0 220 220 1 320 00 0 2Re 2Re 0 0,
N N

g N g N N f N f′− + ∂ + ∂ ≡                (3)

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( ) ( ){ }
( )( ){ } ( )( ){ } ( ) ( )( )

0 321 0 320 0 220 220 0

*
0 221 221 0 220 2

420 0 330 0 320 1 320 1

0 0 2 , 0 2 , 0

, 0 , 0

0 0 0,
N

N N

g N g N i z f N i z z N f

i z f N i z z N f N f

N f N f N f N f

′ ′ ′− + − ∂ +

+ − ∂ + ∂ +

+ ∂ + ∂ + ∂ + ∂ ≡

                 (4)

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }
( )( ){ } ( )( ){ }

0 222 0 220 221 1 220 1

321 0 220 0

0 0 Re 2 2

2Re 0 2Re 0 0.
N N

g N g N N f N f

N f N f

′′ ′− + ∂ + ∂ +

′+ ∂ + ∂ ≡
                             (5)

( )
( )( ) ( )( )

4 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2
3 1 2 2 1 1 2 4 1 2 2 1 1 2

4 , , ,

, .

E z z z z E z z z z E i z z z z

E z z z z z z E i z z z z z z

= − + = + = −

= + − = − −
                       (6)
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1 5 9

12 8 4

3 0,     
3 0.
ω ω ω
ω ω ω

+ + =
+ + =

                 (7)

Будем задавать эти многочлены ( 4 3× )-ма-
трицами их комплексных коэффициентов

1 2 3

4 5 6
320

7 8 9

10 11 12

1 2 3

4 5 6
321

7 8 9

10 11 12

,N

N

ω ω ω
ω ω ω
ω ω ω
ω ω ω

ω ω ω
ω ω ω
ω ω ω
ω ω ω

 
 
 ≅
 
 
 

′ ′ ′ 
 ′ ′ ′ ≅
 ′ ′ ′
 ′ ′ ′ 

              (8)

Аналогично, многочлены 420 330,N N  будем 
описывать матрицами

1 2 3 4

5 6 7 8
330

9 10 11 12

13 14 15 16

1 2 3

4 5 6

420 7 8 9

10 11 12

13 14 15

,

.

t t t t
t t t t

N
t t t t
t t t t

s s s
s s s

N s s s
s s s
s s s

 
 
 ≅
 
 
 
 
 
 
 ≅
 
 
 
 

            (9)

так что
4 2 1 1

420 3 1 2 1 2
1 3,0 4

3 3 1 1
330 4 1 2 1 2

1 4,0 3

,

.

j j k k
k j

k j

j j k k
k j

k j

N s z z z z

N t z z z z

− − + −
+

≤ ≤ ≤ ≤

− − + −
+

≤ ≤ ≤ ≤

=

=

∑

∑
 (10)

Отметим еще, что многочлен 330N  являет-
ся вещественнозначным, т. что матрица его 
коэффициентов – эрмитова (ее диагональные 
элементы 1,t  6 ,t  11,t  16t  – вещественны, а вне-
диагональные – попарно комплексно сопря-
жены друг другу: 5 2 ,t t=  9 3t t=  и т.д.). Кроме 
того, для многочлена 330N  выполняется свое 
tr-условие

1 6 11 163 3 0.t t t t+ + + =               (11)

Везде ниже мы рассматриваем случай по-
верхностей, в уравнении (1) для которых 
многочлены 220 ,N  320N  удовлетворяют следу-
ющим дополнительным ограничениям:

( )220 3 0 3,   0.N E E Rµ µ ω= + ∈ ≠     (12)

Первое из условий (12) является, в силу 
[8], условием общности положения обсужда-
емых поверхностей (в отличие от случая 

220 0 ,N E=  связанного с богатыми группами 
симметрий и рассматривавшегося в [1] и в 
[9]). Второе условие в (12) представляет один 
из возможных частных случаев. Мы вводим 
его для упрощения вычислений и более на-
глядного представления эффективности 
предлагаемой схемы изучения однородности 
и получаемых на ее основе результатов.

Отметим, что помимо искусственного 
требования 3 0ω ≠  возможны и «естествен-
ные» дополнительные ограничения на коэф-
фициенты уравнения (1). Например, поворо-
том координат 1 1,

iz e zθ→  2 2
iz e zθ→  c 

подходящим θ  можно перевести любой не-
нулевой коэффициент многочлена 320N  в ве-
щественное состояние. Поэтому коэффици-
ент 3ω  будет везде далее считаться не только 
отличным от нуля, но и вещественным.

Замечание 1. Наоборот, два коэффициен-
та 6 ,ω  7ω  этого же многочлена, а также коэф-
фициент 3λ′  многочлена 221N  можно прирав-
нять нулю в обсуждаемом случае (12). 
Существование преобразований координат, 
обеспечивающих выполнение таких ограни-
чений на коэффициенты при сохранении об-
щего вида уравнения (1), связано со свойства-
ми нормальных уравнений (1) (см. [1], [7]).

В уравнениях (3)–(5) используются не-
сколько выражений, нуждающихся в допол-
нительных объяснениях.

Во-первых, через ,z a  обозначается эр-
митово скалярное произведение пары векто-
ров 2, C ,z a∈  т.е. 1 1 2 2, .z a z a z a= +

Во-вторых, для произвольной функции 
( )1 2 1 2, , ,h z z z z  и вектора 2a∈  используются 

обозначения

( ) 1 2
1 2

,h hh a a a
z z
∂ ∂

∂ = ⋅ + ⋅
∂ ∂

( ) 1 2
1 2

.h hh a a a
z z
∂ ∂

∂ = ⋅ + ⋅
∂ ∂

Для компонент векторного поля 
( ), ,k kf f z w=  ( ),l lg g z w=  нижний индекс 

означает степень по переменной ,z  а произ-
водные типа ,f ′  g′′  вычисляются по пере-

А. В. Лобода, В. И. Суковых
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менной .w  При этом используются следую-
щие упрощающие обозначения:

( ) 2
0 0 C ,a f ′= ∈  ( ) ( )

2

0 2 0 ,gr g
w

 ∂′′= ℜ =ℜ ∂ 

( ) 1 2 1 2 1
1

1 2 1 2 2

, ,
i i z

f z w
i i z

α α β β
β β α δ
+ +   

= ⋅   − + +   
с вещественными функциями 1,α  2 ,α  1,β  2 ,β  

2.δ  Здесь согласно [1]
( ) ( )0 12g u uα′ =  при ,u R∈

и везде в уравнениях (3)–(5) под 1f  понимает-
ся ( )1 ,0 .f z

Наконец, компонента *
2f  определяется 

формулой ( )*
2 220, .f z N a= −∂

Сами тождества (3)–(5) можно рассматри-
вать как векторные уравнения, т.к. они опи-
сывают равенства нулю многочленов из про-
странств 22N , 32N  и 22N  соответственно. 
В [1] они получены как (2,2,0)-, (3,2,0)- и 
(2,2,1)-компоненты некоторого аналитиче-
ского тождества, описывающего однородные 
поверхности.

§ 3. ОБЩАЯ СХЕМА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Параметры векторных полей, входящих в 
(2,2,0)-, (3,2,0)- и (2,2,1)-компоненты, разде-
ляются на основную пятерку 1 2( , , ),p p q  свя-
занную со сдвигами вдоль касательных на-
правлений к однородной поверхности M  и 
совокупность остальных (второстепенных) 
вещественных параметров. Всего таких пара-
метров, отвечающих преобразованиям ана-
литических гиперповерхностей в 3C ,  имеется 
15 (см. [1], [7]). Для сферы все они свободны, 
а в нашем случае однородных поверхностей 
их количество не может быть меньше 5 и 
больше 15.

В рассматриваемом случае многочлена 
220 ,N  имеющего вид (12), все 10 второстепен-

ных параметров можно выразить через ос-
новную пятерку именно из (2,2,0)-, (3,2,0)- и 
(2,2,1)-соотношений. В силу линейной зави-
симости соотношений (3)–(5) от коэффици-
ентов набора (2) и от параметров полей, каса-
тельных к изучаемой поверхности, для этого 
достаточно найти в обсуждаемой системе 10 
скалярных уравнений, ранг которых относи-
тельно совокупности удаляемых параметров 
является полным.

Однако скалярные компоненты вектор-
ных уравнений (3)–(5) устроены достаточно 
сложно. Например, в зависимости от коэф-
фициентов набора (2) определители некото-
рых линейных подсистем исходной системы 
могут быть равными нулю. Именно это и яв-
ляется причиной, требующей последователь-
ного рассмотрения каждого из уравнений си-
стемы (3)–(5) по отдельности.

Прокомментируем общую идею таких 
рассмотрений.

В (2,2,0)- и (2,2,1)-компонентах имеет-
ся по 5 скалярных вещественных равенств, 
(3,2,0)-компонента распадается на 10 ком-
плексных скалярных соотношений.

Некоторые из скалярных соотношений 
можно разрешить относительно входящих 
в них параметров (вещественных или ком-
плексных) векторных полей. Например, из 
5 вещественных соотношений, отвечающих 
(2,2,0)-компоненте, на эти цели удается ис-
пользовать 4 уравнения, т.к. ранг этой системы 
относительно (второстепенных) параметров 
уравнений равен лишь 4. Пятое уравнение в 
такой ситуации зависит только от основных 
параметров и выполняется тождественно при 
любых значениях этих параметров.

Теперь для получения информации о ко-
эффициентах канонического уравнения (т.е. о 
многочленах из набора (2)) остается восполь-
зоваться следующим техническим утвержде-
нием.

Лемма 3.1. Если равенство 
1 1 2 2 3 1 4 2 5 0A p A p A p A p A q+ + + + =  выполня-

ется тождественно по ( )1 2, , ,p p q  где 
1 2, ,p p C∈  ,q R∈  то все коэффициенты из ле-

вой части этого равенства, т.е. 1,A  2 ,A  3,A  
4 ,A  5A  равны нулю.

В рассмотрениях, связанных с уравнения-
ми (3)–(5), роль таких коэффициентов игра-
ют комбинации коэффициентов многочленов 
из набора (2). Сложность таких комбинаций 
нарастает по мере продвижения от (3) к (5). 
При этом все же удается освободиться от всех 
второстепенных параметров и получить «аб-
солютные» соотношения на коэффициенты 
опорного набора, не зависящие от параме-
тров векторных полей.

Использование компьютерных алгоритмов в задаче коэффициентного описания ...
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§ 4. ИССЛЕДОВАНИЕ 
(2,2,0)-СООТНОШЕНИЯ

Это уравнение содержит четыре слагае-
мых, каждое из которых разлагается по бази-
су 5-мерного пространства полиномов. Итог 
«скалярной развертки» уравнения (3) в слу-
чае многочлена 220N  вида (12) можно пред-
ставить таблицей (табл. 1).

Из нее можно сделать следующие выводы:
Предложение 4.1. Из (2,2,0)-соотношения 

(3) выводится следующая информация о па-
раметрах векторных полей (14)–(16).

Предложение 4.2. Из (2,2,0)-соотношения 
(3) выводится следующая информация о ко-
эффициентах многочлена 320N  (17).

§ 5. ИССЛЕДОВАНИЕ (3,2,0)-  
И (2,2,1)-СООТНОШЕНИЙ

В каждой из двух оставшихся компонент 
мы также удаляем вспомогательные параме-
тры векторных полей, после чего используем 
лемму 3.1. Так, из двух комплексных скаляр-
ных уравнений (3,2,0)-компоненты удается 
выразить (через основную пятерку) параме-
тры 1,a  2.a  После этого в одном из восьми 
оставшихся в этой компоненте комплексных 
уравнений приходится выделить веществен-
ную и мнимую части. Из мнимой части удает-
ся выразить еще один параметр 2α  векторно-
го поля.

А. В. Лобода, В. И. Суковых

Таблица 1
I II III IV

0E 0qλ′ 12µα− 1 14 2µα β− { }5 1 8 2Re p pω ω− +

1E 1qλ′ 0
12β { }3 1 10 2Re 3 3p pω ω+

2E 2qλ′ 0
22β− { }3 1 10 2Im 3 3p pω ω−

3E 0
12α− 1 16 4µβ α+ ( ) ( ){ }4 8 2 1 11 9 5 2

1 Re 2 3 3 2
2

p pω ω ω ω ω ω− + + − − +

4E 4qλ′ 0
2 2 26µβ α δ− + − ( ) ( ){ }4 8 2 1 11 9 5 2

1 Im 2 3 3 2
2

p pω ω ω ω ω ω− − + + − + +

( )1 3 1 10 2 1
3 1Re ,
2 2

p p qβ ω ω λ′= − + −   ( )2 3 1 10 2 2
3 1Im ,
2 2

p p qβ ω ω λ′= − +              (14)

( ) ( )( )1 3 4 8 2 1 10 11 9 5 2 1
1 3Re 18 2 3 18 3 2 ,
4 2

p p qα µω ω ω ω µω ω ω ω µ λ′= − + − + − + − +       (15)

( )( )

( )( ) ( )

2 2 3 4 8 2 1

10 11 9 5 2 1 4 2

1 Im 18 2 3
2
1           Im 18 3 2 3 ,
2

p

p q

δ α µω ω ω ω

µω ω ω ω λ µλ

= + − − − + +

′ ′+ − + + + −
                     (16)

6 7 0,ω ω= =

( ) ( ) ( )( )2 3 2 2
1 2 3 10 11 12

4 2

3 4 3 18 6 12 4 2 3 4
,

4 9

µω µ ω µ µ ω µ ω µω µ ω
ω

µ

− + + − + − − +
=

+

( ) ( )( )2 3 2 2
3 10 11 12 1 2

5 2

3 12 4 18 6 3 4 6 2
,

4 9

µ ω µ µ ω µ ω µω µ ω µω
ω

µ

+ + + + + − −
=

+
               (17)

( ) ( )( )2 3 2 2
2 1 3 10 11 12

8 2

3 3 4 18 6 12 4 2 6
,

4 9

µ ω µω µ µ ω µ ω µω µ ω
ω

µ

− − + + + + −
=

+
( ) ( ) ( )( )2 3 2 2

2 3 10 11 12 1
9 2

3 2 12 4 18 6 3 4 3 4
.

4 9

µω µ ω µ µ ω µ ω µω µ ω
ω

µ

− + − + − − − +
=

+
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Отметим, что формулы при этом получа-
ются достаточно громоздкие. Их, как и фор-
мулы для параметров полей из п. 3.2., можно 
подставить в оставшиеся одно вещественное 
и семь комплексных уравнений (3,2,0)-ком-
поненты. После подстановки эти уравнения 
будут зависеть только от основной пятерки 
параметров, что позволяет применить к ним 
лемму 3.1.

Аналогично, в (2,2,1)-компоненте, содер-
жащей пять скалярных вещественных урав-
нений, сначала определяется вещественный 
параметр r  векторного поля (последний из 
десяти второстепенных параметров). На это 
расходуется одно из пяти уравнений, а к 
остальным четырем применяется лемма 3.1.

В итоге освобождение (3)–(5) от параме-
тров векторных полей приводит к системе из 
семи комплексных «абсолютных» уравнений 
из (3,2,0)-компоненты, а также к пяти веще-
ственным уравнениям, одно из которых по-
лучено в (3,2,0)-компоненте, а четыре – в 
(2,2,1)-компоненте основного тождества. Всю 
совокупность этих уравнений естественно 
разбить на p -группы, p -группы и q -группы 
и исследовать их в таком порядке:

1. одно вещественное уравнение из 
(3,2,0)-компоненты;

2. группа уравнений ( )3,2,0 p  (из которой 
выражаются коэффициенты многочлена 420N );

3. «смешанная система» ( ) ( )3,2,0 2,2,1
q p
+  

(из нее выражаются коэффициенты многоч-
лена 321N  и получаются 5 комплексных соот-
ношений на коэффициенты набора (2));

4. группа уравнений ( )2,2,1 q  (выражают-
ся коэффициенты многочлена 222N );

5. группа уравнений (3, 2,0) p  (из которой 
выражаются практически все коэффициенты 
многочленов 330 ,N  221N  и получаются 13 ве-
щественных соотношений на оставшиеся ко-
эффициенты набора (2)).

Приведем образцы получаемых (при по-
мощи пакета Maple) результатов по отдель-
ным группам уравнений.

1. Отделяя в одиночном вещественном 
уравнении его 1,p  2p -составляющие, мы по-
лучаем формулы, позволяющие выразить ко-
эффициенты 3,s  6s  многочлена 420N  через 
другие элементы набора (2).

( )

( )

2
3 3 2 4 8

1 3 3 2

3 10 5 9 11

10 2 4 6

108 6 5 2
8 8 32 8 8 0,

3 18 2 3
6 12 4 0.

i t s

t s

µω ω ω ω ω

λ λ

ω µω ω ω ω

ω ω

− + − −

′ ′− + + − + =

− + + −

− + + =

     (18)

q -компонента этого уравнения дает нам ве-
щественное соотношение

( )( )3 2 1 2 3 1Re 2 9 0iω ω λ λ ω µλ′ ′ ′ ′− + + =   (19)
на коэффициенты многочленов 320 ,N  321,N  

221N  и параметр µ  из формулы (2).
2. В группу из 14 комплексных уравнений, 

образующих (3, 2,0) p -систему, 15 коэффици-
ентов ks  многочлена 420N  входят линейным 
образом. При этом ранг системы относитель-
но ks  оказывается не полным, а равным 13. 
Благодаря этому удается выразить именно 13 
коэффициентов ,ks  остававшихся «свобод-
ными» после получения предыдущих двух 
формул. Например, (20).

Последнее из 14 уравнений (3, 2,0) p -ком-
поненты дает еще одно соотношение на коэф-
фициенты уменьшенного набора опорных 
коэффициентов (21).

Здесь возникают 5 комплексных соотно-
шений на коэффициенты уменьшенного на-
бора (3.2), простейшее из которых приведено 
в (22).

Формула для одного из коэффициентов 
многочлена 321N  имеет вид (23).

Эта группа уравнений позволяет явным 
образом (по аналогии с описанием (2,2,0)-ком-
поненты) получить формулы для четырех (из 
пяти) коэффициентов многочлена 222N  и 
просто вывести их из обсуждений.

3. Тринадцать соотношений связывают 
набор из 11 вещественных коэффициентов 

kω  многочлена 320 ,N  входящих в них кубиче-
ским образом, с коэффициентами 4 4Re( ),a t=  

4 4 2Im( ),b t λ′=  многочленов 330N  и 221N  соот-
ветственно, входящими в уравнения линей-
но. Линейная часть одного из таких уравне-
ний с коэффициентами, зависящими от ,320N  
приведена в (24) (здесь 3Re( / ),k kξ ω ω=  

3Im( / )k kη ω ω= ).

Использование компьютерных алгоритмов в задаче коэффициентного описания ...
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( )

3 2 2 2
3 2 3 10 3

2 2 210
10 12 3 3 1 3 32

3

11 3 2 3 10 3 12 3 3

180 39 30
3 30 24 10 75 .

2 9 4
325 14 10 20
3

s s

s

µ ω µ ω ω µ ω ω
ω µ ω ω µ µωω µω

ω µ
µω ω ω ω ω ω ω ω

 
 − − −
 

= − + + + − 
+  

 − − − − +
 

           (20)

4 2 4 2 2 2
2 11 3 12 12

2
11 2 11 12 10 12

2 4 2 2 2
1 2 10 2 11 11

3 2 2
11 2 2 3 10

5 3
3 12 12 3 3 12

5 3 6
11 12 12 11 10 12

3

27 32 36 32

8 16 120

16 12 27 8

54 8 24

432 240 32

54 84 486

52

µ ω ω ω µ ω µ ω

µω ω µω ω µ ω ω

µωω µ ω ω µ ω µ ω

µ ω ω µ ω µω ω

µ ω ω µ ω ω µω ω

µ ω ω µ ω ω µ ω ω

ω

+ − − −

− − − −

− + − − −

− + + +

+ + + −

− − − −

− 4 5 3
10 12 1 2 1 2

6 4 4
2 10 2 10 1 11

5 6 4
2 11 11 3 11 3

2 5 3
3 11 10 11 10 11

3 4
12 11 12 1 12 2

6 4
2 3 1 3 3 1
5

2 3

2 54 84

81 9 36

108 1053 963

300 108 36

24 32 36

48 486 954

432 2

µ ω ω µ ωω µ ωω

µ ω ω µ ω ω µ ωω

µ ω ω µ ω ω µ ω ω

µ ω ω µ ω ω µ ω ω

µ ω ω µω ω µ ω ω

µω ω µ ωω µ ω ω

µ ω ω

− − −

− + + −

− + + +

+ − − −

− − − −

− + + −

− − 3 7
2 3 3 10

5 3 2
3 10 3 10 1 3

5 6 2 4 2 2 2
1 10 3 3 3

4 2 2 2 6 2
1 1 3 1 10

3 4 2
1 10 1 10 10

2 2 2 2
10 10 3

88 1458

1188 306 456

216 1620 1656 564

36 32 64 324

264 64 504

228 32 64

µ ω ω µ ω ω

µ ω ω µ ω ω µ ωω

µ ωω µ ω µ ω µ ω

µ ω µ ω µω ω µ ω

µ ωω µωω µ ω

µ ω ω ω
















+ +

+ + + −

− + + + +

+ + + + −

− − + +

+ + +
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10 2 10 4 10 8 11 3
1

10 2 3 9 10 8

10 2 9 3 11 3 10 8
2

10 4 10 2 10 8 10 3

3 2
10 3 7 10 3 4 10 3 9 3

10 2 11 3 10

6 4 4 6
6 8 2

6 8 6 4
4 6 2 36

3 60 27 6

6 6 6

i i i i
i i i i

i t i i is
i i i

ω ω ω ω ω ω ω ω
λ

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω ω ω
λ

ω ω ω ω ω ω µω ω

ω ω ω ω λ ω ω ω

ω ω ω ω ω ω

− − + + − 
′+ − − + 

− + − + − 
′+ + − − + − 

′+ + − + −

− − + 2
10 7 10 3 10 10 10 3

0

3 27s i t iω ω ω ω ω

 
 
 
 
  =
 
 
 
 + + 

                 (22)

6 10 4 10 9 3 3 9 10 3 1 1 5 1 11 10 10

5 3 10 8 3 10 8 10 2 11 3 2 5 2 5

9 3 9 3 93
4 4 4 2 4
9 9 9 3 13 ;
8 4 8 2 2

i i i i i s

i it i i i i i

ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω λ λω λω ω

ω ω ω ω ω ω ω λ ω ω λ ω λ ω

′ ′= + + − + + − − +

′+ − − − − + +
    (23)

10 2 10 8 10 12 2 10 2 10 4

10 10 8 12 10 2 2 10 4

3 9 3 3 32 2 3
4 2 2 2 2

9 3 3 3 32 .
2 4 2 2 2

L a

b

η λ ξ ξ ξ ξ ξ ξ η η

ξ η η η η ξ η ξ

  ′= + − + + + − + +  
  

  + − + + +  
  

              (24)
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ИТОГОВЫЕ ВЫВОДЫ

Приведенные описания вычислений и 
объемные результаты таких вычислений по-
казывают, что получить обозначенные фор-
мулы «вручную» практически невозможно. В 
то же время они формируются с использова-
нием простейших алгебраических операций 
и формального дифференцирования. При-
влечение пакета Maple позволило сформиро-
вать эти уравнения и освободить их от боль-
шой группы коэффициентов, входящих в эти 
уравнения линейным образом.

Возвращаясь к математическим истокам 
изученной задачи, можно сформулировать 
итоги нашего исследования в виде двух тео-
рем.

Теорема 1. Если в уравнении (1) голомор-
фно-однородной поверхности M  многочлен 

220N  имеет вид (12), то весь набор (2) опреде-
ляется лишь своими 16 вещественными ко-
эффициентами. В этом случае локальная 
группа ( )G M  голоморфных преобразований 
поверхности M  может быть только 5-мер-
ной.

Теорема 2. 16 коэффициентов из теоре-
мы 1 удовлетворяют системе из 26 (веще-
ственных) полиномиальных уравнений.

В дальнейшем полученную переопреде-
ленную систему также планируется исследо-
вать с использованием пакета Maple по ана-
логии с работами [10]–[14].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Символьные вычисления, проводимые с 
помощью пакета Maple, применены для из-
учения одного класса голоморфно-однород-
ных строго псевдо-выпуклых вещественных 
гиперповерхностей 3-мерного комплексного 
пространства. Опорный набор коэффици-
ентов канонического уравнения, определя-
ющего любую такую поверхность, уменьшен 
с потенциальных 100 коэффициентов до 16. 
Построена переопределенная система алге-
браических уравнений на этот уменьшенный 
набор.
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