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Аннотация. В статье рассматриваются свойства нечеткого отношения сходства и его вза-
имосвязь с покрытиями заданного множества объектов..
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ВВЕДЕНИЕ

Сходство является ключевым понятием 
интеллектуальной обработки информации. 
Оно используется в алгоритмах классифика-
ции/кластеризации, в процедурах информа-
ционного поиска, при построении баз знаний 
на основе наблюдаемых данных. Во всех пе-
речисленных случаях понятие сходства явля-
ется основой структуризации заданного мно-
жества объектов. 

Преимуществом понятия сходства явля-
ется то, что оно может применяться к данным 
произвольной природы.

Цель статьи заключается в представлении 
методов построения отношения сходства как 
основы классификационных процедур.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть { } 1,i i N
X x

=
=  – заданное конечное 

множество объектов, { }
1,j j M

σ σ
=

=  – набор 
свойств объектов из ,X  причем выполняется 
следующее предположение: каждый из объ-
ектов ix  не обязательно обладает всеми свой-
ствами из ,σ  но во множестве X  существует 
хотя бы один объект, обладающий данным 
свойством .jσ

Требуется сгруппировать похожие в неко-
тором смысле объекты.

Заметим, что приведенная постановка за-
дачи предполагает построение разбиения 
множества X  на классы. Особенностью зада-
чи является то, что множество свойств не яв-
ляется фиксированным в том смысле, что 
группируемые объекты могут обладать раз-
личными наборами свойств, в общем случае 
пересекающихся.

 
2. ОБЩИЙ ПОДХОД 

К ФОРМИРОВАНИЮ МЕХАНИЗМОВ 
«ПОХОЖЕСТИ»

В рамках классического подхода всякое 
разбиение заданного множества X  основы-
вается на предположении, что на X  опреде-
лено некоторое отношение эквивалентности 

,E  и задача заключается в том, чтобы выя-
вить это отношение, тогда классы эквива-
лентности, индуцированные ,E  описывают 
группировки схожих объектов. Пусть 

{ }1,..., UX Xℵ=  – система подмножеств мно-

жества ,X  такая что 
1

U

i
i

X X
=

=


 (1) и для лю-

бых индексов i j≠  выполняется условие 
i jX X∩ =∅  (2), тогда ℵ  называется разбие-

нием множества .X© Леденева Т. М., Стрюков Р. К., 2014
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Если для системы ℵ  выполняется только 
условие (1), то она называется покрытием 
множества .X

Если ℵ  является разбиением множества 
,X  то на нем можно определить отношение 

эквивалентности 2E X⊆  по правилу

( ){ }, / ,i j i i j jE x x x X x X= ∈ ∈и         (3)
тогда фактор-множество множества X  по 
отношению E  совпадает с ,ℵ  т. е. .X

E =ℵ
С другой стороны, если E  – отношение 

эквивалентности на множестве ,X  то мно-
жество классов эквивалентности 

( ) ( ){ }{ }
1,

: ,i j i j
i N

E x x x x E
=

= ∈  образует раз-
биение множества .X

Заметим, что классификация является ре-
зультатом установления отношения похоже-
сти, как меры близости, между элементами 
множества, при этом в рамках классического 
подхода не существует а) элементов, не охва-
ченных классификацией и б) элементов, по-
павших одновременно в два класса (принцип 
непротиворечивости). Однако в реальных 
задачах могут встретиться элементы, для ко-
торых можно говорить лишь о степени при-
надлежности к некоторому классу. 

Рассмотрим общий подход к формирова-
нию механизмов «похожести».

Формально отношение похожести двух 
объектов представляется бинарным отноше-
нием сходства, которое по определению яв-
ляется рефлексивным и симметричным. Это 
отношение может обладать или не обладать 
свойством транзитивности. Сходство явля-
ется отношением эквивалентности, если оно 
транзитивно.

Введем множества 
{ }: ,k i i kP x X x σ= ∈ обладает свойством

1, .k M=  Для любого k  ,kP ≠ ∅  так как во 
множестве X  существует хотя бы один эле-
мент, обладающий свойством .kσ  Система 
множеств { } 1,k k M

P
=

 образует покрытие мно-

жества ,X  т. е. 
1

,
M

k
k

P X
=

=


 на основе которого 

определим отношение
( ) ( ){ } 2, : 1, ,i j i k j kR x x k M x P x P X= ∃ = ∈ ∈ ⊆и (4)

содержащее такие пары объектов ix  и ,jx  ко-

торые обладают хотя бы одним из свойств 
1,..., .Mσ σ

Заметим, что данное отношение рефлек-
сивно и симметрично, но не обязательно 
транзитивно, что обусловлено тем, что объ-
екты могут сравниваться по разным свой-
ствам. Таким образом, отношение R  являет-
ся сходством.

Будем говорить, что объекты ix  и jx  сход-
ны, если ( ), .i jx x R∈

Утверждение 1. Если каждый объект 
ix X∈  обладает только одним свойством, то 

отношение сходства является эквивалентно-
стью.

В самом деле, в этом случае каждое из 
множеств iP  содержит единственный эле-
мент, причем i jP P∩ =∅  для любых индексов 

.i j≠  Следовательно, система множеств 
{ } 1,k k M

P
=

 образует разбиение множества ,X  
причем каждый класс является тривиальным 
[], т.е. содержит единственный элемент из 
множества .X

Пусть ix  и jx  – объекты из множества ,X  
( )1 ,..., ,i i i

Mν ν ν=  ( )1 ,...,j j j
Mν ν ν=  – векторы, ка-

ждая компонента которого ( )i j
k kν ν  есть сте-

пень уверенности в том, что объект ( )i jx x  
обладает свойством .kσ  Будем считать, что 
степень уверенности оценивается числом из 
[0,1], и ее значение, равное 0, соответствует 
тому, что объект не обладает данным свой-
ством. Если значение степени уверенности 
равно 1, то объект в полной мере обладает 
данным свойством. Таким образом, все объ-
екты имеют векторные оценки уверенности 
одинаковой размерности.

Поскольку во множестве X  по предполо-
жению обязательно существует элемент, ко-
торый наверняка обладает свойством ,kσ  то 

{ }max 1,i
ki

ν =  а так как каждый объект облада-
ет хотя бы одним из свойств, то { }max 1.i

kk
ν =

Величины ( )1, , 1,i
k i N k Mν = =  образуют 

матрицу степеней уверенности, ее строки со-
ответствуют элементам ix  множества ,X  а 
столбцы – свойствам .kσ  В каждой строке и в 
каждом столбце матрицы имеется, по край-
ней мере, одна 1.

Нечеткое множество объектов, обладаю-
щих свойством ,kσ  определим следующим 
образом:
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( ){ }
1,

/ .i
k i k i N

P x ν
=

=                  (5)
Утверждение 2. Семейство нечетких мно-

жеств { }1,..., MP PΩ =    образует покрытие мно-
жества .X

Доказательство тривиально: 
1

,
M

k
k

P X
=

=


 так 

как для любого ix  имеет место { }max 1.i
kk

ν =
Обобщая отношение (4) на случай нечет-

ких множеств ,kP  получим нечеткое отноше-
ние с функцией принадлежности

( ) { }, max min , .i j
i j k kR k

x xµ ν ν=


        (6)
Чтобы подчеркнуть связь с покрытием ,Ω  

используем обозначение .RΩ


Утверждение 3. Отношение R RΩ=


   обла-
дает следующими свойствами:

1) R  – симметричное и рефлексивное от-
ношение;

2) ( ) ( ) ( ){ }, max , , ,i j i k k jR R Rk
x x x x x xµ µ µ≤

  

 
для всех , .i jx x

Доказательство.
Из определения (6) следует, что R  сим-

метричное отношение. Кроме того, 
( ) { }, max 1,i

i i kR k
x xµ ν= =



 и, следовательно, R  
рефлексивно. Таким образом, iR  удовлетво-
ряет определению нечеткого сходства. Пока-
жем, что выполняется свойство 2).

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }{ }

max , , ,

max max min , ,min ,

i k k jR Rk

i k j k
r r r rk r

x x x xµ µ

ν ν ν ν

=

= =

 

{ } { }

{ }
1

max min max , ,max

max max ,

i j r
k k kk r

i j
k kk

ν ν ν

ν ν

=

  
  = =  
    

= ≥



{ } ( )max min , , .i j
k k i jRk

x xν ν µ≥ =


Из утверждения 2 следует, что если задано 
семейство нечетких подмножеств ,X  образу-
ющих покрытие, то на X  можно определить 
отношение, являющееся нечетким сходством.

Верно обратное 
Утверждение 4 [1]. Пусть R  – нечеткое от-

ношение сходства на множестве X  с функци-
ей принадлежности ( ) ,R xµ



 тогда существует 
покрытие ,Ω  такое что .R RΩ=



 

Вполне возможно, что для различных по-
крытий 1Ω  и 2Ω  окажется, что 

1 2
.R RΩ Ω=

 

 

Каждому элементу ix X∈  соответствует 
нечеткое множество свойств, которыми эле-
мент обладает в различной степени, т. е.

( ){ }
1,

/ .i
i k k k M

S vσ
=

=

Множества { }1,..., NS S   образуют покры-
тие множества свойств .σ

Любое покрытие можно интерпретиро-
вать как отображение. В самом деле, положим

( )
1,

, ,
0, .

x
F x i i


= 



если объект

обладает свойством

иначе

   (7)

которое можно рассматривать как соответ-
ствие между множеством объектов X  и мно-
жеством свойств .σ  Заметим, что в четком 
случае отношение сходства FR  на ,X  опира-
ющееся на соответствие (7), представляет со-
бой ядро ,F  т. е. 1 .FR F F−=   Последнюю 
формулу можно обобщить на нечеткий слу-
чай с помощью композиционного правила

( ) ( )( )
( ) ( ){ }

1, ,

max min , , ,
F

i

R x y F F x y

F x i F i y

−= =

=



( ) ( ){ } ( )max min , , .i ii
S x S y R x yΩ= =       (8)

С другой стороны, для каждого нечеткого 
отображения  :F X σ→  можно рассмо-
треть покрытие ( ){ },F i

F x i
σ∈

Ω =  нечеткого 
множества ( ) ( )max , .

i
U x F x i=

Таким образом, покрытия и нечеткие 
отображения дают эквивалентное описание 
структур схожести.

3. ОТНОШЕНИЕ ПОДОБИЯ – ОСНОВА 
ПРОЦЕДУР КЛАСТЕРИЗАЦИИ

Отношение подобия – важный частный 
случай нечеткого отношения сходства. Отно-
шение 2S X⊆  называется отношением подо-
бия, если оно рефлексивно ( )( )( ), 1 ,x S x x∀ =  
симметрично ( ) ( )( )( ), , ,x y S x y S y x∀ =  и 
транзитивно, причем транзитивность можно 
определить различными способами [2, 3].

В процедурах нечеткой классификации [3] 
исходная информации о близости объектов 
рассматриваемого множества задается в виде 
отношения сходства ,S  которое является 

О свойствах нечеткого отношения сходства
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рефлексивным и симметричным, но не обяза-
тельно транзитивным. Для перехода к отно-
шению подобия P  применяется процедура 
транзитивного замыкания с использованием 
подходящей композиции, которая сохраняет 
симметричность и рефлексивность, но добав-
ляет транзитивность. 

В соответствии с теоремой о декомпози-
ции [1] любое нечеткое отношение можно 
представить через систему обычных отноше-
ние ( ) ( ){ }, : ,S x y S x yα α= ≥  для ( ]0,1 .α ∈  
Заметим, что если 1 2 ,α α<  то 

2 1
.S Sα α⊂

Из рефлексивности и симметричности S  
следует рефлексивность и симметричность 
Sα  для любого для ( ]0,1 .α ∈  Кроме того, если 
S  транзитивно, то Sα  также транзитивно, а, 
следовательно, для любого для ( ]0,1α ∈  от-
ношение Sα  является обычным отношением 
эквивалентности, которое индуцирует на X  
некоторое разбиение на классы эквивалент-
ности.

Подмножество A X⊂  будем называть 
классом подобия отношения подобия ,S  если 
( ) ( ), ,S x y S x z>  для всех ,x y A∈  и .z A∉  

Множество классов подобия отношения S  
совпадает с множеством классов эквивалент-
ности отношений Sα  [4].

Два объекта x  и y  будем считать равно-
сильными в смысле отношения ,S  если 
( ), 1S x y =  и ( ) ( ), ,S x z S y z=  для всех объек-

тов { }\ , .z X x y∈
Два объекта x  и y  будем называть нераз-

личимыми на уровне ,α  если ( ),S x y α≥  и 
для всех z X∈  выполняется ( ),S x z α≥  тогда 
и только тогда, когда ( ), .S y z α≥

Ясно, что два объекта, неразличимые на 
некотором уровне ,α  будут равносильными 
в смысле отношения .Sα

Отношение сходства ,S  определенное на 
,X  будет отношением подобия тогда и только 

тогда, когда все объекты X  неразличимы в .S

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Нечеткое отношение сходства лежит в ос-
нове представления естественных кластеров 
в методах классификации/кластеризации. 
Переход к нечетким множествам, функции 
принадлежности которых отражают степени 
уверенности в наличии у объектов свойств, 
позволяют решить проблему несравнимости 
объектов по различным наборам свойств. 
Предложенный подход может быть исполь-
зован для решения задач медицинской диа-
гностики, когда различные симптомы про-
являются по-разному для тех или иных 
заболеваний. 
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