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Аннотация. Исследованы экстремальные свойства средних характеристик вариаци-
онных рядов. Особое внимание уделяется структурным средним – медиане и среднему 
разделительному. Рассмотрен векторный случай. Установлены некоторые соотношения 
между средней арифметической, медианой и разделительным значением вариационных 
рядов.
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ВВЕДЕНИЕ

Экстремальные свойства средней ариф-
метической и медиа-ны конечных числовых 
последовательностей широко известны и ис-
пользуются в статистике [1]–[3]. Кроме того, 
известны экстремальные свойства матема-
тического ожидания и медианы случайной 
величины (см., напр., [4] гл. 5). Однако, для 
средних характеристик вариационных рядов, 
т.е. упорядоченных таблиц данных, соответ-
ствующие результаты менее известны или 
вообще не рассматривались. В настоящей 
работе обсуждаются некоторые известные 
результаты в этой области и устанавливают-
ся новые экстремальные свойства аналитиче-
ских и структурных средних вариационных 
рядов.

Пусть 1 2, ,..., nx x x  – заданные числа (вари-
анты), расположенные в порядке возрастания 

1 2 ... ,nx x x< < < , а 1 2, ,..., np p p  – заданные по-
ложительные числа (частоты вариантов). Рас-
смотрим вариационный или частотный ряд 
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n

x x x
p p p

.                        (1)

Средняя арифметическая взвешенная опре-
деляется равенством

1 1 2 2
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=
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Рассмотрим взвешенное среднеквадрати-
ческое отклонение чисел 1 2, ,..., nx x x  от неко-
торой величины x

( ) ( )22

1
,

n

k k
k

x p x xρ
=

= −∑                (3)

где 1 2, ,..., np p p  – заданные положительные 
числа.

Как известно ([1], гл. I, § 5; [2], гл. 2), имеет 
место следующее характеристическое свой-
ство взвешенных средних арифметических:

Теорема 1. Взвешенное среднеквадратиче-
ское отклонение (3) достигает минимума при 

,x x=  определяемом формулой (2).
Один из способов доказательства теоремы 

1 состоит в применении формулы 

( ) ( ) ( )22 2

1
.

n

i
i

x x x x pρ ρ
=

= + − ∑
Теорема 1 влечет экстремальные свойства 

других взвешенных средних (см., напр., рабо-
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ту автора [5]). В частности, рассмотрим сред-
нюю гармоническую вариационного ряда (1). 
В этом случае будем считать, что заданные 
числа 1 2, ,..., nx x x  положительны. Кроме того, 
рассмотрим положительные числа 1 2, ,..., .nω ω ω  
Взвешенная средняя гармоническая опреде-
ляется формулой

( ) 1 2
. 1 2

1 2

... ... .n
n

n

x
x x x

ωω ωω ω ω
 

= + + + + + + 
 

гар

Положим .k
k

k

p
x
ω

=  В новых обозначениях 

.xгар  приобретает вид (2) взвешенной средней 
арифметической с весами .kp  Поэтому теоре-
ма 1 влечет

Следствие 1. Взвешенная средняя гармони-
ческая минимизирует взвешенное среднее ква-
дратическое отклонение

( )2

1
.

n
k

k
k k

x x
x
ω

=

−∑
Медианой монотонно возрастающей по-

следовательности 1 2 ... ,Nx x x  содержа-
щей нечетное число членов, называют сред-
ний член последовательности с номером 

1.
2

nm +
=  В случае четного числа членов n  за 

медиану условились принимать среднюю ариф-
метическую ( )1

1 .
2 m mx x ++

Широко известно характеристическое 
экстремальное свойство медианы: сумма аб-
солютных значений отклонений 

1

n

i
i

x x
=

−∑  ве-
личин ряда от медианы является наимень-
шей. 

Доказательство этого утверждения приве-
дено, например, в [1], гл. I, § 5, [2], гл. 2.

1. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЕ
ЭКСТРЕМАЛЬНОЕ СВОЙСТВО

МЕДИАНЫ ВАРИАЦИОННОГО РЯДА

Рассмотрим, как выглядит это свойство 
для частотных рядов вида (1), когда частоты 

1 2, ,..., np p p  – натуральные числа, а сумма ча-

стот 
1

.
n

i
i

p N
=

=∑  В случае нечетного N  значе-

ние медианы mx  определяется следующими 
неравенствами

1 2 1
1... ;

2m
Np p p −

+
+ + + <

1 2
1... .

2m
Np p p +

+ + + ≥                 (4)

В случае четного N  есть две возможно-
сти. Первая состоит в том, что для некоторого 
k  выполнены два условия 

1 2 1... ,
2k
Np p p −+ + + <  1 2 ... .

2k
Np p p+ + + > (5)

В этом случае значение медианы .m kx x=
Вторая возможность состоит в выполне-

нии для некоторого k  соотношений (случай 
неопределенной медианы)

1 2 1... ,
2k
Np p p −+ + + <  1 2 ... .

2k
Np p p+ + + = (6)

В этом случае в качестве медианы можно 
брать любое число из интервала ( )1, .k kx x +  

Обычно берут ( )1
1 ,
2 k kx x ++  хотя есть и дру-

гие подходы. Ниже в замечании 1 мы предла-
гаем свой вариант выбора медианы в неопре-
деленном случае.

Теорема 2. (Экстремальное свойство меди-
аны вариационного ряда). Взвешенная сумма 
абсолютных значений отклонений 

1

n

i i
i

x x p
=

−∑  

величин ряда от медианы является наимень-
шей, т.е. 

1 1

n n

m i i s i i
i i

x x p x x p
= =

− ≤ −∑ ∑  ( )1,2,... .s n∀ = (7)

При этом равенство в формуле (7) воз-
можно только в случае неопределен-ной меди-
аны, когда ,s k=  либо 1.s k= +

Доказательство этого утверждения не яв-
ляется широко доступным. Например, в из-
вестных книгах [1], [2] оно формулируется, 
но доказывается только для числовых после-
довательностей. Мы предлагаем свое доказа-
тельство, причем подробно останавливаемся 
на нетривиальном случае неопределенной 
(многозначной) медианы. Подчеркнем, что 
наш метод доказательства позволяет исследо-
вать экстремальные свойства других средних, 
в частности, разделительного значения.

Доказательство теоремы 2. Чтобы не раз-
личать случаи четного и нечетного N  в дока-
зательстве теоремы 2 свойства медианы (4), 
(5) можно давать в виде
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1 2 1... ...m m np p p p p−+ + + < + +  и

 1 2 1... ... .m m np p p p p++ + + > + +            (8)
Либо в случае неопределенной медианы 

(6) в виде
1 2 1... ...k k np p p p p−+ + + < + +  и

 1 2 1... ... .k k np p p p p++ + + = + +             (9)
Пусть выполнено (8) и mx  – медиана. За-

фиксируем член ряда с номером .s  Рассмо-
трим отклонение

( ) ( )
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Пусть ,s m>  (т.е. s mx x> ). Тогда 
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Поэтому
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Здесь первое и второе слагаемое можно 

представить соответственно в виде
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По условию второе слагаемое неотрица-
тельно (если 1,s m= +  то оно равно нулю). 
Последнее слагаемое положительно в силу 
предположения s mx x>  и второго неравен-
ства формулы (8). Таким образом, при s m>  
выполнено соотношение (7).

Для s m<  аналогично предыдущему имеем
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Перепишем это выражение в виде 

( )
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1
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По условию второе слагаемое в правой ча-
сти (11) неотрицательно (если 1 ,s m+ =  то 
оно отсутствует). Положительность третьего 
слагаемого влечет предположение 0m sx x− >  
и первое неравенство формулы (8).

Пусть для некоторого k  выполнены соот-
ношения (9) (случай неопределенной медиа-
ны). Рассмотрим случай .m k=  Тогда при 
s m>  оценка (7) следует из (10) и правой ча-
сти формулы (9). Отметим, что для 1s k= +  
неравенство (7) превращается в равенство. 
При s m<  оценка (7) вытекает из (11) и левой 
части формулы (9).

В случае 1,m k= +  при s m>  оценка (7) 
следует из (10) и правой части формулы (9), а 
при s m<  из (11) и правой части формулы 
(9). Отметим, что для s k=  неравенство (7) 
превращается в равенство. Теорема доказана.

Продолжим изучать случай неопределен-
ной медианы. 

Следствие 2. Пусть для некоторого нату-
рального k  выполнены соотношения (9) и x  – 
произвольное число из интервала ( )1, .k kx x +  
Тогда для него выполнено экстремальное со-
отношение (7) в виде

1 1

n n

i i s i i
i i

x x p x x p
= =

− < −∑ ∑  ( ), 1 .s k k∀ ≠ +

В случае ,s k=  либо 1s k= +  это неравен-
ство превращается в равенство.

В самом деле, по условию найдется 
( )0,1α ∈  такое, что ( ) 11 .k kx x xα α += + −  Поэ-

тому

( ) ( )( )
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1
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1
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=
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=
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Об экстремальных свойствах средних характеристик вариационных рядов
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Тогда согласно предыдущему для всякого 
, 1s k k≠ +  можем записать

( )

1

1 1

1

1

,

n

i i
i

n n

s i i s i i
i i

n

s i i
i

x x p

x x p x x p

x x p

α α

=

= =

=

− <

< − + − − =

= −

∑

∑ ∑

∑
что и влечет высказанное утверждение.

Следствие 3. Пусть задан произвольный 
( )1, ,ny x x∈  тогда экстремальное свойство 

медианы mx  имеет вид

1 1
.

n n

m i i i i
i i

x x p y x p
= =

− ≤ −∑ ∑          (12)

Действительно, по условию найдется на-
туральное s  такое, что 1 s n< <  и ( )1, .s sy x x +∈  
Поэтому для некоторого ( )0,1β ∈  имеем 

( ) 11 .s sy x xβ β += + −  Рассмотрим выражение

( ) ( )
1 1 1

.
n s n

i i i i i i
i i i s

y x p y x p x y p
= = = +

− = − + −∑ ∑ ∑
Подставляя вместо y  соответствующую 

выпуклую комбинацию элементов 1, ,s sx x +  
получим

( ) 1
1 1 1

1 .
n n n

i i s i i s i i
i i i

y x p x x p x x pβ β +
= = =

− = − + − −∑ ∑ ∑
Используя для каждого из слагаемых пра-

вой части неравенство (7), получим формулу 
(12).

Замечание 1. Если N  четное и выполнен 
случай неопределенности медианы (6) в ча-
стотном ряду, то из интервала ( )1,k kx x +  в ка-
честве медианы автором предлагается выби-
рать ( )1

1

1
1 .

k

k

k k k
k

p x p x
p p +

+

++
+

 Это выражение 

превращается в ( )1
1
2 k kx x ++  при 

1
1.

kkp p
+

= =  

Возможен другой подход, учитывающий рассто-
яние до начального 1x  и конечного Nx  элемен-
тов. А именно, в качестве элемента из интервала 
( )1,k kx x +  брать число ( )1 2 1

1 2

1 ,k kr x r x
r r ++
+

 где 

1 1,kr x x= −  а 2 1.N kr x x += −  Либо наоборот 

( )2 1 1
1 2

1 .k kr x r x
r r ++
+

Замечание 2. В предположении выполне-
ния соотношения (8) либо (9) все рассужде-

ния теоремы 2 годятся для произвольных по-
ложительных (не обязательно целых) весов 

.ip

2. ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРЕМЫ 2.

Рассмотрим дискретную случайную вели-
чину ,ξ  принимающую значения ix  с вероят-
ностями ip  ( )1,2,..., .i n=  Пусть ( )F x  – 
функция распределения этой случайной 
величины. Как известно, [6], гл. 6 медианой 
распределения ( )F x  называется такое значе-
ние аргумента ,mx  для которого выполнены 
не-равенства

( ) ( )1 0 .
2m mF x F x≤ ≤ +             (13)

Как следствие теоремы 2 получим 
Утверждение 1. Абсолютный момент 

дискретной случайной величины 

1

n

i i
i

M c x c pξ
=

− = −∑  принимает минималь-

ное значение, если c  выбрано равным медиане 
распределения.

Действительно, для дискретной случай-
ной величины имеем ( )

i

i
x x

F x p
<

= ∑ . Поэтому 

условие (13) означает выполнение неравенств 
1

1 1

1 .
2

m m

i i
i i

p p
−

= =

≤ ≤∑ ∑  Так как 
1

1,
n

i
i

p
=

=∑  то отсюда 

следует, что выполнены условия (7), (8). Поэ-
тому теорема 2 влечет высказанное утверж-
дение.

Этот результат нетрудно обобщить на 
случай, когда дискретная слу-чайная величи-
на принимает счетное число значений 

1 2, ,..., , ,nx x x …  при-чем 
1

1.i
i

p
∞

=

=∑
Отметим, что в книге [4], гл.5 и других 

источниках приведен результат об экстре-
мальном свойстве медианы для непрерывных 
(и именно непрерывных) случайных величин. 
Соответствующее свойство для дискретных 
случайных величин в силу их специфики, 
по-видимому, ранее не отмечалось.

Рассмотрим случай векторных средней 
арифметической и медианы. Пусть дана сово-
купность m -мерных векторов 1 2, ,..., nX X X  и 
положительных чисел 1 2, ,... .np p p  Средним 
арифметическим взвешенным этих векторов 
является вектор 

1

1 ,
n

j
j

j
X p X

N =

= ∑  где 
1

.
n

j
j

N p
=

=∑
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Рассмотрим в пространстве mR  нормы 
вектора X

1
1

m

i
i

X x
=

=∑  и 
1/2

2

2
1

.
m

i
i

X x
=

 =  
 
∑

Поскольку 
2
 эвклидова норма, то со-

гласно работе автора [5] справедливо
Утверждение 2. Вектор X  минимизиру-

ет взвешенное отклонение 

( )
1/2

2

2 2
1

.
n

j
j

j
X p X Xδ

=

 
= − 
 
∑

Рассмотрим отклонение 
( )1 2

1
.

n
j

j
j

X p X Xδ
=

= −∑  В книге [1] гл. III 

предлагается определение медианного векто-
ра, как вектора, минимизирующего это от-
клонение. Рассмотрим отклонение 
( )1 1

1
.

n
j

j
j

X p X Xδ
=

= −∑  Оказывается, его 

минимизирует вектор с координатами из од-
номерных медиан.

В самом деле, пусть векторы jX  при 
1,2,...,j n=  имеют вид ( )1 2, ,..., .j j j j

mX x x x=  
Расположим числа 1

1 ,x  2
1 ,x  ,  1

nx  в возраста-
ющем порядке и выберем среди них медиану 

1 .x  Аналогично поступим с координатами 
1
2 ,x  2

2 ,x  ,…  2 .nx  Обозначим соответствующую 
медиану 2x  и так далее до 1 ,mx  2 ,mx  ,…  n

mx  с 
медианой ранжированной совокупности .mx  
Вектор ( )1 2, ,..., mX x x x=     назовем медиан-
ным.

Утверждение 3. Медианный вектор X  
минимизирует отклонение

( )1 1
1

.
n

j
j

j
X p X Xδ

=

= −∑

Это предложение справедливо в силу экс-
тремального свойства медианы, примененно-
го покоординатно, поскольку

( )1
1 1 1 1

.
n m m n

j j
j i i j i i

j i i j
X p x x p x xδ

= = = =

= − = −∑ ∑ ∑∑

Вернемся к изучению частотного ряда (1). 
Рассмотрим случай, когда все члены ряда по-
ложительны (как это принято в статистике). 
В этом случае разделительным значением ча-
стотного ряда (1) называют такое значение 

,kx r=  которое удовлетворяет следующим 
неравенствам см. [1] гл. I, § 3

1 1 2 2 1 1... ...k k k k n nx p x p x p x p x p− −+ + + < + +  (14)

и
1 1 2 2 1 1... ... .k k k k n nx p x p x p x p x p+ ++ + + > + +  (15)

Если вместо второго неравенства справед-
ливо равенство

1 1 2 2 1 1... ... ,k k k k n nx p x p x p x p x p+ ++ + + = + +  (16)
то разделительным значением называют лю-
бое число из интервала ( )1, ,k kx x +  в частности 

( )1
1 .
2 k kx x ++

Замечание 3. Если выполнен случай нео-
пределенности разделительного значения в 
частотном ряду, то из интервала ( )1,k kx x +  в 
качестве разделительного значения, анало-
гично замечанию 2, автором рекомендуется 
выбирать взвешенную с учетом весов выпу-
клую комбинацию элементов kx  и 1.kx +

Теорема 3. В случае положительности 
всех чисел 1 2, ,..., nx x x  взвешенная сумма абсо-
лютных значений отклонений 

1

n

i i i
i

x x x p
=

−∑  

величин ряда от разделительного значения 
является наименьшей.

Этот результат, насколько нам известно, 
ранее не отмечался даже в стандартном (все 

1ip = ) случае. Это свойство является харак-
теристическим свойством разделительного 
значения. Оно может быть использовано в за-
дачах логистики подобно тому, как это дела-
ется в случае медианы (см., напр., [3]).

Доказательство теоремы 3 с учетом замеча-
ния 2 повторяет доказательство теоремы 2, 
если ввести обозначения i i ix p q=  ( )1,2,...,i n=  
и во всех формулах теоремы 2 вместо ip  пи-
сать .iq

3. НЕКОТОРЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
МЕЖДУ СРЕДНИМИ

Расстояние между средней арифметиче-
ской x  частотного ряда (1) и его медианой 
Me  оценивается в следующем, интересном на 
наш взгляд, утверждении.

Теорема 4. Пусть дан частотный ряд (1). 
Имеет место оценка

{ }1
1 max , ,
2 nx Me x Me Me x− ≤ − −     (17)

где 1x  и nx  – первый и последний член ряда со-
ответственно.

Об экстремальных свойствах средних характеристик вариационных рядов
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Действительно, рассмотрим случай нечет-
ного 

1
,

n

j
j

N p
=

=∑  когда медиана потеряется од-

нозначно. Пусть .kMe x=  Согласно определе-
нию (2) для x  имеем

( ) ( )
1 1

1 .
k n

k j k j j k j
j j k

x x x x p x x p
N = = +

 
− = − + − 

 
∑ ∑

Отсюда,

( ) ( )
1 1

1 1 .
n n

k j k j n k j
j k j k

x x x x p x x p
N N= + = +

− ≤ − ≤ −∑ ∑  (18)

Заметим, что из определения медианы (4) 
следует, что

1 1

1 1 .
2 2 2

n k

j j
j k j

N N Np N p N
= + =

+ −
= − ≤ − = <∑ ∑

Тогда неравенство (18) влечет соотноше-
ние ( )1 .

2k n kx x x x− ≤ −

Аналогично предыдущему

( ) ( )

( )
1 1

1

1

1 .

k

k n

k j j k j j
j j k

k

k j j
j

x x

x x p x x p
N

x x p
N

= = +

=

− =

 
= − + − ≤ 

 

≤ −

∑ ∑

∑
Отсюда,

( ) ( )
1 1

1
1 1

1 1 .
k k

k k j j k j
j j

x x x x p x x p
N N

− −

= =

− ≤ − ≤ −∑ ∑ (19)

Полагая 2 1,N m= +  из соотношения (4) 

получим 
1

1

1 1.
2

k

j
j

Np m
−

=

+
< = +∑  Поскольку, 

1

1

k

j
j

p
−

=
∑  – целое неотрицательное число, то от-

сюда 
1

1
.

k

j
j

p m
−

=

≤∑  Тогда неравенство (19) влечет 

соотношение ( )1
1 .
2k kx x x x− ≤ −  Таким обра-

зом, в случае нечетного N  неравенство (17) 
установлено. Если N  четное и выполнено соот-
ношение (5), то медиана по прежнему определя-
ется однозначно и доказательство неравенства 
(17) совершенно аналогично предыдущему.

В случае выполнения (6) (случай неопре-
деленной медианы) соотношение (17) анало-
гично предыдущему будет выполнено в виде

{ }1
1 max ,
2m n m mx x x x x x− ≤ − −  ( ), 1 .m k k= +

Представляя любой элемент ( )1,k kx x x +∈  
как выпуклую комбинацию kx  и 1,kx +  а также 

используя отмеченные выше соотношения 
получим неравенство (17) в случае неопреде-
ленной медианы. Теорема доказана.

Отметим взаимосвязь средней арифме-
тической вариационного ряда (1) и раздели-
тельного значения этого ряда. При этом бу-
дем рассматривать ряды с положительными 
членами, которые обычно встречаются в ста-
тистике.

Утверждение 4. Пусть kx r=  – раздели-
тельное значение вариационного ряда (1) с по-
ложительными членами, а x  – средняя ариф-
метическая этого ряда. Тогда имеют место 
неравенства

1

1 ,
2

n

j j
j k

xx p
N = +

≤∑   1
2

n

j j
j k

xx p
N =

>∑      (20)

и 1

1

1 ,
2

k

j j
j

xx p
N

−

=

<∑   
1

1 ,
2

k

j j
j

xx p
N =

≥∑      (21)

где 
1

.
n

j
j

N p
=

=∑
Действительно, по определению средней 

арифметической и на основании (15) или (16) 
можем записать

1 1 1

1 1 2 .
k n n

j j j j j j
j j k j k

x x p x p x p
N N N= = + = +

= + ≥∑ ∑ ∑
Следовательно, справедливо левое нера-

венство в (20). С другой стороны, на основа-
нии (14) можем записать следующее соотно-
шение

1

1

1 1 2 .
k n n

j j j j j j
j j k j k

x x p x p x p
N N N

−

= = =

= + <∑ ∑ ∑
Поэтому, имеет место правое неравенство 

в (20).
Кроме того, согласно левому неравенству 

из (20) получим соотношение

1 1

1 1 ,
2

k n

j j j j
j j k

xx p x x p
N N= = +

= − ≥∑ ∑
которое влечет правую часть неравенства 
(21). Аналогично, используя правую часть не-
равенства (20) получим

1

1

1 1 ,
2

k n

j j j j
j j k

xx p x x p
N N

−

= =

= − <∑ ∑
т.е. левую часть неравенства (21).

Отметим, что каждое из условий (20), 
либо (21) может быть принято за определение 
разделительного значения в случае частотно-
го ряда с положительными членами.

В. Л. Хацкевич
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Следствие 4. Для вариационных рядов с 
положительными членами справедливо нера-
венство 2 .x r<  

В самом деле, согласно правой части (21) 
имеет место соотношение 

1 1 1

1 1 1 ,
2

k k n

j j k j k j k
j j j

x x p x p x p x
N N N= = =

≤ < < =∑ ∑ ∑
которое и влечет указанное неравенство.

Отметим, что неравенство 2x r<  доволь-
но грубое, зато наглядное. Ниже укажем бо-
лее тонкое соотношение, связанное с резуль-
татом следующей теоремы 5.

Теорема 5. Медиана Me  вариационного 
ряда (1) с положительными членами и его раз-
делительное значение r  связаны соотношени-
ем .Me r≤

Доказательство. Предположим против-
ное. Пусть медиана определяется однозначно 
и .Me r>  Если ,mMe x=  а ,kr x=  неравенство 
Me r>  означает, что ,m k>  следовательно 

1.m k≥ +  Тогда из левой части неравенства 
(20) вытекает

1

1 1 .
2

n n n
m

j j j j j
j m j m j k

x xp x p x p
N N N= = = +

< ≤ ≤∑ ∑ ∑   (22)

При этом, согласно (8) 
1

1
.

n m

j j
j m j

p p
−

= =

>∑ ∑  Сле-

довательно 2 .
n

j
j m

p N
=

>∑  Тогда (22) влечет не-

равенство 1 1 1 .
2 2 2

n

m m m j
j m

N xx x x p
N N =

= < <∑  

Следовательно, .mx x<
С другой стороны, т.к. по предположению 
1 ,m k− ≥  то из правой части неравенства (21) 

следует, что 
1

1

1 .
2

m

j j
j

xx p
N

−

=

>∑  Тогда имеет место

1
1

1
.

2

m
m

j
j

x xp
N

−
−

=

>∑                      (23)

При этом, согласно (4) в случае нечетного 
2 1N m= +  имеем 

1

1

1 1.
2

m

j
j

Np m
−

=

+
< = +∑  Тогда 

1

1
.

2

m

j
j

Np m
−

=

≤ <∑  А в случае четного N  соглас-

но (5) также 
1

1
.

2

m

j
j

Np
−

=

<∑  Поэтому из (23) с 

учетом неравенства 1m mx x −>  получим 

,
2 2

mx N x
N
⋅ >  т.е. .mx x>  Вместе с предыдущим 

это дает противоречие, которое в случае од-
нозначности медианы доказывает нашу тео-
рему.

Пусть медиана определяется неоднознач-
но (в случае выполнения (6)). Тогда рассма-
тривая элемент ( )1,k kx x x +∈  как выпуклую 
комбинацию kx  и 1,kx +  а также используя от-
меченные выше соотношения для kx  и 1kx +  
получим утверждение теоремы в случае нео-
пределенной медианы. Теорема доказана.

Следствие 5. В условиях теоремы 5 спра-
ведлива оценка

2 .
k

k k j
j m

x x x p
N =

− ≤ ∑
В самом деле, справедливо следующее со-

отношение

1 1

1

1

1
2

1 .

k k
k

j j j
j j

m k

k j j
j j m

xx x p p
N N

x p p
N

= =

−

= =

≤ ≤ =

 
= + 

 

∑ ∑

∑ ∑
Отсюда, с учетом неравенства 

1

1
,

2

m

j
j

Np
−

=

≤∑  

вытекающего из (4), либо (5) получим требуе-
мую оценку.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследованы экстремальные 
свойства средних величин. Они представля-
ют определенный интерес, поскольку про-
ясняют природу средних и используются в 
практических приложениях. В п. 1 предложен 
новый метод доказательства экстремального 
свойства медианы вариационного ряда. На 
основании этого метода в п. 2 доказано экс-
тремальное свойство медианы дискретной 
случайной величины. Проведен сравнитель-
ный анализ, с точки зрения экстремальных 
свойств, различных определений медианы 
векторного вариационного ряда. Указанные 
в п. 3 соотношения между средними характе-
ристиками вариационных рядов нам ранее не 
встречались. Их сложнее было увидеть, чем 
доказать. 

Отметим еще близкую по тематике работу 
автора [7], в которой обсуждается связь меж-
ду медианами и математическими ожидания-
ми непрерывных случайных величин.

Об экстремальных свойствах средних характеристик вариационных рядов
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