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Аннотация. В данной работе изучаются вопросы аналитического и приближенного реше-
ния точечной задачи нелинейного оптимального управления для псевдопараболического 
уравнения третьего порядка при смешанных условиях. Сформулированы необходимые 
условия оптимальности управления. Получены формулы вычисления оптимального 
управления, оптимального процесса и минимального значения функционала.
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онала.
Annotation. In this article it is considered the analytical and approximation solving problem 
of nonlinear point optimal control for partial pseudoparabolic differential equations of the 
third order with mixed value conditions. It is formulated the necessary conditions for optimal 
control. It is obtained the formulas for calculating the optimal control, the optimal process and 
the minimum value of the functional.
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ВВЕДЕНИЕ
Многие вопросы фильтрации жидкости 

в трещиновато-пористых средах, передачи 
тепла в гетерогенной среде, влагопереноса в 
почвогрунтах приводят к изучению началь-
ных, смешанных и обратных задач для псев-
допараболического уравнения третьего по-
рядка [1, 2].

Развитие теории оптимального управле-
ния связано с ростом требований к быстро-
действию и точности систем регулирования. 
На основе математической теории оптималь-
ного управления разработаны способы по-
строения оптимальных по быстродействию 
систем и процедуры аналитического констру-
ирования оптимальных регуляторов. Совре-

менные методы решения задач управления 
в значительной степени основываются на 
концепции оптимальности, что определяет 
широкое применение методов и алгоритмов 
теории оптимизации при проектировании 
и совершенствовании систем управления. 
Многие задачи управления формулируются 
как конечномерные оптимизационные зада-
чи. К таким задачам, в частности, относятся и 
задачи адаптивных систем управления [3–7].

Сложность задач теории оптимального 
управления потребовала более широкой ма-
тематической базы для ее построения. Теория 
оптимального управления для систем с рас-
пределенными параметрами, описываемых 
уравнениями с частными производными, 
стала разрабатываться сравнительно недав-
но. За короткое время она получила бурное © Юлдашев Т. К., 2014
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развитие все шире проникая в различные об-
ласти техники и технологических процессов. 
К системам с распределенными параметрами 
относятся задачи аэрогазодинамики, химиче-
ских реакций, диффузии, фильтрации, про-
цессов горения, нагрева и т.д [8–14].

Одним из направлений теории оптималь-
ного управления системами с распределенны-
ми параметрами является разработка мето-
дов решения задач оптимального управления 
при наличии подвижных источников. В зада-
чах оптимального управления с точечными 
подвижными источниками часто приходится 
учитывать вспомогательные элементы, без 
которых невозможно управлять процессом. 
Эти элементы обычно имеют сосредоточен-
ные параметры. Поведение таких систем опи-
сывается совокупностью дифференциальных 
уравнений в обыкновенных и частных произ-
водных при начальных и граничных условиях.

Разработка математических методов и со-
здание на их основе пакетов прикладных про-
граммных комплексов, ориентированных на 
автоматизацию проектно-конструкторских 
и научно-исследовательских работ с приме-
нением современных компьютеров, являются 
в настоящее время важнейшими задачами. 
Успешному решению этой задачи в значи-
тельной мере способствует разработка эф-
фективных численных методов и программ-
ных средств для решения задач динамики и 
управления. При приближенном решении 
задач оптимального управления системами 
с распределенными параметрами использу-
ются широкий спектр разных методов (см. 
[15–17]).

В данной работе рассматриваются вопро-
сы аналитического и приближенного реше-
ния точечной нелинейной задачи оптималь-
ного управления для псевдопараболического 
уравнения с начальными и граничными усло-
виями и квадратичным критерием оптималь-
ности. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть в области D  управляемый процесс 
описывается псевдопараболическим уравне-
нием вида 
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= −
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со смешанными условиями
0( , ) ( ),tu t x xϕ= =                    (2)

0 1( , ) ( , ) 0,x xu t x u t x= == =              (3)
где ( ), ( ) ,Tf t p C D∈ ×Ω  ( )p t  – управляющая 
функция, 0 ν<  – малый параметр, 

0 1( ) ( ) 0,x xx xϕ ϕ= == =  3
1( ) ( ) ,x C Dϕ ∈  

0( )x xδ −  – дельта-функция Дирака, 

1 ,TD D D≡ ×  [ ]0, ,TD T≡  [ ]0, ,MΩ ≡  
0 ,M< < ∞  [ ]1 0,1 ,D ≡  00 1,x< <  0 .T< < ∞

Здесь, как и в работах [18–20], при фикси-
рованном управлении ( )p t  используется ме-
тод разделения переменных, основанный на 
поиске решения смешанной задачи (1)–(3) в 
виде ряда Фурье

1
( , ) ( ) ( ),i i

i
u t x a t b x

∞

=

= ⋅∑                  (4)

где ( ) 2 sin ,i ib x xλ=  , 1, 2, ... .i i iλ π= =
Задача. Найти такую управляющую функ-

цию 
{ }( ) : ( ) , Tp t p p t M t D∗ ∗ ∗ ∗∈ ≤ ∈

и соответствующее ей состояние ( , )u t x∗  – 
решение смешанной задачи (1)–(3), что до-
ставляют минимум функционалу

[ ]
1

2 2

0 0

[ ] ( , ) ( ) ( ) ,
T

J p u T x x dx p t dtξ β= − +∫ ∫  (5)

где ( )xξ  – заданная функция такая, что 

1
( ) ( ) ,i i

i
x b xξ ξ

∞

=

=∑  
1

0

( ) ( ) ,i ix b x dxξ ξ= ∫
(0) 0,ξ =  0 const .β< =

В данной работе, в отличия от работ [21, 
22], на основе принципа максимума форму-
лируются необходимые условия оптималь-
ности, вычисляется управляющая функция и 
решается соответствующая смешанная зада-
ча (1) и (3).
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2. ОБОБЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ 
СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ (1)–(3)

Обозначим
{ }2,1 2,1( ) ( , ) : ( ) , ( ,0) ( ,1) 0 ,uC D u t x u C D u t u t= ∈ = =

{ }2,1 2,1( ) ( , ) : ( ), ( , ) 0 .wC D w t x w C D w T x= ∈ =
Замыкание этих пространств по норме 
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= < ∞ 
 
∫
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Для числовой последовательности iϕ  в 

пространстве 2  вводим следующую норму
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Определение. Если функция 
( , ) ( )uu t x H D∈  удовлетворяет следующему 

интегральному тождеству
1 3
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2
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t
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y

ϕ ν
=

 ∂
= − ∂ 
∫         (6)

для любой функции ( , ) ( ),ww t x H D∈ то она 
называется обобщенным решением смешан-
ной задачи (1)–(3).

Решение смешанной задачи (1)–(3) при 
фиксированных значениях управления с по-
мощью ряда Фурье (4) и интегрального тож-
дества (6) можно представить в следующем 
виде [19, 22 ]
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Пусть нелинейная функция ( ), ( )f t p t  
удовлетворяет следующим условиям:
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 ( ) { }0 0 |

0 0

, ( ) ( ) ,

0 , const;
pf t p t Bnd M Lip L

M L

∈ ∩

< =
    (9)

( ), ( ) 0,pf t p t ≠                   (10)

где ( ) ( ), ( )
, ( ) .p

f t p t
f t p t

p
∂

=
∂

Теорема 1. Пусть 2 1( ) ( )x L Dϕ ∈  и функция 
( ), ( )f t p t  удовлетворяет условиям (8)–(10). 

Тогда для функции (7) справедливо: 
( , ) ( ).uu t x H D∈

Доказательство. Действительно, имеем
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Нелинейная точечная задача оптимального управления для псевдопараболического уравнения
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Отсюда следует утверждения теоремы. 
Нетрудно убедиться, что при выполнении 
условий этой теоремы функция (7) является 
единственным решением смешанной задачи 
(1)–(3).

3. ПОСТРОЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО 
УПРАВЛЕНИЯ

Пусть ( )p t∗  является оптимальным управ-
лением:
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Не трудно показать, что применение 
принципа максимума приводит к следующим 
необходимым условиям оптимальности
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С учетом условий (8)–(10) условия опти-
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виде
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(16) является сложным интегро-диффе-
ренциальным уравнением. Поэтому с целью 
решения этого уравнения примем следующее 
обозначение

1( ) ( , ( )) ( ).pp t f t p t g tβ − =            (17)

Если предположим, что ( )g t  заданная из-
вестная функция, то (17) можно рассматри-
вать как дифференциальное уравнение. Его 
запишем в виде
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2 2( ) ( ) ( , ( )).p t g t f t p t
β

=                (18)
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где 0 ( )H t<  произвольная функция такая, 
что 
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0
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t

t sH s e dsη− − <<∫

Т. К. Юлдашев
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Здесь явно видно, что уравнения (18) и 

(19) эквивалентны.
Из (19) получим следующее специальное 

интегральное уравнение Вольтерра второго 
рода (см. [23–27]):
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Теорема 2. Пусть выполняются условия 
теоремы 1. Тогда уравнения (17) и (20) экви-
валентны. Если

{ }0
0

0

23 max ( ) max ( ): 1,
T

t

Tt D

g L H s ds G t t Dρ
β ∈

 
= + + ∈ < 
 

∫

где
( ) ( )

0

( ) 2 ( ) ,
t

t t sG t e H s e dsη η− − −= + ∫  

0 max ( ) ,
Tt D

g g t
∈

=

то нелинейное интегральное уравнение (20) 
имеет единственное решение на отрезке .TD

Доказательство. Эквивалентность уравне-
ний (17) и (20) мы уже показали. Чтобы по-
казать существование и единственность ре-
шения уравнения (20), мы используем метод 
последовательных приближений в сочетании 
его с методом сжимающих отображений. Рас-
смотрим следующий итерационный процесс 
Пикара:

( )
0 1

2( ) ( ), ( ) ( ) ( , ( )) tp t g t p t g t f t g t e η

β
− 

= = − + 
 

( )

0

2( ) ( ) ( , ( ))

2 ( ) ( , ( )) ,

t
t sH s e g t f t g t

g s f s g s ds

η

β

β

− − 
+ − +




+ 


∫
   (21)

1( ) ( ; ), 2,3, 4,... .k kp t t p k−= Θ =       (22)
В силу условий теоремы, из последова-

тельных приближений (21) и (22) получаем

{ }0 0
1 0

2( ) ( ) max ( ): ;TC

g Mp t p t G t t D
β

− ≤ ∈  (23)

1( ) ( )k k C
p t p t−− ≤

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) .k k k kC C
p t p t p t p tρ − − − −≤ − < −  (24)

Из оценок (23) и (24) следует, что оператор 
в правой части (20) является сжимающим. 
Следовательно, интегральное уравнение (20) 
имеет единственное решение на отрезке .TD  
Теорема доказана.

Решение уравнения (17) обозначим следу-
ющим образом

( , ( )).p h t g t=                       (25)
Теперь по нашему предположению функ-

ция (25) известная. Её нашли как предел ите-
рационного процесса (21), (22). Кроме того, 
из уравнения (20) и из условий теоремы вид-
но, что для этого решения справедливо соот-
ношение

{ }1 1|( , ( )) ( ) ,gh t g t Bnd M Lip L∈ ∩    10 ,M<

 1 const.L =                           (26)
Найдем функцию ( ),g t  так как она не 

было задано. Подставляя (17) и (25) в (16), по-
лучим относительно ( )g t  следующее инте-
гральное уравнение Фредгольма второго рода

( )
0

( ) ( , ) , ( , ( )) ( ),
T

g t Q t s f s h s g s ds F t+ =∫   (27)

В формуле (27) функции ( , )Q t s  и ( )F t  
ограниченные: 

{ }1

1 0

exp ( )(2 )
0 ( , ) 2

( )
i

i i

T t s
Q t s

ω ν

ω ν

∞

=

− − −
< ≤ ≤∑

{ }
2

2

1( , )
0

12 max exp ( )( ) ,
( )t s

t sω ν
ω ν

≤ − − < ∞




( )

( ) 22 2

0
1

0

( ) ( )

( ) .

i i i
i

F t b x

b x

ϕ ξ

ϕ ξ

∞

=

≤ + ≤

≤ + < ∞

∑



 

Нелинейная точечная задача оптимального управления для псевдопараболического уравнения
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Из теории нелинейных интегральных 
уравнений Вольтерра известно, что в силу ус-
ловий теоремы и (26) нелинейное интеграль-
ное уравнение Фредгольма второго рода (27) 
имеет единственное решение ( ) ( ).Tg t C D∈  
Это решение можно вычислить с помощью 
следующего итерационного процесса Пикара

0 ( ) ( ),g t F t=

( )1
0

( ) ( ) ( , ) , ( , ( )) ,
T

k kg t F t Q t s f s h s g s ds+ = − ∫  

0,1,2, ... .k =
Подставляя это решение в (20), оконча-

тельно находим оптимальное управление 
( ).p t

4. ПОСТРОЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО 
ПРОЦЕССА И ВЫЧИСЛЕНИЕ

МИНИМАЛЬНОГО ЗНАЧЕНИЯ
ФУНКЦИОНАЛА

Согласно (7) и (25) оптимальный процесс 
находим по формуле

{ }{ 1
1

( , ) exp ( )i i
i

u t x tϕ ω ν
∞

∗

=

= − +∑

{ }

( ) }
1

0 0

0

1 exp ( )( )
( )

( ) , ( , ( )) ( ),

t

i
i

i i

t s

b x f s h s g s ds b x

ω ν
ω ν

∗

+ − − ×

×

∫
      (28)

где
2

0 ( ) 1 ,i iω ν λ ν= +  
2

1
0

( ) ,
( )
i

i
i

λω ν
ω ν

=

0

( ) ( ) .
l

i iy b y dyϕ ϕ= ∫
Оптимальный процесс (28) можно при-

ближенно найти с помощью итерационного 
процесса Пикара

{ }{ 1
1

( , ) exp ( )k i i
i

u t x tϕ ω ν
∞

∗

=

= − +∑

{ }

( ) }
1

0 0

0

1 exp ( )( )
( )

( ) , ( , ( )) ( ),

t

i
i

i k i

t s

b x f s h s g s ds b x

ω ν
ω ν

∗

+ − − ×

×

∫

1,2,3, ... .k =
Минимальное значение функционала, со-

гласно формулам (5), (25) и (28) находится из 
следующей формулы

{ }{
1

1
10

[ ] exp ( )i i
i

J p Tϕ ω ν
∞

∗

=


= − +


∑∫

{ }

( ) }

1 0
0 0

2

1 exp ( )( ) ( )
( )

, ( , ( )) ( )

T

i i
i

i i

T s b x

f s h s g s ds b x dx

ω ν
ω ν

ξ∗

+ − − ×

× − +

∫

( )2

0

, ( ) ,
T

h t g t dtβ ∗+ ∫                  (29)

Теорема 3. Пусть выполняются условия 
теоремы 2. Тогда функционал (29) принимает 
конечное значение.

Доказательство. Учитывая доказатель-
ство теоремы 1 и (26), из (29) получаем

( )
( )

2 2

2 2
0 1 2

[ ] 2

4 2

J p

T M M M

ϕ ξ

ϕ ξ

∗ ≤ + +

+ + +

 

 

( )22
0 1 2 14 2 .T M M M TMβ+ + < ∞

Отсюда следует, что функционал (29) при-
нимает конечное значение. Теорема доказана. 

Приближенное значение функционала 
вычисляется по следующему итерационному 
процессу

{ }{
1

1
10

[ ] exp ( )k i i
i

J p Tϕ ω ν
∞

∗

=


= − +


∑∫

{ }

( ) }

1
0 0

2

0

1 exp ( )( )
( )

( ) , ( , ( )) ( )

T

i
i

i k i i

T s

b x f s h s g s ds b x dx

ω ν
ω ν

ξ∗

+ − − ×

× − +

∫

( )2

0

, ( ) , 1, 2,3, ... .
T

kh t g t dt kβ ∗+ =∫

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Теория оптимального управления для си-
стем с распределенными параметрами, опи-
сываемых уравнениями с частными произво-
дными, получила бурное развитие, все шире 
проникая в различные области техники и тех-
нологических процессов. На практике широ-
ко используются различные приближенные 
методы построения программного и синтези-
рующего оптимального управления. 

В работе предлагается методика реше-
ния одной точечной задачи нелинейного оп-

Т. К. Юлдашев
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Нелинейная точечная задача оптимального управления для псевдопараболического уравнения

тимального управления для псевдопарабо-
лического уравнения третьего порядка при 
смешанных условиях. Формулируются необ-
ходимые условия оптимальности нелиней-
ного управления. Вычисление нелинейного 
оптимального управления с помощью специ-
ального интегрального преобразования све-
дено к решению нелинейного интегрального 
уравнения Вольтерра второго рода. Получены 
формулы вычисления оптимального процес-
са и минимального значения функционала.
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