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Аннотация. Для достижения высокой точности обучения нейронной сети часто приме-
няют алгоритм Левенберга-Марквардта. Однако алгоритм требует сложные вычисления, 
занимающей много времени. В данной статье представлено подробное описание метода 
и предложены способы его оптимизации и распараллеливания с целью увеличения про-
изводительности.
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метод Левенберга-Марквардта
Annotation. The Levenberg-Marquardt method achieves a high accuracy in a neural network 
training. However, it requires a complex time-consuming calculation. This article provides a 
detailed description of the method and suggests approaches to its optimization and parallelization 
for the performance improvement.
Keywords: backpropagation neural network, training neural networks, Levenberg-Marquardt 
method.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Нейронная сеть прямого распростране-
ния (НСПР) – нейросетевая архитектура, со-
стоящая из следующих друг за другом слоёв 
нейронов; в качестве входов каждый последу-
ющий слой использует выходы предыдущего 
слоя (обычно называемого скрытым слоем) за 
исключением входного слоя, непосредственно 
принимающего входные сигналы [1]. Основ-
ная функция скрытых слоёв – выделение ста-
тистики высокого порядка.

Обучение нейронных сетей прямого рас-
пространения – это процесс определения зна-
чений весов сети на основе примеров, образу-
ющих обучающее множество для сети с n  
входами и m  выходами, состоит из N  
вход-выходных значений – обучающих при-
меров. Структура обучающего множества 
имеет вид:
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где n
ix ∈   – входной вектор из i -го примера, 

m
iy ∈   – вектор ожидаемых значений (ука-

заний учителя).
Степень близости вектора-ответа сети iy  на 

i -м примере и соответствующего вектора ука-
заний учителя iy  при текущем векторе весов 
нейронной сети ,Ww∈  где W  – количество 
весовых коэффициентов НСПР, характеризует-
ся мгновенным функционалом качества [2]:
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где ( ) ( ) m
i i iw y w yε = − ∈   – вектор отклоне-

ний выходов сети от указаний учителя, 
m mV ×∈  – положительно определённая ма-

трица, задающая взвешенную норму вектора 
( ).i wε  Обычно V  – единичная матрица, что 

сводит функционал к евклидовой норме век-
тора отклонений
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Степень соответствия сети данным из об-
учающего множества задаётся интегральным 
функционалом качества обучения [2]© Пархоменко С. С., Леденёва Т. М., 2014
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Для случая с одним выходом ( )1m =  и с 
учётом его обозначения как ( ),F x w  функци-
онал принимает следующий вид:
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Цель обучения НСПР – определение тако-
го вектора весов ,w∗  чтобы функционал (5) 
принимал минимальное значение, что пре-
вращает процесс обучения сети в решение за-
дачи безусловной оптимизации

( )arg min .
Ww

w E w∗

∈
=



                     (6)

Многовыходная нейронная сеть с m  вы-
ходами может быть заменена совокупностью 
m  одновыходных сетей, что позволяет без 
ограничения общности рассмотреть методы 
обучения лишь для случая сетей с 1.m =

Для решения (6) существует множество 
методов. Одним из популярных методов мож-
но выделить метод обратного распростране-
ния ошибки. Несмотря на широкое примене-
ние, его главные недостатки – медленная 
сходимость и негативное влияние локальных 
минимумов поверхности ( )E w  [3]. Суще-
ствуют методы, которые не обладают этими 
недостатками, среди которых известен метод 
Левенберга-Марквардта.

Цель статьи заключается в оценке произ-
водительности метода Левенберга-Марквард-
та и разработке подходов к сокращению вре-
мени обучения НСПР, при условии .N M

2. МЕТОД ЛЕВЕНБЕРГА-МАРКВАРДТА

Для устранения указанных недостатков 
обычно используется информация высокого 
порядка об ( ).E w  В рамках квадратичной ап-
проксимации ошибки в окрестности точки w  
имеет вид
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На основе квадратичной аппроксима-
ции разработаны широко известные методы 
Гаусса-Ньютона и Левенберга-Марквардта 
(ЛМ-метод), которые сводят задачу (6) для (7) 
к уравнению
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Ключевое различие между ними – подход 
к вычислению матрицы Гессе ( )2 .E w∇  Если 
представить (10) в виде

,TH J J S= +                          (11)
где S  – информация о вторых производных, 
то для метода Гаусса-Ньютона 0,S =  в то вре-
мя как в ЛМ-методе S аппроксимируется эв-
ристическими правилами.

Исходя из (8–11), метод Левенберга-Марк-
вардта заключается в решении уравнения от-
носительно ( )w∆
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          (12)

или в другой интерпретации

( ) ( ) ,T TJ J I J wλ δ ε+ =   

( ) ( ) ( ) ,w w y y wε ε= − = −              (13)
где λ  – коэффициент затухания Левенберга, 
δ  – вектор, состоящий из величин прираще-
ния весов.

Найденный вектор δ  позволяет изменить 
вектор весов .w  Элементы вектора w  обычно 
упорядочиваются сначала по слою, затем по 
нейронам, и, наконец, по весу каждого нейро-
на и его смещению.

Параметр λ  задаётся изначально и опре-
деляет поведение алгоритма, делая его более 

Обучение нейронных сетей методом Левенберга-Марквардта в условиях большого количества данных
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похожим на градиентный метод или метод Га-
усса-Ньютона. В самом начале обучения, ког-
да функция ( ),F x w  подобрана грубо, удобно 
использовать метод наискорейшего спуска, 
поэтому λ  выбирается относительно боль-
шим. По мере уточнения коэффициентов w  
более эффективным становится метод Гаус-
са-Ньютона (при этом λ  становится малой 
величиной; при 0λ =  метод вырождается в 
метод Гаусса-Ньютона). Так ЛМ-метод реали-
зует адаптивную модель перехода между 
классами методов с явной аппроксимацией S  
и без неё.

В классическом методе Гаусса-Ньютона 
требуется невырожденность матрицы .H  
Для гарантированного обращения H  К. Ле-
венберг предложил подправлять элементы 
главной диагонали, путём добавления к ней 
матрицы Iλ  ( I  – единичная матрица).

После того, как при заданном λ  вектор δ  
будет вычислен, необходимо принять реше-
ние о принятии модификации или её откло-
нения. Для этого необходимо рассчитать 
( )E w δ+  и сравнить полученное значение с 
( ).E w  Если ( ) ,E w Eδ+ ≤  то необходимо 

уменьшить λ  и изменить веса ,w δ+  иначе λ  
увеличивается и метод применяется заново 
для нового .λ

Для настройки величины λ  часто исполь-
зуется вспомогательная величина ,v  (обычно 

10v = ). Если λ  необходимо увеличить, то λ  
умножается на ,v  иначе – делится. Умножение 
повторяется до тех пор, пока ( ) ( ).E w E wδ+ >  
Как только выполняется неравенство 
( ) ( ) ,E w E wδ+ ≤  считается, что один обуча-

ющий цикл (эпоха) нейросети завершился.
В результате процедура, реализующая об-

учающий цикл НСПР, имеет вид [4]:
1) Построить матрицу Якоби ;J
2) Рассчитать градиент ошибки

( );Tg wJ ε= 

3) Рассчитать приближенную матрицу 
Гессе с помощью матрицы Якоби ;TH J J∗ =

4) Решить уравнение ( )H I gλ δ∗ + =  от-
носительно неизвестного вектора ;δ

5) Вычислить ( );E w δ+
6) Если ( ) ( ) ,E w E wδ+ >  то : vλ λ=  и пе-

рейти на шаг  4, иначе : ,
v
λλ =  ( ) ( ):E w E w δ= +  

и закончить цикл обучения.
Одним из дополнительных критериев 

останова в ЛМ-методе является то, что λ  ста-
новится слишком большим.

К недостаткам ЛМ-метода относят:
1) высокую чувствительность к началь-

ным значениям весовых коэффициентов;
2) за счёт использования данных из всей 

выборки возможно переобучение шума [4];
3) высокая вычислительная сложность, 

под которой подразумевается большая дли-
тельность вычислений при большом количе-
стве обучающих примеров N  и/или весовых 
коэффициентов .W

Для решения проблем ЛМ-метода суще-
ствуют следующие подходы:

1) Модификации. Для увеличения сходи-
мости к оптимальному решению предложены 
модификации различной сложности (приме-
ры: настройка параметра ( ) ( )0.01 Tw wελ ε=    
[5], использование геодезического ускорения 
[6], включение в метод регуляризации Байеса 
[7] и др.);

2) Оптимизация вычислительного процес-
са, направленная на сокращение времени вы-
числений одной эпохи;

3) Распараллеливание – процесс, который 
непосредственно не влияет на вычислитель-
ную сложность, но позволяет более эффек-
тивно использовать ресурсы компьютера.

Остановимся на двух последних подходах.
Вычисление J  обычно занимает значи-

тельную часть времени относительно осталь-
ных шагов цикла обучения, особенно при 

,N W  а значит оптимизация позволит су-
щественно сократить время, затрачиваемое 
на обучение нейронной сети ЛМ-методом. В 
[8] указано на возможность снижения вычис-
лительной сложности за счёт снижения точ-
ности вычисления матрицы J  и/или отказа 
от универсальности.

В первом случае точный расчёт J  заме-
няется приближенным с помощью метода 
Бройдена. При наличии на шаге n  матрицы 

nJ  получим 1nJ +  с помощью следующей фор-
мулы [9]:

С. С. Пархоменко, Т. М. Леденёва
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С теоретической точки зрения, было бы 
разумно использовать этот подход на каждом 
шаге ЛМ-метода, однако, на практике с тече-
нием времени аппроксимация становится 
грубее, что, в свою очередь, влияет на век-
тор-градиент ( )TJ wε  и делает необходимым 
повторный пересчёт матрицы Якоби более 
точными методами. Эту операцию можно 
проводить после каждого неудачного измене-
ния вектора ,δ  который привёл к увеличе-
нию ошибки, или раз в две эпохи [6].

Если математическая модель НСПР фик-
сированная, то допускается отказ от универ-
сального, но затратного по времени, поиска 
J  через разностные методы вычисления про-
изводных [10]. Если рассмотреть сеть с n  
входами, m  нейронами в скрытом слое и од-
ним выходом, то получим

( )

1 2
1 1
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,
m n

i ij j i
i j

x w
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σ σ
= =

=
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( ) ( )1 2
1 .

1 xx xac c
e

t a t α−=
+

=            (16)

где jx  – принимаемая j -ым нейроном вели-
чина, ijw  – весовой коэффициент, связываю-
щий j -ый входной нейрон с i -ым нейроном 
скрытого слоя, iσ  – коэффициент смещения 
для i -го нейрона скрытого слоя, iw  – весовой 
коэффициент, связывающий i -ый нейрон 
скрытого слоя в выходным нейроном, σ  – ко-
эффициент смещения для выходного нейро-
на, ( )1 ,act x  ( )2act x  – активационные функ-
ции для выходного нейрона и нейронов 
скрытого слоя.

Для (15) с учётом (16) аналитически выве-
дем формулы для поиска элементов строки :J
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( )1 , 1 .i m j n≤ ≤ ≤ ≤
Необходимо отметить, что при выводе (17) 

учитывалась возможность эффективного ис-
пользования предварительных вычислений.

Аналитический подход к вычислению 
матрицы Якоби не универсален, так как для 
каждой новой модели нейронной сети (при 
изменении количества скрытых слоёв и/или 
замене активационных функций) потребу-
ется заново выводить формулы. Однако он 
требует значительно меньше вычислений, 
чем, например, расчёт через центральные 
разностные производные, при этом не теряя 
в точности.

3. РАСПАРАЛЛЕЛИВАНИЕ

В рассматриваемой задаче некоторые вы-
числения сводятся к выполнению однотип-
ной обработки большого набора данных. В 
первую очередь это касается матричных вы-
числений. В этом случае можно говорить, что 
существует параллелизм по данным.

Распределение вычисления строк матри-
цы J  между потоками позволяет организо-
вать её параллельное заполнение, поскольку 
элементы рассчитываются независимо друг 
от друга. Таким образом, реализуется один из 
вариантов ленточной схемы [11].

Пусть τ  – максимально допустимое одно-
временно выполняемых потоков в вычисли-
тельной среде (такая ситуация характерна, 
например, при использовании технологии 
OpenMP). Будем считать, что .Nτ   Очевид-
но, что в среднем каждый поток обрабатыва-
ет примерно N

τ
 строк матрицы .J  Однако 

примем для удобства, что одна строка J  – 
минимальная обрабатываемая единица, ко-
торую необходимо задействовать в макси-

Обучение нейронных сетей методом Левенберга-Марквардта в условиях большого количества данных
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мально возможном количестве операций 
внутри параллельного блока. Обозначим за 

tΞ  множество номеров строк ,J  обработан-
ных потоком .t

Согласно (12), .TH J J∗ =  Для экономии 
памяти можно отказаться от раздельного хра-
нения матриц TJ  и ,J  поскольку для любых 

[ ]1,n N∈  и [ ]1,m W∈  имеет место ,T
nm mnJ J=  

что даёт возможность получать элементы TJ  
из J  перестановкой индексов местами.

Для вычисления элемента матрицы Гессе

( )
1 1

,

1 , 1 ,

N N
T

pq qi ip iq ip
i i

H J J J J

p W q W

∗

= =

= =

≤ ≤ ≤ ≤

∑ ∑        (19)

необходимо, чтобы все элементы p -го и q -го 
столбцов матрицы J  были известны. В самом 
простом случае достаточно дождаться вычис-
ления всей матрицы .J  Однако это породит 
дополнительный барьер – точку синхрониза-
ции, которую должны достичь все процессы 
перед тем, как продолжится выполнение лю-
бого из них. Избежать этого позволит разло-
жение матрицы H ∗  в виде суммы

[ ]( )
[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]{ }

1

1 2 3 ,

,p

t

t

t t
q W W

H

H H H

H H

H

H

τ

τ

∗

=

×

= =

= + + + +

=

∑
       (20)

где [ ]t H  – матрица накопительной суммы по-
тока ,t  [ ]t pqH  – элемент этой матрицы.

Для каждой рассчитанной строки матри-
цы ,J  можно произвести перемножение всех 
элементов этой строки между собой, получив 
матрицу-слагаемое [ ] :t

kH +

[ ] ,t T
k ik kj ki kjij

H J J J J+ = =              (21)

( ), 1 , 1 ,tk i W j W∈Ξ ≤ ≤ ≤ ≤

где [ ]t k ij
H +  – элемент матрицы [ ] .t

kH +

Суммируя матрицы-слагаемые отдельно-
го потока получим матрицу накопительной 
суммы:

[ ] [ ] ,
t

t t
k

k
H H +

∈Ξ

= ∑                       (22)

которые будучи просуммированные с нако-
пительными матрицами из других потоков за 

пределами параллельной области дадут ре-
зультирующую матрицу Гессе .H ∗

Таким образом, распределив вычисление 
скалярного матричного произведения по 
[ ]t H  удалось совместить расчёт строки J  и 
матрицы H  внутри одного параллельного 
блока.

Расчёт ( )Tg J wε=   также требует все эле-
менты p -го столбца матрицы :J

( ) ( )
1 1

,
N N

T
p pi ip i

i i
g J w J wε ε

= =

= =∑ ∑        (23)

( )1 .p W≤ ≤
Снова разложив вектор g  на накопитель-

ные вектора [ ]t g  для каждого потока, а их в 
свою очередь на вектора-слагаемые [ ]t kg +  для 
всех строк ,J  обработанных внутри одного 
потока, получим аналогичный способ вычис-
лений, использованный для расчёта H ∗

[ ] ( ) ( ) ,t T
k ik k ki ki

g J w J wε ε+ = = 

[ ] [ ] [ ]

1
, ,

t

t t t
k

k t
g g g g

τ
+

∈Ξ =

= =∑ ∑            (24)

( ), 1 .tk i W∈Ξ ≤ ≤
Заметим, что после обработки строки J  и 

всех сопутствующих вычислений (19–24), она 
больше не представляет интереса, следова-
тельно, нет необходимости её хранить в опе-
ративной памяти, как и целиком всю матрицу 

.J  Достаточно построчно в нескольких пото-
ках перебирать примеры ,X Y   и получать 
массив частных производных по весовым ко-
эффициентам для проведения дальнейших 
расчётов. Это даёт ощутимую экономию па-
мяти.

4. ПРАКТИЧЕСКИЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Для проведения экспериментов была раз-
работана программа на языке C с примене-
нием технологии параллельного программи-
рования OpenMP. В программе реализованы 
следующие однопоточные и параллельные 
варианты:

1) классического ЛМ-метода с расчётом J  
с помощью формулы центральной разност-
ной производной;

С. С. Пархоменко, Т. М. Леденёва
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2) ЛМ-метода с расчётом J  методом Бро-
йдена раз в две эпохи;

3) классического ЛМ-метода с расчётом J  с 
помощью аналитически выведенных формул.

Для испытаний использован ПК под 
управлением ОС GNU/Linux с процессором 
AMD FX-8320, обладающий 8-ю ядрами, ра-
ботающими на частоте 3.3ГГц.

Целью вычислительного эксперимента яв-
ляется оценка времени работы каждого мето-
да с учётом предложенных способов расчёта 
матрицы Якоби.

Выберем для экспериментов несколько 
искусственных функций, применяемых для 
апробации методов оптимизации (рис. 2):

• функция Бирда [12]:

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) [ ]

2 21 cos 1 sin

2

, sin cos

, , 7,7 ;

y xf x y x e y e

x y x y

− −= ⋅ + ⋅ +

+ − ∈ −
• функция Букина [12]:

( )
[ ] [ ]

2, 100 0.01 0.01 10 ,

15, 5 , 3,3 ;

f x y y x x

x y

= − + +

∈ − − ∈ −
 

• шестигорбовая обратная верблюжья 
функция на промежутке [13]:

( )

( ) [ ] [ ]

4
2 2

2 2

, 4 2.1
3

4 4 , 3,3 , 2,2 ;

xf x y x x xy

y y x y

 
= − + + + 
 

+ − + ∈ − ∈ −
• функция МакКормика [12]:

( ) ( ) ( )
[ ]

2, sin

1.5 2.5 1, , 3, 4 ;

f x y x y x y

x y x y

= + + − −

− + + ∈ −
• волновая функция [13]:

( )
( )

( )
[ ]

2 2

2 2

1 cos 12
, ,1 2

2
, 2,2 ;

x y
f x y

x y

x y

+ +
= −

+ +

∈ −
• долина Розенброка [13]:

( ) ( ) ( )
[ ]

2 22, 100 1 ,

, 2, 2 .

f x y y x x

x y

= − + −

∈ −
Изначально, эти функции предназнача-

лись для поиска точек экстремума на их по-
верхности. В случае с нейронными сетями, 
цель обучения заключается в максимально 
точном запоминании и восстановлении по-

верхности. Для оценки качества обучения ис-
пользуем мгновенный функционал ( ).E w

Для обучения используем нейронную сеть 
с двумя входами, 15-ю или 20-ю (в зависимо-
сти от эксперимента) нейронами и одним вы-
ходом. Обучающую выборку построим на ос-
нове предложенной для каждой из функции 
области определения, спроекцировав сетки 
200 200×  и 400 400,×  тем самым получив

( ){ } 1,400001
, , ,i i i i

X Y x y z
=

=   и 

( ){ } 1,1600002
, , , .i i i i

X Y x y z
=

=   Максимальное 
количество итераций ограничим 400.

Результаты вычислений представлены в 
табл. 1.

Анализ результатов вычислительного экс-
перимента позволяет сделать следующие вы-
воды:

1) при незначительном увеличении коли-
чества нейронов в скрытом слое значительно 
увеличивается время вычислений;

2) время вычислений увеличивается про-
порционально объёму выборки;

3) при фиксированном ограничении на 
количество шагов и увеличении нейронов в 
скрытом слое отмечается рост ( ).E w  При 
увеличении количества настраиваемых пара-
метров (в данном случае это элементы векто-
ра w ) требуется больше шагов для их коррек-
тировки;

4) с помощью метода Бройдена удалось 
примерно в 1.82–1.96 раза (в зависимости от 
эксперимента) снизить время вычислений от-
носительно варианта с использованием цен-
тральной разностной производной, однако 
видно, что ( )E w  увеличилась;

5) с помощью прямых вычислений уда-
лось примерно в 11.5–14 раз (в зависимости 
от эксперимента) снизить время вычислений 
относительно варианта с использованием 
центральной разностной производной. При 
малом размере обучающей выборки прямые 
вычисления чаще показывают минимальное 
( )E w  из всех трёх подходов;

6) параллельные варианты методов в сред-
нем работают в примерно в 6.5–7 раз быстрее 
в зависимости от эксперимента;

7) ( )E w  почти не изменяется при измене-
нии количества потоков косвенно даёт по-

Обучение нейронных сетей методом Левенберга-Марквардта в условиях большого количества данных
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нять, что параллельная реализация реализо-
вана без ошибок;

8) максимально достигнутое ускорение 
составляет примерно 82–96 раз в зависимо-
сти от эксперимента.

Благодаря параллельному программиро-
вания и применение дополнительных мате-

матических методов удалось ускорить работу 
метода Левенберга-Марквардта более чем в 
10 τ⋅  раз. В зависимости от решаемых задач, 
пользу от ускорения можно выразить как в 
сокращении затраченного времени на вычис-
ления, так и в увеличении потенциально до-
пустимого объёма обрабатываемых данных.

Таблица 1
Результаты замеров
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Рис. 1. Среднее время выполнения экспериментов

а) b)

c) d)

e) f)
Рис. 2. Функции для испытаний: a) функция Бирда, b) функция Букина, c) шестигорбовая 

обратная верблюжья функция (на графике самих горбов не видно из-за масштабирования), 
d) функция МакКормика, e) волновая функция, e) долина Розенброка

Обучение нейронных сетей методом Левенберга-Марквардта в условиях большого количества данных
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