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Аннотация. В данной работе рассмотрена модель МакШерри построения искусственных 
ЭКГ. С помощью разработанного программного обеспечения построения ЭКГ сигнала 
исследовано нелинейное поведение модели МакШерри на основе экспонент Ляпунова.
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Annotation. We considered a model McSharry for modeling ECG signal in this paper. We 
investigated the nonlinear behavior of the model McSharry based on Lyapunov’s exponents with 
the help of software developed for constructing the ECG signal.
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ВВЕДЕНИЕ

Модель МакШерри предложена П. Мак-
Шерри, Г. Клиффорд, Л. Тарасенко и Л. Сми-
том в работе [1]. В работе [2] была предложе-
на программная реализация модели.

Модель генерирует траекторию ЭКГ в 
трехмерном пространстве с координатами
( , , ).x y z  Квазипериодичность ЭКГ отобража-
ется движением траектории по ограниченно-
му кругу в плоскости ( , ).x y  Каждый проход 
круга соответствует одному RR -интервалу. 
Отдельные зубцы на ЭКГ, такие как ,P  ,Q  ,R  

,S  ,T  отражении посредством движения тра-
ектории относительно оси .z  Их находят по 
фиксированным углами ,Pθ  ,Qθ  ,Rθ  ,Sθ  Tθ  
на круге в плоскости ( , ).x y

Для построения модели использована си-
стема трех нелинейных дифференциальных 
уравнений:
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где  2 21 ( ) ( ) ,x t y tα = − +  ( ) mod 2 ,i iθ θ θ π∆ = −  

atan 2( ( ), ( ))y t x tθ =  и ω  – угловая скорость, 
0 2( ) sin(2 ),z t A f tπ=  0,15A =  мВ.

Для значения параметров ,iθ  ,ia  ib  ис-
пользованы данные ЭКГ здорового пациента. 
Их значение показано в табл. 1.

Таблица 1
Значения параметров ,iθ  ,ia  ib  

в модели МакШерри
Индекс i P Q R S T
Время (с) –0,2 –0,05 0 0,05 0,3

iθ  (рад)
1
3
π−

1
12

π−
0 1

12
π 1

2
π

ia 60 –250 1500 –375 37,5

ib 0,25 0,1 0,1 0,1 0,4

Очевидно, что время, необходимое для за-
вершения одного цикла синтетического сиг-
нала равно RR -интервалу ЭКГ. 

Целью работы является исследовать не-
линейное поведение модели МакШерри на 
основе экспонент Ляпунова.

Экспоненты Ляпунова
Две траектории в фазовом пространстве 

0( ) ( )tx t f x=  и 0 0( ) ( ) ( ),tx t x t f x xδ δ+ = +  ко-
торые размещены очень близко, удаляются © Марценюк В. П., Сарабун Р. О., 2014
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друг от друга экспоненциально со временем. 
Средняя скорость расхождения этих траекто-
рий называется экспонентой Ляпунова λ  и 
определяется из соотношения 0( ) tx t e xλδ δ≈  
как
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Алгоритм определения экспонент 
Ляпунова для дифференциальных 

уравнений
Определение экспонент Ляпунова систе-

мы дифференциальных уравнений в данной 
работе базируется на методике, предложен-
ной в работах [3], [4] и [5].

Экспоненты Ляпунова определяются пе-
реходом вдоль главной оси из центра беско-
нечно малой сферы. Центр сферы получается 
на основе нелинейных дифференциальных 
уравнений при определенных начальных ус-
ловиях. Траектории точек на поверхности 
сферы определяются на основе линеаризи-
рованных дифференциальных уравнений в 
точках бесконечно мало удаленных от центра 
сферы. Главная ось определяется линеаризи-
рованными уравнениями и набором орто-
нормированных векторов, прикрепленных к 
центру сферы. Для построение ортонорми-
рованного базиса использован метод Грам-
ма-Шмидта.

Линеаризация модели МакШерри
Линеаризацию системы нелинейных диф-

ференциальных уравнений (1), осуществлено 
в окрестности стационарного состояния 

* * *( , , ).x y z  Получена система линейных диф-
ференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами:
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Программная реализация алгоритма
расчета экспонент Ляпунова

Программная среда, предложенная в 
данной работе, реализована в виде пакета 
Java-классов. В него входят следующие паке-
ты и классы.

Пакет fde предназначен для получения 
численного решения дифференциальных 
уравнений. Пакет graph содержит клас-
сы, предназначенные для графической ви-
зуализации решений уравнений. В пакете 
McSharryECGLiapunovExponent содержатся 
классы с описанием модели МакШерри и ал-
горитмом расчета экспонент Ляпунова. Сюда 
входят классы:

• McSharryECGSystemLiapunovExponentsS
ystem – описывает правые части дифферен-
циальных уравнений модели МакШерри и 
алгоритм расчета экспонент Ляпунова;

• McSharryECGSystemLiapunovExponents
SystemGraph – используется для построения 
графиков решений уравнений;

• McSharryECGSystemLiapunovExponentsS
ystemGraph Menu – класс, который описывает 
главное меню программы;

• McSharryECGSystemLiapunovExponentsS
ystemInputDataFrame – класс-фрейм для вво-
да начальных параметров модели.

Экспоненты Ляпунова рассчитываются в 
ходе выполнения цикла

for (double i = x0; i <= x1;
i + = hmax) {....}

Здесь i – счетчик цикла, x0 – начало интер-
вала интегрирования, x1 – конец интервала 
интегрирования, hmax – шаг интегрирования.

На каждой итерации происходит постро-
ение ортонормированного базиса методом 
Грамма-Шмидта. Для этого осуществляется 
построение и нормализация первого вектора 
базиса:
znorm[1] = 0.;
for (int j = 1;
     j <= n_nonlinear_system; j++)
  {znorm[1] = znorm[1] +
   Math.pow (y [n_nonlinear_system *
            j+1], 2);}
znorm[1] = Math.sqrt (znorm[1]);

for (int j = 1;
     j <= n_nonlinear_system; j++)
  {y[n_nonlinear_system*j+1] =
   y[n_nonlinear_system*j+1] / 
                           znorm[1];}

и на его основе построение остальных векто-
ров базиса, которое осуществляется во время 
выполнения цикла:
for (int j = 2;
     j <= n_nonlinear_system; j++)

   {....}

На каждой итерации происходят следую-
щие действия:

• определение коэффициентов ренорма-
лизации Грама-Шмидта
for (int k = 1; k <= j-1; k++)

   {gsc[k] = 0.;
    for (int l = 1;
    l<=n_nonlinear_system; l++)
      {gsc[k] = gsc[k] +
       y[n_nonlinear_system*l+j]
        *y[n_nonlinear_system*l+k];
      }
   }

• построение вектора
for (int k = 1;
     k <= n_nonlinear_system; k++)
  {for( int l=1; l<=j-1; l++)
     {
      y[n_nonlinear_system*k+j]=
      y[n_nonlinear_system*k+j]-
      gsc[l]*
      y[n_nonlinear_system*k+l];
     }
  }

• определение нормы вектора
znorm [j] = 0.;
for (int k = 1;
     k <= n_nonlinear_system; k++)
  {znorm[j]=znorm[j]+
   Math.pow(y[n_nonlinear_system*
   k+j], 2);}
znorm[j]=Math.sqrt(znorm[j]);

• нормализация вектора
for (int k = 1;
     k <= n_nonlinear_system; k++)
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{if(znorm [j]! = 0.)
      {y[n_nonlinear_system*k + j] =
       y[n_nonlinear_system*k + j] / 
                         znorm [j];}
   else 
     System.out.println
               («Null exception»);}}

На следующем шаге выполнения алгорит-
ма происходит построение экспонент Ляпу-
нова:
for (int k = 1;
     k <= n_nonlinear_system; k++)
  {cum[k] = cum [k] +
   Math.log(znorm[k])/Math.log(2.);}

их нормализация и вывод на каждой итера-
ции:
if ((Math.round (i/hmax))% io == 0)
  {for(int k = 1;
       k <= n_nonlinear_system; k++)
    System.out.println(«x =» + x +
    «,Liapunov exponent =» +
    cum[k] / x);}}}

Описание правых частей дифференциаль-
ных уравнений модели МакШерри и правых 
частей линеаризованных дифференциальных 
уравнений модели МакШерри происходит в 
функции fcn().

Численный эксперимент
Для вычисления экспонент Ляпунова 

были использованы параметры модели Мак-
Шерри, представлены в табл. 1. Окно ввода 
параметров показано на рис. 1.

В результате выполнения программы полу-
чены решения модели (1) (рис. 2) и значение экс-
понент Ляпунова: 1 0, 2994,λ =  2 0,0205,λ = −  

3 1, 2696.λ = −

ВЫВОДЫ
Экспоненты Ляпунова является фунда-

ментальной характеристикой динамической 
системы, поскольку именно на них основы-
вается самое общее определение хаоса [6]. 
А именно, динамическая система является 
хаотической, если ее аттрактор обладает по 
крайней мере одной положительной экспо-
нентой Ляпунова.

Численный эксперимент выявил наличие 
положительной экспоненты Ляпунова 1,λ  что 
свидетельствует о хаотическом характере 
траектории модели МакШерри.

В. П. Марценюк, Р. О. Сарабун

Рис. 1. Окно ввода параметров модели МакШерри
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Рис. 2. Решения модели МакШерри
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