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Аннотация. В статье рассматривается задача определения рейтинга объектов, и предла-
гаются три алгоритма многокритериальной оптимизации для построения такого рейтин-
га. А также рассматривается пример построения рейтинга банков.
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Рейтинг (англ. rating) — числовой или по-
рядковый показатель, отображающий важ-
ность или значимость определенного объекта 
или явления. В жизни очень часто необходи-
мо принимать решения о ранжировании объ-
ектов в различных сферах деятельности. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
РЕЙТИНГА ОБЪЕКТОВ 

Пусть для каждого из m  объектов множе-
ства { }1,2, ,X m=   заданы n  числовых не-
отрицательных значений показателей (харак-
теристик), т. е. задана матрица ( ) ,ijA a=  

1, ,i m=  1, .j n=  В этой матрице каждому объ-
екту i X∈  соответствует строка с номером ,i  
а каждому показателю – столбец с номером .j  
В матрице A  нет ни одной строки с нулевыми 
значениями показателей, так как рассмотре-
ние таких объектов не имеет смысла. В ма-
трице A  также отсутствуют столбцы, все эле-
менты которых равны нулю. Предполагается, 
что большие значения показателей более 
предпочтительны по отношению к меньшим 
их значениям.

Характеристикам соответствуют весовые 
коэффициенты 0,jϑ ≥  1, ,j n=  значения ко-
торых нормируются. Нормированные значе-
ния весовых коэффициентов имеют вид 
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ются новые значения показателей с учетом 
весовых коэффициентов, .ij ij jb a w=  Значения 
показателей ijb  также нормируются: опреде-
ляются 1max ,j i m ijb b≤ ≤=  нормированные зна-
чения ijx  показателей ijb  с учетом весов jw  

имеют вид ,ij
ij

j
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b
=  1, ,i m=  1, .j n=  Получен-

ные значения ijx  удовлетворяют условиям 
0 1ijx≤ ≤  и не имеют размерности. Отсут-
ствие размерности делает осмысленными ма-
тематические и логические операции над раз-
ными по содержанию показателями.

Понятие рейтинга объекта трактуется 
по-разному и не всегда ему можно дать фор-
мальное определение. Вместо этого понятия 
можно использовать такие, как престиж-
ность, важность, вес, значимость и другие 
качества объекта, однако никакие из них 
невозможно определить строго и описать с © Аристова Е. М., 2014
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применением числовых характеристик. Рас-
сматриваемая задача относится к классу так 
называемых плохо формализуемых задач. При 
этом неизвестно, является ли используемый 
набор показателей достаточно представи-
тельным для определения рейтинга объекта; 
выявление такого набора является само по 
себе нетривиальной задачей.

Рассматриваемая задача относится к клас-
су многокритериальных задач, если в каче-
стве критериев рассматривать показатели. 
При этом многокритериальная задача может 
быть сформулирована как задача, в которой 
мы стремимся придать каждому критерию 
максимально возможное значение. Алгорит-
мы решения таких задач описаны, например 
в [1, 2].

Аксиоматическое решение проблемы 
оценки важности в многокритериальных за-
дачах предложено в [3]. Эта оценка основана 
на парных сравнениях критериев (показате-
лей). При этом для каждой пары критериев if  
и jf  введен линейный порядок, т.е. известно, 
что либо ,i jf f  либо ,j if f  либо они рав-
ноценны (  – знак предпочтения).

Остановимся на проблеме определения 
коэффициентов важности критериев, т. е. 
весовых коэффициентов. В работах [4, 5] рас-
смотрены различные аспекты этой проблемы, 
стоит отметить, что рассматриваемая задача 
относится к задачам выбора вариантов.

Решение задачи определения рейтинга мо-
жет быть выполнено как для всего набора из 
n  показателей, так и для любого подмноже-
ства { }1 2, , , kJ j j j=   различных показателей 
этого набора. С формальной точки зрения 
представленная задача – это задача кластери-
зации [6] с некоторыми дополнительными ус-
ловиями. Задача кластеризации состоит в 
разделении исследуемого множества объек-
тов на группы «похожих» объектов, называе-
мых кластерами. В задаче кластеризации от-
несение каждого из объектов данных 
осуществляется к одному (или нескольким) 
из заранее неопределенных классов. Разбие-
ние объектов данных по кластерам осущест-
вляется при одновременном их формирова-
нии. Определение кластеров и разбиение по 

ним объектов данных выражается в итоговой 
модели данных, которая является решением 
задачи кластеризации [7].

Под кластером в рассматриваемой задаче 
понимается множество объектов, имеющих 
одинаковый рейтинг. Множество объектов 
X  необходимо разбить на p  непересекаю-

щихся подмножеств 1, X ,pX    таких, что 

1
,n

kk
X X

=
=



 0,k sX X∩ =  ,s k≠  при этом 
число подмножеств p  может быть заранее не-
известно, т. е. определяться в процессе реше-
ния задачи. В некоторых из рассматриваемых 
далее алгоритмов это число задано заранее. 
Возможны также дополнительные ограниче-
ния вида min maxix X x≤ ≤  для некоторых или 
всех подмножеств.

Дополнительные условия состоят в том, 
что разбиение производится для выделенно-
го набора показателей и в соответствии с 
максимальным значением некоторых функ-
ций ( ) ,ig A  1, ,i k=  вычисленных для каждого 
из объектов. Из высказанного ранее предпо-
ложения о предпочтительности больших зна-
чений показателей по сравнению с меньшими 
следует: если для двух объектов с номерами s  
и k  выполнены условия ,sj kjx x≥  1, ,j n=  то 
рейтинг объекта с номером s  не может быть 
ниже, чем рейтинг объекта с номером .k

В процессе разбиения каждому из подм-
ножеств kX  ставится в соответствие некото-
рый показатель ,kq  называемый рейтингом 
объекта; все объекты из множества kX  не-
различимы по этому показателю. Значения 
показателей kq  – рейтингов объектов – зави-
сят от алгоритмов их вычисления.

АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

В настоящей работе рассмотрим три ал-
горитма многокритериальной оптимизации, 
которые можно применить к задаче определе-
ния рейтинга объектов. Рассмотрим их более 
подробно.

Алгоритм линейной свертки показателей

Каждому объекту i X∈  ставится в соот-
ветствие линейная свертка его показателей 

Е. М. Аристова
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,i ijj J
L x

∈
=∑  вычисляемая с применением 

значений весовых коэффициентов ,jw  
1, .j n=  Отметим, что при использовании 

данного алгоритма число множеств 1p >  за-
дано.

Обозначим min ,i il L=  max i iL L=  и вы-
числим их значения. Далее вычислим шаг 

L lh
p
−

=  и распределим исследуемые объек-

ты по отрезкам ( )1 , ,l i h l ih+ − +    1,i p=  в 
соответствии со значениями сверток .iL  Тог-
да объект с минимальным значением iL  по-
падет в первый из отрезков, а с максималь-
ным – в последний отрезок с номером .p  
Объекты, значения сверток которых находят-
ся в интервале с номером ,k  имеют рейтинг 

1kq p k= − +  и образуют множество 1p kX − +   
(чем выше рейтинг множества объектов, тем 
меньше его номер).

Алгоритм идеальной точки

В каждом из столбцов матрицы со значе-
ниями показателей ijx  выберем максималь-
ный элемент 1max .j i m ijx x≤ ≤=  Вектор 

( )1, , nx x x=   соответствует «идеальному», 
гипотетическому, несуществующему объек-
ту. Для каждого из объектов i X∈  определим 
расстояние до «идеального» объекта по од-
ной из следующих формул:

(1) ,i j ij
j J

L x x
∈

= −∑  ( )2(2) ,i j ij
j J

L x x
∈

= −∑  

(3) max .i j ijj J
L x x

∈
= −

Известно, что каждое из значений (1) ,iL  
(2) ,iL  (3)

iL  определяет расстояние со всеми ак-
сиомами. А также задано число множеств 

1.p >
Зафиксируем в качестве расстояния одно 

из значений iL  и вычислим min ,i il L=  
max i iL L=  и шаг .L lh

p
−

=  Распределим ис-

следуемые объекты поpотрезкам 
( )1 , ,l i h l ih+ − +    1, .i p=  Тогда в первый от-

резок попадет объект, наиболее близкий к 
«идеальному», а в последний с номером p  – 
наиболее далекий от него. Объекты, расстоя-

ния которых до «идеального», находятся в 
интервале с номером ,k  имеют рейтинг 

kq k=  и образуют множество .kX
Стоит отметить, что при одном и том же 

значении p  алгоритм «идеальной точки» для 
метрики (1)

iL  дает то же решение, что и алго-
ритм линейной свертки показателей. Дей-
ствительно, (1) ,i j ij j ij J j J

L x x x L
∈ ∈

= − = −∑ ∑   
так как j ijx x≥  для любого фиксированного 
значения .j  Тогда

(1) (1)
1max ;i m i jj J

L L x l≤ ≤ ∈
= = −∑  

(1) (1)min .j J i jj J
l L x L∈ ∈

= = −∑
Следовательно, (1) (1) .L l L l− = −  Поскольку 
длины диапазонов изменения значений iL  и 

(1)
iL  совпадают, то совпадают и решения задач 

по обоим алгоритмам.

Алгоритм многокритериальной
оптимизации

Упорядочим по невозрастанию элементы 
каждого из столбцов 1, , kj j  матрицы пока-
зателей .ijx  В соответствии с этим упорядоче-
нием построим целочисленную матрицу ijz  
номеров объектов; в каждом из указанных 
столбцов номера объектов будут расположе-
ны таким образом, что их характеристики не 
возрастают. Зададим параметры t  и 1t  – мак-
симальное и минимальное число элементов 
множества, соответственно. Выделим t  пер-
вых строк матрицы ijz  и найдем множество 

1u  – пересечение полученных n  множеств. 
Если 1 1 ,t u≤  то вычислим для каждого 1i u∈  
и всех { }1, , kj j j∈   значения следующих па-
раметров: ( )1 max j ijs i x=  и ( )2 min .j ijs i x=  
Определим функцию

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 1max / .it s i s i s iϕ = −  
Найдем ( ) ( )1 0 1min .tt tϕ ϕ=

Поиск минимума соответствует уменьше-
нию максимального по всем показателям 
«расстояния» между объектами из множества 

1u  [8]. Он выполняется путем последователь-
ного уменьшения значений параметра t  на 
единицу, затем формируется новое множе-
ство 1u  и т. д. Поиск минимума завершается 

Определение рейтинга объектов
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после определения значения 0t  параметра .t  
Если 1 1,u t<  то уменьшаем 1t  и (или) увели-
чиваем t  и повторяем описанную процедуру. 
Объекты из множества 1u  образуют множе-
ство 1,X  и их рейтинг 1 1.q =

Далее удаляем из матрицы ijx  все строки, 
соответствующие объектам из множества 

1;X  упорядочим по невозрастанию элементы 
каждого столбца новой матрицы ;ijx  постро-
им новую целочисленную матрицу ijz  по тому 
же правилу, что и на первом шаге, и перейдем 
ко второму шагу. Аналогично построим мно-
жество 2 2 ,X u=  его рейтинг 2 2q =  и т. д. 
Процесс завершен, если из матрицы ijx  уда-
лены все строки. В процессе решения задачи 
определяется параметр ,p  который равен 
числу шагов алгоритма.

Описанный алгоритм основан на двух ос-
новных элементах:

– выбор по каждому из показателей объ-
ектов с максимальными их значениями;

– многократная оптимизация функции 
( )1 tϕ  с целочисленными значениями аргу-

мента.
Если считать, что функция ( )1 tϕ  является 

нелинейной сверткой критериев, то в алго-
ритме реализован подход, в соответствии с 
которым решение многокритериальной зада-
чи сводится к решению конечной последова-
тельности однокритериальных задач для кри-
териальной свертки.

ПРИМЕР ИСПОЛЬЗОВАНИЯ

Рассмотрим следующую задачу. Пусть 
требуется выбрать лучший из пяти банков 
для вложения денежных средств, учитывая их 
оценки по трем показателям. Значения крите-
риев (показателей) для всех альтернатив (бан-
ков) приведены в табл. 1 по четырех балльной 
системе оценок.

В роли объектов выступают банки (мно-
жество ( )1 5, , ,S s s=   где is  – i -ый банк). 
Показателей всего три ( )3m =  – это располо-
жение банка, политика банка и его репута-
ция. Оценки поставлены экспертами. Исход-
ная шкала у всех показателей общая – {отл, 
хор, удовл, неудовл}. Оценки показателей для 

каждого банка, записанные в порядке их пе-
речисления, образуют его векторную оценку. 
Значения показателей представлены в табл. 2.

Таблица 1
Значения показателей для банков

Банк 
(номер по списку)

Оценки
А Б В

1 удовл отл отл
2 хор хор хор
3 отл хор удовл
4 хор неуд хор
5 отл удовл хор

Таблица 2 
Значения показателей

Варианты
Показатели

1K 2K 3K

1s 3 5 5

2s 4 4 4

3s 5 4 3

4s 4 2 3

5s 5 3 4

Матрица ijA  имеет вид 

3 5 5
4 4 4

.5 4 3
4 2 3
5 3 4

ijA

 
 
 
 =
 
 
 
 

Так как в задаче все показатели равноцен-
ны, то 1 .

3jw =  Новые значения показателей 
имеют вид:

5 5
3 3

4 4 4
3 3 3
5 4
3 3
4 2
3 3
5 4
3 3

1

1 .
1

1

ijB

 
 
 
 =
 
 
 
 

 

Значения показателей нормируются по 
формуле 1max :j i m ijb b≤ ≤=

1 2 3
5 5 5, , .
3 3 3

b b b= = =

Е. М. Аристова
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Нормированные значения показателей ijb  
с учетом весов jw  представим в виде матрицы

3
5
4 4 4
5 5 5

34
5 5

34 2
5 5 5

3 4
5 5

1 1

1 .

1

ijX

 
 
 
 =
 
 
 
 

Видно, что полученные значения ,ijx  
1,5,i =  1,3j =  удовлетворяют условиям 

0 1.ijx≤ ≤
Для построения рейтинга объектов бу-

дем использовать вышеописанные алгорит-
мы. Рассмотрим вначале алгоритм линейной 
свертки критериев.

Пусть число множеств p  задано и равно 
пяти. Каждому объекту i X∈  ставится в со-
ответствие линейная свертка его показателей 

,i ijj J
L x

∈
=∑  вычисляемая с применением 

значений весовых коэффициентов ,jw  
1,3 :j =

1
13 ,
5

L =  2
12 ,
5

L =  3
12 ,
5

L =  4
9 ,
5

L =  5
12 .
5

L =

Согласно алгоритму, 9min ,
5i il L= =  

13max ,
5i iL L= =  4 .

25
L lh

p
−

= =  После рас-

пределения исследуемых объектов по отрез-
кам, получим следующую принадлежность к 
кластерам (всего пять множеств-кластеров 

1,I  2 ,I  3,I  4 ,I  5I ):

Таблица 3
Распределение по множествам (кластерам)

Объект Множество
1 5I

2 4I

3 4I

4 1I

5 4I

Таким образом, первый объект имеет рей-
тинг, равный 5 5 5 1 1,q = − + =  второй, третий 
и пятый объекты имеют рейтинг, равный 

4 5 4 1 2,q = − + −  а четвертый объект – рей-

тинг, равный 1 5 1 1 5.q = − + =  Следовательно, 
используя алгоритм линейной свертки крите-
риев, получим, что лучшим банком для вло-
жения денежных средств является первый 
банк.

Теперь рассмотрим алгоритм идеальной 
точки. Пусть число множеств p  также зада-
но и равно пяти. В каждом из столбцов ма-
трицы со значениями показателей ijx  выбе-
рем максимальный элемент 1 5max .j i ijx x≤ ≤=  
Вектор ( ) ( )1 3, , 1,1,1x x x= =  соответствует 
«идеальному», гипотетическому, несуществу-
ющему объекту.

Для каждого из объектов i X∈  определим 
расстояние до «идеального» объекта по од-
ной формуле: max :i j J j ijL x x∈= −

1
2 ,
5

L = 2
1 ,
5

L =  3
2 ,
5

L =  4
3 ,
5

L =  5
2 .
5

L =

Согласно алгоритму, 1min ,
5i il L= =  

3max ,
5i iL L= =  2 .

25
L lh

p
−

= =  После распре-

деления исследуемых объектов по отрезкам, 
получим следующую принадлежность к кла-
стерам (всего пять множеств-кластеров 1,I  

2 ,I  3,I  4 ,I  5I ):

Таблица4
Распределение по множествам (кластерам)

Объект Множество
1 3I

2 1I

3 3I

4 5I

5 3I

Таким образом первый, третий и пятый 
объекты имеют рейтинг, равный 3, четвертый 
объект имеет рейтинг, равный 5, а второй 
объект – рейтинг, равный 1. Следовательно, 
используя алгоритм идеальной точки, по-
лучим, что для вложения денежных средств 
больше подходит второй банк.

Определение рейтинга объектов
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработанный в работе подход может 
применяться при решении задач ранжирова-
ния объектов в различных сферах деятельно-
сти, например, определение рейтинга высших 
учебных заведений, определение лучшего 
банка для вложения денежных средств. В ста-
тье рассмотрен пример построения рейтин-
га банков с помощью алгоритма линейной 
свертки критериев и алгоритма идеальной 
точки. Решение динамических задач ранжи-
рования может также быть реализовано по 
разработанной схеме: задача решается для 
каждого из дискретных моментов времени.
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