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Аннотация. В статье построена и исследована непрерывная динамическая модель рынка 
ценных бумаг, характеризующая изменение стоимости ценных бумаг во времени. Пред-
лагаемая модель описывается системой нелинейных дифференциальных уравнений. При 
естественных с экономической точки зрения предположениях на параметры модели уста-
новлена глобальная устойчивость рынка.
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Annotation. The article is constructed and investigated continuous dynamic model of the 
securities market, characterizing the change in the value of securities in time. The proposed model 
is described by a system of nonlinear differential equations. When natural from the economic 
point of view of the assumptions on the parameters of the model installed global stability of the 
market.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе рассматривается при-
менение концепции конкурентного рыноч-
ного равновесия по Вальрасу (см., напр., [1] 
ч. II гл. 2) к рынку ценных бумаг. Предлагае-
мый метод основан на построении функции 
обобщенного спроса, порождаемой специ-
фикой оптимизационного подхода Маркови-
ца-Тобина (М-Т) к формированию портфеля 
ценных бумаг [2, 3]. Он дает возможность 
получить формулы для равновесных цен, ха-
рактеризующихся равенством спроса и пред-
ложения на рынке ценных бумаг. 

Предлагаемая динамическая модель фи-
нансового рынка базируется на классическом 

предположении о пропорциональной зависи-
мости скорости из-менения рыночных цен от 
функции обобщенного спроса. Она описыва-
ется системой дифференциальных уравне-
ний, обладающих свойством конвергент-но-
сти. Это свойство обеспечивает устойчивость 
финансового рынка, т. е. равновесные цены 
являются пределами положительных траек-
торий, соответствующих решениям модель-
ной системы дифференциальных уравне-ний 
при .t →+∞

Исследование динамической модели рын-
ка ценных бумаг опирается на методы каче-
ственной теории дифференциальных урав-
нений (см. [4, 5]) и результаты автора [6, 7] 
в области моделирования динамики конку-
рентного рынка.

Другие подходы к моделированию непре-
рывной динамики на финансовых рынках и 
построению равновесных цен продемонстри-
рованы в [8–11]. 

© Хацкевич В. Л., 2014
Работа выполнена при финансовой поддержке 

РФФИ, грант № 14-01-00253А



44 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2014, № 2

1. Равновесные цены. Пусть на рынке 
имеется n -видов рисковых ценных бумаг. 
Пусть iq  – общая стоимость бумаг i -го вида. 
Будем рассматривать ,iq  как случайные вели-
чины с математическими ожиданиями ix  
(средними стоимостями) и ковариациями 

( )cov .ij i jb q ,q=  Обозначим через B  матрицу 
ковариации ( )ijB b=  и будем считать ее из-
вестной из предыдущих наблюдений. Отме-
тим, что по определению матрица B  симме-
трична. Кроме того предположим, что на 
рынке имеются безрисковые ценные бумаги. 
Пусть на рынке имеется m-инвесторов с ка-
питалами lk  ( )1, ,l ... m=  соответственно. В 
соответствии с гипотезой идеального финан-
сового рынка будем считать, что все инвесто-
ры одинаково информированы о состоянии 
рынка ценных бумаг, и каждый инвестор ру-
ководствуется оптимизационным правилом 
типа М-Т (ср., напр., [12, 13]) при выборе оп-
тимальных долей l

iθ  ( )1, , ; 1, ,i ... n l ... m= =  
вложения в ценные бумаги. А именно, каж-
дый инвестор решает следующую задачу:

Найти

, 1
min

n
l l

ij i j
i j

b θ θ
=
∑                         (1)

при условиях

0
1
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l l
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x r kθ θ
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Здесь l
0θ  – доля безрисковых вложений, 

0r  – стоимость безрисковых бумаг, l  изменя-
ется от 1 до m .

Отметим, что классическая постановка 
задачи М-Т несколько иная. А именно, вме-
сто средних стоимостей ценных бумаг (как в 
нашем случае) рас-сматриваются их средние 
доходности, а постоянные ik  обозначают 
предполагаемые эффективности портфелей. 
Однако, для наших целей изучения равновес-
ных средних цен удобнее рассматривать ука-
занную постановку оптимизационных задач. 
Ниже в выражениях средней цены либо сред-
ней стоимости ценных бумаг i -го вида слово 
«средняя» будем опускать имея его ввиду по 
умолчанию.

Как известно [12] однозначная разреши-
мость задачи (1)–(3) обеспечивается, например, 
при выполнении условия положительной опре-
деленности матрицы .B  В дальнейшем это ус-
ловие и будем предполагать выполненным.

Рыночное равновесие предполагает, что 
каждый инвестор наилучшим образом удов-
летворяет свои потребности исходя из на-
личного капитала и поставленной оптими-
зационной задачи. В то же время все ценные 
бумаги находят своих покупателей (равен-
ство спроса и предложения).

Таким образом, для равновесных цен на 
рисковые активы должны быть выполнены 
следующие уравнения баланса:

1

m
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i i i

l
x xθ

=

=∑    ( )1, , .i ... n=                (4)

Поэтому,

1
1

m
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i
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θ

=

=∑   ( )1, , .i ... n=                   (5)

В этих условиях для безрисковых долей 
выполняется соотношение

0
1

.
m

l

i
m nθ

=

= −∑                            (6)

Заметим, что согласно (6) в условиях рав-
новесия .m n≥

Равенство (6) получается из следующих 
соображений. С одной стороны,
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Поэтому справедливо (6).
В частности, согласно (6) если 1,m n− =  то 
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θ

=

=∑  и забираются все безрисковые бума-

ги и наоборот, если забираются все безриско-
вые бумаги, то 1.m n− =

Отметим еще, что в условиях равновесия 
суммарный капитал инвесторов k  равен
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Отсюда с учетом (6) получим 

( )0
1

.
n

i
i

k r m n x
=

= − +∑
Пусть X  – вектор с компонентами 

1 2, , , ,nx x ... x  I  – вектор с единичными компо-
нентами, а lθ  – вектор с компонентами 

1 2, , , .l l l
m...θ θ θ  Пусть скобки ( , ) обозначают ска-

лярное произведение в эвклидовом про-
странстве nR  с нормой .  Положитель-
ность (неотрицательность) вектора X  из nR  
будем понимать как покомпонентную поло-
жительность (неотрицательность) и записы-
вать 0X >  ( 0X ≥ ).

Согласно [12, § 8.3] оптимальное распре-
деление долей в задаче М-Т (1)–(3) имеет вид

( ) ( )
( )( )( )

1
0 0

1
0 0

.ll k r B X r I
B X r I , X r I

θ
−

−

− −
=

− −
      (7)

Тогда условие рыночного равновесия (5) 
выглядит следующим образом 
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Положим 0 .X r I Y− =  Тогда равенство (8) 
переписывается в виде
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Поэтому ( ) ( )1 1
0 ,k mr B Y B Y Y I− −− = . Сле-

довательно,
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,
.
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                 (10)

Умножая обе части равенства (9) скалярно 
на Y, получим

( )0 , .k mr I Y− =
Подставляя в это равенство вместо Y фор-

мулу (10), найдем что

( )1
0

0

, , .Ik mr I B X X BI
k mr

− 
− =  − 

Таким образом,

( ) ( )( )2 1
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Откуда
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( )

2
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B Y Y
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=

Окончательно, подставляя это равенство 
в (10), получим равновесное значение по Y

( )
( )( ) ( )

2
0 0

*
0

.
, ,

k mr BI k mrY BI
BI I k mr BI I

− −
= =

−
     (11)

Тогда равновесное значение по X имеет 
вид

( )
0

* 0 .
,

k mrX r I BI
BI I
−

= +                    (12)

Таким образом, мы установили следую-
щий результат.

Теорема 1. Пусть на рынке ценных бумаг 
имеются безрисковые ценные бумаги, а каж-
дый инвестор действует в соответствии с 
оптимизационным правилом М-Т (1)–(3). Тог-
да равновесная рыночная цена существует, 
единственна и определяется формулой (12).

Отметим, что для положительности век-
тора Y∗  (и тем более X∗ ) согласно формуле 
(11) достаточно предположить, что 0BI >  и 

0 0.k mr− >  Последнее условие согласно пре-
дыдущему можно записать в эквивалентной 
форме 0

1
.

n

i
i

x r n
=

>∑
2. Динамическая модель. Положим 

( ) ( )
1

,
m

l

l
F X X Iθ

=

= −∑  где ( )l Xθ  при каждом 

X  определяется формулой (7). Функцию 
( )F X  можно трактовать как функцию обоб-

щенного спроса (спрос минус предложение). 
Легко проверить, что при выполнении пред-
положений (2), (3) справедливо соотношение 
Вальраса

( )( ), 0F X X ≤   ( )0: .nX R X r I∀ ∈ ≠
В динамических моделях конкурентного 

рынка многие авторы, начиная с П. Самуэль-
сона (см. [14]), предполагали пропорциональ-
ную зависимость скорости изменения цен от 
функции обобщенного спроса. Следуя этой 
идее, рассмотрим динамическую модель рын-
ка ценных бумаг в виде векторного уравнения

( )
1

,
m

l

l

dX X I
dt

θ
=

= −∑                  (13)

которое эквивалентно системе уравнений 

1
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m
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l
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θ
=

= −∑      ( )1, , .i n= 

Динамическая модель формирования равновесных цен на идеальном финансовом рынке
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В силу (7)динамическая задача (13) имеет 
вид

( ) ( )
( )( )

1
0 0

1
0 0

.
,

k mr B X r IdX I
dt B X r I X r I

−

−

− −
= −

− −
      (14)

Положим 0 .Y X r I= −  Тогда уравнение 
(14) запишется в виде

( )
( )

1
0

1
.

,
k mr B YdY I

dt B Y Y

−

−

−
= −              (15)

Умножая обе части этого равенства ска-
лярно на ,Y  найдем, что

( ) ( )2
0

1 , .
2

d Y t k mr I Y
dt

= − −          (16)

Замечание 1. В случае 0 0k mr− >  знамена-
тель дроби в формуле (15) не может обра-
щаться в ноль для всякого решения ( )Y t  
уравнения (15) при 0,t∀ >  если начальное 
условие ( )0Y  отлично от нулевого.

Действительно, согласно предположению 
оператор 1B−  положительно определен. Поэ-
тому достаточно показать, что в условиях за-
мечания решение ( )Y t  не может обращаться 
в ноль. Отметим, что из (16) в силу соотноше-
ния ( ) ( ), ,I Y I Y n Y≤ ≤  следует неравен-
ство

( ) ( )2
0

1 .
2

d Y t k mr n Y t
dt

≥ − −

Если в момент времени 0t  выполнено 

( ) ( )0 0 ,Y t k mr / n< −  то ( ) 2
0 0.d Y t

dt
>  По-

этому функция ( )Y t  в окрестности точки 0t  
возрастает. Таким образом, справедлива 
оценка ( ) ( ) ( ){ }0 0min 0 2 .Y t Y , k mr / n≥ −

Далее заметим, что в силу связи 0Y X r I= −  
формулу (16) можно переписать в виде 

( ) ( ) ( )2
0

1 , .
2

d Y t k m n r X I
dt

= − − −    (17)

Для положительных векторов 0X >  спра-
ведливо неравенство ( ), .I X X≥  Поэтому, 
если ( )X t  положительное решение уравне-
ния (14), то из (17) получим 

( ) ( ) ( )2
0

1 t .
2

d Y t k m n r X
dt

≤ − − −   (18)

В силу (18) справедливо следующее 
утверждение.

Лемма 1. Динамическая модель (14) при ус-
ловии ( ) 0 0k m n r− − <  не может иметь поло-
жительного решения при достаточно больших 

0.t >  В случае ( ) 0 0k m n r− − =  невозможно 
существование предела положительного ре-
шения при .t →+∞  В случае ( ) 0 0,k m n r− − >  
для положительного решения модели (14) 
справедливы оценки

( ) ( )0 0 ,Y t r n tγ≤ + ∀ ≥

( ) ( )02 0 ,X t r n tγ≤ + ∀ ≥            (19)

где ( ) ( ){ }0max 0 , .X k m n rγ = − −
Доказательство. Рассмотрим случай 
( ) 0 0.k m n r− − <  Из (18) для положительных 

решений ( )X t  уравнения (14) получим

( ) ( )2
0

1 .
2

d Y t k m n r
dt

≤ − −

Интегрируя обе части этого неравенства 
от 0 до t  найдем, что 

( ) ( ) ( )( )2 2
00 2 .Y t Y t k m n r≤ + − −

Это означает, что за конечный промежу-
ток времени норма ( )Y t  обращается в ноль. 
Следовательно, при

( ) ( )( )2
0 00 2t t Y / m n r k= = − −  получим 

( )0 0 .X t r I=  При 0t t>  положительных реше-
ний уравнение (14) иметь не может.

Пусть ( ) 0 0.k m n r− − =  Предположим, су-
ществует предел при t →+∞  положительно-
го решения ( )X t  уравнения (14), равный .ξ  
Тогда найдется 0 0t >  такое, что при 0t t∀ >  
будет выполнено неравенство

1( ) .
2

X t ξ≥

Тогда из (30) получим 2 1( ( ) )
2

d Y t
dt

ξ≤ −  

при 0.t t∀ ≥
Интегрируя это неравенство от 0 до t  най-

дем, что выполнено соотношение
2 2( ) (0)

2
tY t Y ξ≤ −  при 0.t t∀ ≥

Последнее означает, что за конечный про-
межуток времени норма ( )Y t  обращается в 
0, а при достаточно больших 0t > положи-
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тельное решение уравнения (14) существо-
вать не может. Полученное противоречие по-
казывает, что в случае 0( ) 0k m n r− − =  
невозможно существование предела на бес-
конечности положительного решения ( ).X t  В 
частности, не может быть предела, совпадаю-
щего с положением равновесия.

Рассмотрим случай ( ) 0 0.k m n r− − >  Уста-
новим оценки на ( )Y t  и ( ) .X t

Пусть в некоторой точке 0t  выполнено 
( ) ( )0 0 0 .Y t k m n r r n> − − +  Согласно опре-

делению Y  и неравенству треугольника 
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 .Y t X t r I X t r I X t r n= − ≤ + = +  

Поэтому в точке 0t  имеем 
( ) ( ) ( )0 0 0 0.X t Y t r n k m n r≥ − > − −  Тогда 

на основании (18) заключаем, что ( )0 0.Y t ′ <  
Следовательно, в окрестности точки 0t  функ-
ция ( )0Y t  убывает. Таким образом,

( ) ( ) ( ){ }0sup 0Y t Y ,k n n m r≤ + + −  

( )0 .t∀ >  Кроме того, в силу связи между 
( )X t  и ( )Y t  справедлива оценка

( )
( )

( )
0

0

0 2 ,
sup

2

X r n
X t

k n n m r

 + ≤  
+ + −  

 ( )0 .t∀ >

Отсюда, используя определение ,γ  приве-
денное в формулировке леммы, получим 
оценку (19). Лемма доказана.

3. Устойчивость динамической модели. 
При доказательстве сходимости каждого ре-
шения задачи (14) к равновесному вектору 
(12) при t →+∞  применяется следующее 
утверждение общего характера.

Лемма 2. Пусть ( )X t  – решение вектор-
ного дифференциального уравнения 

( )dX F X
dt

=  с непрерывной правой частью

( ).F X  Пусть решение ( )X t  ограничено при 
( )0, ,t∈ +∞  причем ω -предельное множество 

решения ( )X t  состоит из одной точки .ξ  
Тогда существует предел ( )lim ,

t
X t ξ

→+∞

=  кото-

рый является равновесным вектором.
Доказательство. Покажем сначала, что в 

условиях леммы существует предел решения 

( )X t  при .t →+∞  Предположим противное. 
Пусть ( )X t  не сходится к ξ  при .t →+∞  Тог-
да найдутся положительное число 0 0ε >  и 
неограниченно возрастающая последователь-
ность nt  такие, что

( ) 0nX t ξ ε− >       1 2... .n ,∀ =

С другой стороны, из последовательности 
( )nX t  в силу ее ограниченности, а значит 

компактности, можно выделить сходящуюся 
подпоследовательность. Обозначим ее 

( ).knX t  Согласно предыдущему ( )lim ,
k

k

n
n

X t ξ
→+∞

=  

а это противоречит указанному выше нера-
венству. Полученное противоречие показы-
вает, что первоначальное предположение 
было неверным, т. е. ( )lim .

t
X t ξ

→+∞

=

Покажем теперь, что предел ( )lim
t

X tξ
→+∞

=  

является равновесным вектором. Действи-
тельно, в силу непрерывности правой части 
рассматриваемого уравнения имеем 

( )( ) ( )lim .
t

F X t F ξ η
→+∞

= =  Тогда существует 

предел η  и левой части уравнения (16), т. е. 

lim .
t

dX
dt

η
→+∞

=  Если предположить, что 0,η ≠  

то придем к противоречию с условием 
( )lim .

t
X t ξ

→+∞

=

В самом деле, пусть 0.η ≠  Зададим .
2
η

ε =  

По предположению, найдется момент време-

ни 0,tε >  такой, что ( ),dX t
dt

η α= +  где 

( )
2

t
η

α <  при .t tε∀ >

В силу справедливости представления 

( ) ( ) ,
t

t

dXX t X t ds
ds

ε

ε− = ∫  тогда можем записать 

( ) ( ) ( ) ( ) .
t

t

X t X t t t s dsε ε
ε

η α− = − + ∫  При этом 

согласно предположению  

( ) ( ) ds ( ).
2

t t

t t

s ds s t t
ε ε

ε

η
α α≤ ≤ −∫ ∫

Тогда

Динамическая модель формирования равновесных цен на идеальном финансовом рынке
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).
2 2

t

t

X t X t t t s ds

t t t t t t

ε

ε ε

ε ε ε

η α

η η
η

− ≥ − − ≥

≥ − − − = −

∫

Следовательно, ( )X t →∞  при .t →+∞  
Приходим к противоречию с первоначаль-
ным предположением ( )lim .

t
X t ξ

→+∞

=  Тогда 

0η =  и ξ  – равновесный вектор. Что и требо-
валось доказать.

С использованием лемм 1, 2 устанавлива-
ется

Теорема 2. Пусть 0( )k m n r> − . Тогда ди-
намическая модель рынка ценных бумаг (14), 
соответствующая задаче М-Т устойчива. 
Более того, она конвергентна, т.е. каждая по-
ложительная траектория (решение (14)), 
если она существует, стремится при t →+∞  
к единственному состоянию равновесия ,*X  
определяемому формулой (12).

Доказательство. В лемме 1 в предполо-
жении ( ) 0 0k m n r− − >  и положительности 
решения ( )X t  была установлена равномер-
ная по 0t >  оценка (19) на ( ) .Y t

Получим оценку на норму производной 
( ) .Y t′  Для этого скалярно умножим обе ча-

сти равенства (15) на ( ).Y t′  Тогда 

( )( )
( ) ( )

1
2 0

1
, .

,

k mr B Y,Y
Y I Y

B Y Y

−

−

′−
′ ′= −

После интегрирования обеих частей полу-
ченного равенства от 0 до t  имеем

( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )

1
2

0 1
0 0

,

,

0 .

t t B Y Y
Y s ds k mr ds

B Y Y

I,Y t I,Y

−

−

′
′ = − −

− +

∫ ∫   (20)

Заметим, что ( ) ( )1 11, , .
2

dB Y Y B Y Y
dt

− −′ =  

Поэтому, делая замену переменных
( )1 , ,u B Y Y−=  ( ) ( ) ( )( )10 0 , 0 ,u B Y Y−=  

( ) ( ) ( )( )1 , ,u t B Y t Y t−=  получим
( )
( ) ( )

( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1
1

1
0 0

1

, 1 1 [ln t ,
2 2,

ln 0 , 0 ].

u tt

u

B Y Y duds B Y Y t
uB Y Y

B Y Y

−
−

−

−

′
= = −

−

∫ ∫

Здесь мы воспользовались предположени-
ем о положительной определенности матри-
цы B  и, следовательно, 1.B−  Таким образом, 
из (20) следует оценка

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

2 21
0

0

21

1 ln
2

ln 0 0

t

Y s ds k mr B Y t

B Y n Y t Y

−

−

′ ≤ − +

+ + +

∫

( )0 .t∀ >
Тогда в силу (19) заключаем что 
( ) 2

0

.Y s ds
∞

′ < ∞∫  Поэтому найдется по-следо-

вательность ,kt →+∞  для которой 
( ) 0kY t′ →  при .kt →+∞
Кроме того, производная подынтеграль-

ной функции ( ) ( ) 2
:f t Y t′=  ограничена в на-

ших условиях при любом 0.t >  Действитель-
но, ( ) ( ) ( ), 2 , .f t Y Y Y Y′′ ′ ′ ′′ ′= =  Поэтому 

( ) 2 ,f t Y Y′ ′′ ′≤  а нормы Y ′  и Y ′′  огра-
ничены в соответствии с уравнением (15). 
При этом оценка на Y ′′  получается после 
дифференцировать по t  обеих частей уравне-
ния (15).

Рассмотрим интеграл ( ) ( )
0

.f t f t dt
∞

′∫  В ис-

следуемой ситуации он сходится (см., напр., 
[15] с. 567). Тогда по формуле Ньютона-Лейб-
ница 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2

0 0

2 2

1 
2

1 0 lim .
2 T

f t f t dt f t dt

f f T

∞ ∞

→+∞

′
′ = =

= −

∫ ∫

Следовательно, существует конечный пре-
дел ( )2lim .

t
f t

→+∞
 Причем он равен нулю, т. к. 

это справедливо для подпоследовательности 
.kt  Поэтому 2 0Y (t)′ →  при .t →+∞

Далее, в силу оценки (19) на ( )Y t  множе-
ство ( ){ } 0tY t ∞

=  компактно. Следовательно, 
оно содержит сходящуюся последователь-
ность ( ).kY t  Пусть ( )lim .

k
kt

W Y t
→∞

=  Переходя в 
обеих частях равенства (15) к пределу при 

kt →+∞  и используя равенство ( )lim 0,
k

kt
Y t

→∞
′ =  

получим, что W  – равновесный вектор. Тогда 
на основании единственности решения урав-

В. Л. Хацкевич
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нения (8) заключаем, что ,*W Y=  где *Y  опре-
деляется формулой (11).

Аналогично, любая предельная точка мно-
жества ( ){ } 0tY t ∞

=  является точкой равновесия 
и поэтому совпадает с .*Y  В силу установлен-
ной выше леммы 2 заключаем, что существу-
ет предел ( )Y t  при ,t →+∞  совпадающий с 
равновесным вектором .*Y  Тогда любое поло-
жительное решение ( )X t  уравнения (14) при 
t →+∞  стремится к равновесному вектору 

*.X  Что и требовалось доказать.
Замечание 2. Согласно лемме 1 и теореме 

1, в случае выполнения соотношения 
( ) 0 0k m n r− − ≤  для обеспечения устойчиво-

сти рынка ценных бумаг требуется дополни-
тельное внешнее регулирование.

Рассмотрим случай переменной матрицы 
ковариации ( )B t  в модели М-Т, когда матри-
ца ( )B t  стабилизируется к некоторой посто-
янной матрице B∞  при .t →+∞  Имеет место

Теорема 4. Пусть матрица ковариации 
( )B t  в уравнении (14) зависит от времени 

симметрична и положительно определена при 
0,t∀ >  причем для наименьших собственных 

значений ( )min tλ  матриц ( )B t  выполнено со-
отношение ( )min0

inf : 0.
t

tλ λ
>

= >  Пусть матри-

ца ( )B t  ограничена по ,t  т.е. ( )
0

sup
t

B t d
>

≤  

для некоторой постоянной 0d >  и стабили-
зируется при t →+∞  к некоторой постоян-
ной симметричной положительно определен-
ной матрице B∞ , т. е. ( )lim 0.

t
B t B∞→+∞

− =  
Пусть, кроме того, матрица ( )B t  дифферен-
цируема по t  и несобственный интеграл 

( )
0

B t dt
∞

∫   сходится. Тогда каждое положи-

тельное решение ( )X t  уравнения (14), стре-
мится при t →+∞  к равновесному вектору 
вида (12), динамической системы с постоян-
ной матрицей ковариации .B∞

Замечание 3. Из предположения 
( )lim 0

t
B t B∞→+∞

− =  вытекает симметричность 

и положительная определенность матрицы 
,B∞  так что λ  равно минимальному соб-

ственному значению матрицы .B∞

Условие ( )
0

B t dt
∞

< ∞∫   выполнено, в част-

ности, если справедлива экспоненциальная 
оценка ( ) ãtB t Ce−≤  ( )0t∀ ≥  для некоторых 
положительных чисел C  и .γ

В заключение отметим, что результаты 
настоящей работы допускают развитие на 
случай, когда задача М-Т (1)–(3) может иметь 
множество решений. В этом случае функция 
обобщенного спроса становится многознач-
ной, а вместо уравнений возникают включе-
ния. Тогда динамические задачи описывают-
ся дифференциальными включениями. По 
этому поводу можно обратиться к [6, 7], где 
рассмотрен общий случай конкурентного 
рынка.

Кроме того, возможно развитие резуль-
татов настоящей работы в следующем на-
правлении. Основная теорема 2 утверждает, 
что при некотором соотношении между па-
раметрами идеального финансового рынка 
состояние равновесия, предложенной  дина-
мической модели, единственно и глобально 
асимптотически устойчиво.

Если эти соотношения не выполнены, то 
при разумных предположениях, динамиче-
ская модель (14) обладает предельным мно-
жеством (аттрактором).

В соответствии с общей теорией дина-
мических систем это предельное множество 
(как правило) содержит периодические и 
почти-периодические режимы. Их и следует 
изучать. Близкие вопросы рассматривались, 
например, в работах [5, 7, 16, 17].
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